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INSTITUZIO  NI 

ANALITICHE 

LIBRO  SECONDO 

« 

Del  Calcolo  Differenziale . 

L’Analifi  delle  quantità  infinitamente  piccole.,  , 
che  in  altro  modo  Calcolo  Differenziale  ,  o 
Calcolo  delle  Fluflìoni  fuole  chiamarfl ,  è 
quella  3  che  verfa  intorno  alle  differenze  delle 
quantità  variabili  ,  di  qualunque  ordine  fieno  effe  diffe¬ 
renze  .  Queflo  calcolo  contiene  i  Metodi  delle  Tangen¬ 
ti  ;  de’  Maffimi ,  e  Minimi  ;  de*  Fleflì  contrarj ,  e  Re- 
greffi  delle  Curve  ;  de’  Raggi  Ofculatori  ec.  y  e  però 
dividendo  in  più  Capi  tutta  la  Materia  fia  . 
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CAPO  I. 

Dell'  Idea  de *  Differenziali  di  dìverjì  ordini , 
e  del  Calcolo  de '  medefimi  .  , 

1.  vjOI  nome  di  quantità  variabili  fi  vogliono 
lignificare  quelle  ,  che  fono  capaci  di  aumento  ,  e  di 
decremento  ,  e  fi  concepifcono  come  fluenti ,  e  per  cosi 
dire  ,  generate  da  un  moto  continuo  . 

S'intenda  (  Fig.  i.  )  la  retta  ABC ,  generata  dal 
moto  del  punto  A  ,  prodotta  in  infinito  ,  fopra  cui  infi¬ 
li  a  ?  facendo  un  qualunque  angolo,  l’altra  retta  BD  , 
e  fuppongafi ,  che  mentre  il  punto  B  giungne  da  B  in 
C,  feco  portando  la  linea  BD  lempre  a  fe  ifefla  paral¬ 
lela  da  BD  in  CE  ,  il  punto  D  trafcorra  lo  fpazio  FE 
con  tal  legge  ,  che  deferiva  la  curva  ADE  ;  egli  è 
chiaro  ,  che  V  aflìfle  AB  ,  AC ,  ficcome  l’ordinate  BD , 
CE,  e  gl’ archi  AD,  A  E  faranno  quantità  continua- 
mente  crefcenti  ,  e  decrementi  ,  e  però  variabili  . 

2.  Quantità  collanti  fono  quelle  ,  che  nè  cresco¬ 
no  ,  nè  calano  ,  ma  fi  concepifcono  per  determinate  , 
ed  invariabili  ,  come  i  Parametri  ,  gl’  Affi  ,  o  Dia¬ 
metri  ec. 

Le  collanti  fi  denominano  colle  prime  lettere  dell’ 

Alfa- 
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Alfabeto  ,  c  le  variabili  colle  ultime  in  quella  guifa^  , 
che  fi  è  fatto  nell’  Algebra  Cartefiana  rifpetto  alle  quan¬ 
tità  note  ,  ed  incognite  . 

3.  Si  chiama  differenza-,  o  Soffione  di  una  quantità 
variabile  quella  porzione  infiniteflma  ,  cioè  tanto  picco¬ 
la  ,  che  ad  eiTa  variabile  abbia  proporzione  minore  di 
qualunque  data  ,  e  per  cui  crefcendo  ,  o  diminuendoli 
la  medefima  variabile  ,  polla  ciò  non  oliarne  ailumerlì 
per  la  fleffa  di  prima  . 

Sìa  (  Fig.  2.  ,  e  3.  )  la  curva  A  M ,  il  di  cui  affé  , 
o  diametro  AP  ;  e  fi  prenda  nella  AP  prodotta  uni. 
porzione  infiniteflma  P p  ,  farà  effa  la  differenza  ,  o  fui 
la  fluffione  dell’affiffa  AP  ,  e  fi  potranno  confiderare_* 
per  eguali  le  due  AP  ,  Ap,  non  effendovi  proporzione 
tra  la  quantità  finita  AP  ,  e  la  porzione  infiniteflma-. 
Pp.  Da’  punti  P  ,  p  fi  alzino  le  due  ordinate  paralle¬ 
le  PM ,  pm  in  qualunque  angolo  ,  e  fi  tiri  la  cordai 
m M  prodotta  in  B,  e  la  retta  MR  parallela  ad  AP  ; 
poiché  fono  fimili  i  due  triangoli  BPM ,  MRm  ,  farà 
B  P  ,  PM  ::  MR  ,  Rm,  ma  le  due  quantità  B  P,  PM 
fono  finite,  ed  MR  è  infiniteflma,  adunque  farà  pure 
infiniteflma  la  Rm  ,  e  però  farà  effa  la  differenza  dell’ 
ordinata  P  M  ;  per  la  ffeffa  ragione  farà  infinitamente., 
piccola  la  corda  Mm  ,  ma  (  come  dimagrerò  in  ap¬ 
preso  )  la  corda  Mm  non  fi  di  [lingue  dall’archetto  ,  e 
fi  può  prendere  indifferentemente  l’uno  per  l’ altra-  , 

adun- 
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adunque  farà  l’archetto  Mm  quantità  infinitefima  ,  e_f 
però  la  differenza  dell’arco  AM  della  curva.  Da  ciò 
chiaramente  fi  vede,  che  anco  lo  fpazio  P  Mmp ,  chiu- 
fo  dalle  due  ordinate  PM  y  pm  ,  dalla  infinitefima  Pp , 
e  dall’archetto  infinitefimo  Mm ,  farà,  la  differenza  dell* 
area  AMP  comprefa  fra  le  due  coordinate  AP  ,  P  M, 
e  la  curva  A  M  ;  e  condotte  le  due  corde  A  M Am , 
farà  il  triangolo  miffilineo  MAm  la  differenza  del  feg- 
mento  <sAMS  chiufo  dalla  corda  AM ,  e  dalla  cur¬ 
va  ASM. 

4.  La  Caratteriilica  ,  con  cui  foglionfi  efprimere 
le  differenze  ,  è  la  lettera  d  ,  quindi  polla  l’ affilia-* 
AP  —  xy  farà  Pp  ,  o  MR  —  dx ;  e  fimilmente  polla-, 
l’ordinata  PM~y7  farà  Rmzzdy  ,  e  pollo  l’arco  di 
curva  ASM-s  ,  lo  fpazio  APMS-ty  il  fegmento 
AMS—u ,  farà  Mm  —  dsyPMmp  —  dt ,  AMm  —  du, 
e  tutte  quelle  fono  differenze  prime  ,  o  fluffìoni  del 
primo  ordine  , 

E  fi  avverta  s  che  le  predette  differenze  fi  fcrivono 
col  fegno  pofitivo  ,  fe  per  effe  creicano  le  variabili  lo¬ 
ro  ,  e  col  negativo  fe  le  variabili  calino  .  Cosi  nella-* 
curva  NEC  (  Fig .  4.  )  effendo  AB  —  x  ,  BFzzdx, 
BC—y,  farà  DC—  —  dy  ,  differenza  negativa  della  y  „ 

Che  quelle  tali  quantità  differenziali  non  fieno  va¬ 
ne  immaginazioni ,  oltre  di  che  egli  è  manifeffo  dal 
mètodo  degl’  Antichi  de'  Poligoni  inferirti  ,  e  circo- 

fcritti 
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ferirti  ,  fi  può  chiaramente  vedere  dal  folo  idearli ,  che 
l’ordinata  MN  (  Fig.  4.  )  fi  vada  continovamente  ac¬ 
collando  alla  BC,  finché  con  effa  coincida;  ora  egli  è 
chiaro  ,  che  prima  ,  che  quelle  due  linee  coincidano  , 
averanno  tra  loro  una  difianza  ,  ed  una  differenza-, 
inaffegnabile  ,  cioè  minore  di  qualunque  quantità  data  ; 
iti  tale  pofizione  fieno  BC ,  FE  ,  adunque  BF,  CD 
faranno  quantità  minori  di  qualunque  data ,  e  però  in- 
affegnabili ,  o  fia  differenze  ,  o  fluffìoni  . 

Anzi  con  la  fola  comun  Geometrìa  è  ficuro  ,  che 
non  folo  quelle  .,  ma  altre  quantità  minime  di  dalli 
infinite  entrano  realmente  a  formare  1’  eflenfione  geo¬ 
metrica.  Si  danno  in  geometria  le  quantità  incommen- 
furabili ,  ed  infinite  di  genere ,  come  è  noto  a’  Geo¬ 
metri  ,  ed  agl’  Analifii  ,  dunque  fi  danno  le  grandezze 
infinite.fi me  di  varj  ordini  , 

Ed  in  fatti  fia  a  cagion  d'efempio  (Fig.  5.)  AB  il  lato, 
ed  AC  il  diametro  d’un  quadrato,  le  quali  due  lìnee  per 
l’ultima  propofizione  del  libro  io.  di  Euclide  fono  fra  lo¬ 
ro  afimmetre  ,  vale  a  dire  incommenfurabili .  Dico  per 
tanto  :  che  non  fono  effe  refe  tali  da  una  qual  fi  fia_, 
finita  lineeta  CE  ,  per  quanto  piccola  efia  fi  prenda-,  , 
ma  bensì  da  un’  altra  infinitamente  minore ,  cioè  della 
dalle  delle  infinitefime  . 

Fingali,  che  la  linea  F.C  finita  renda,  s’ egli  è 
poffìbile  ,  le  due  AB  ,  AC  afimmetre  ;  in  confeguenza 

la 
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la  recante  A  E  farà  commenfurabile  al  lato  AB  .  Sia 
la  retta  F  comune  loro  mifura  5  la  quale  non  può  mai 
effere  eguale  alla  E  C ,  altrimenti  farebbero  commenfu- 
rabili  il  lato ,  ed  il  diametro  ;  farà  adunque  ,  o  mag¬ 
giore  ,  o  minore  . 

Nel  primo  cafo  fi  fottragga  F  da  EC ,  quante  vol¬ 
te  lì  può  ,  ed  il  refiduo  fia  GC .  E  perchè  F  mifura-, 
A  B  ,  A  E  ,  ed  anco  EG  ,  le  due  rette  AB  ,  AG  ave- 
ranno  fra  loro  una  proporzione  razionale ,  confeguente- 
mehte  non  era  la  grandezza  EC,  che  faceffe  incom- 
rnenfurabili  le  AB  ,  AC,  ma  una  quantità  più  piccola, 
per  efempio  la  GC,  la  quale  però  è  finita  ,  eflendofi 
dalla  finita  E  C  fottratta  una  ,  o  più  fiate  la  finita  F . 
Dividali  F  per  metà  ,  ed  indi  ancora  per  metà  fino  a 
tanto  ,  che  fi  venga  ad  una  parte  aliquota  di  F  minore 
di  GC,  e  levata  quella  da  GC ,  refierà  HC,  la  qua¬ 
le  ,  replicato  il  difcorfo  ,  non  è  quella  che  rende  in- 
commenfurabili  le  linee  AB  ,  AC;  ed  attefo  che  il  ra¬ 
ziocinio  vale  per  qual  fi  fia  grandezza  finita  ,  fi  con¬ 
chiuda  ,  che  la  incommenfurabilità  procede  da  una-, 
quantità  inafiegnabìle  minore  di  qualunque  data  ,  lo  che 
fi  verifica  parimente  nell’altro  cafo  ,  mentre  cioè  fia  la 
comune  mifura  F  maggiore  di  EC ,  il  che  ec. 

Dopo  di  ciò  vado  avanti ,  e  dico  ,  che  i  quadrati 
l’opra  le  rette  AB,  AC ,  i  quali  fi  rifpondono  come_» 
l’unità  al  binario,  non  oliarne,  che  i  Iati  fieno  irra¬ 
zionali  , 
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zionali ,  fono  però  eo m mèn fu r abili ,  e  fatti  tali  da  una 
quantità  infinitefima  del  fecondo  ordine  .  Efpofti 
(  Fig.  6.  )  i  due  quadrati  AB  ,  AC ,  fegno  le  due  quan¬ 
tità  eguali  ,  ed  infinitefime  ,  che  rendono  afimraetri  i 
lati  AD ,AG ,  AI ,  AH,  e  fieno  quelle  ED,  FI, 
e  compiuta  la  preparazione  (  come  nella  Figura  )  (I 
noti  ,  che  i  due  rettangoli  DK  ,  IK  fono  incom- 
men lurabili  al  quadrato  AB,  e  la  ragione  fi  è  ,  perchè 
fono  comprefi  dalle  rette  EK,  FK  commenfurabili  alle 
due  AG  ,  GB  ,  e  di  più  dalle  linee  minime  ,  ed  inaf- 
fegnabili  ED,  FI,  che  fono  quelle,  dalle  quali  nafce 
l’afimmetria  de’  lati  AD  ,  AG,  AI,  AH.  Aggiunto 
però  a’  fuddetti  rettangoli  il  quadrato  A  K ,  averemo 
il  gnomone  compollo  delle  tre  accennate  grandezze-, 
afimmetro  al  quadrato  AB;  ma  l’intiero  quadrato  AC 
Ila  all’altro  AB  in  razionai  proporzione  ,  dunque  il  qua¬ 
drato  AC  è  refo  tale  dal  quadrato  infinitefimo  KC , 
quantità  del  fecondo  ordine  ,  per  la  quale  fupera  il  fud- 
detto  gnomone  alimrnetro  . 

Noto,  che  i  cubi  fopra  le  linee  AI,  AH  fono  in- 
commenfurabili  ,  tutto  che  fieno  razionali  le  loro  ball, 
c  fi  può  facilmente  provare ,  che  fono  ridotti  tali  da^ 
una  grandezza  inaffegnabile  de]  terzo  ordine  ,  ed  in  tal 
guifa  col  difcorfo  di  mano  in  mano  fi  proceda  . 

5.  In  quella  guifa  che  le  differenze  prime  non_. 
anno  proporzione  affegnabile  alle  quantità  finite  ,  cosi 
Tom.  IL  B  ]e 
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le  differenze  feconde  ,  o  fluflioni  del  fecondo  ordine^» 
non  anno  proporzione  affegnabile  alle  differenze  pri¬ 
me  ,  e  fono  di  effe  infinitamente  minori  per  modo , 
che  due  quantità  infinitefime  del  primo  ordine  ,  ma_. 
che  differifcono  tra  loro  d’una  differenza  feconda,  pof- 
fono  affumerfi  per  eguali  .  Lo.  fieffo  fi  dica  delle  diffe¬ 
renze  terze  rifpetto  alle  feconde  ,  e  così  di  mano  in 
mano . 

Le  differenze  feconde  fi  fogliono  marcare  con_. 
doppia  d,  le  terze  con  tré  d  ec.  La  differenza  adunque 
di  dx  9  cioè  la  differenza  feconda  di  x  fi  fcriverà  ddx , 
o  pure  dzx  ,  nel  che  fi  avverta  *  non  effere  lo  fieffo 
dzx ,  e  dxz  ,  perchè  il  primo  fignifica,  come  ó  detto, 
la  differenza  feconda  di  x  ,  ed  il  fecondo  fignifica  il 
quadrato  di  dx  ;  la  differenza  terza  farà  àddx  ,  o  pure 
dì x  ec.  Così  ddy  farà  la  differenza  di  dy  ,  cioè  la  dif¬ 
ferenza  feconda  di  y  ec. 

Ma'per  formare  giufia  idea  delle  feconde  ,  terze  ec. 
differenze  faranno  opportuni  i  feguenti  Teoremi  . 

TEOREMA  I. 

6.  Sia  una  qualunque  curva  MB  C ,  (  Fig.  7.  )  ed 
una  porzione  di  effa  BC  infinitefima  del  primo  ordine. 
Da’  punti  B  ,  C  fi  conducano  perpendicolari  alla  curva 
le  rette  BA  ,  CA .  Dico:  che  le  rette  B  A  ,  CA  fi 
potranno  affumere  per  eguali . 


Si 
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Si  conducano  le  tangenti  BD  ,  CD ,  c  la  corda_. 
BC .  Se  le  due  BA  ,  CA  non  fono  eguali  ,  fia  quella, 
che  fi  vuole  di  loro  ,  come  CA,  maggiore  dell’altra, 
e  ad  ella  fi  conduca  perpendicolare  la  BH  .  La  diffe¬ 
renza  fra  le  linee  BA  ,  CA  farà  minore  dell’ intercet¬ 
ta  CH ,  per  l’angolo  retto  in  H,  e  CH  minore  della 
corda  BC,  ma  la  corda  BC  è  infinitefìma  del  primo 
ordine  ,  effendofi  fuppofio  infinitefimo  l’arco;  adunque 
la  differenza  tra  BA ,  e  CA  almeno  non  farà  maggio¬ 
re  di  una  quantità  infinitefìma  del  primo  ordine  ,  e  pe¬ 
rò  le  rette  BA,  CA  potranno  affumerfi  per  eguali  . 

COROLLARIO  I. 

Adunque  il  triangolo  BAC  farà  ifofcele  ,  e  però 
gl’ angoli  ABC ,  ACB  alla  bafe  eguali  tra  loro  ,  e  fot¬ 
tratti  quelli  da’  retti  ABD,  ACD  ,  rimarranno  eguali 
i  due  B  C D  ,  D BC ,  e  per  conseguenza  anche  eguali 
le  due  tangenti  BD  ,  CD  . 

COROLLARIO  II. 

Condotta  la  retta  DA,  effendo  limili,  ed  eguali 
i  due  triangoli  ADB  ,  ADC ,  taglierà  effa  in  due  parti 
eguali  gl’ angoli  BAC,  BDC ;  e  perchè  vengono  pure 
ad  efTere  limili ,  ed  eguali  i  due  triangoli  AEB ,  AEC, 
farà  la  Beffa  AD  normale  a.  BC,  e  la  dividerà  egual¬ 
mente  in  E  . 

B  2 
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COROLLARIO  III. 

Ed  eflendo  Amili  i  due  triangoli  DAC ,  EDC3 
farà  l’angolo  DCE  eguale  all’angolo  DAC ,  ed  i  due 
angoli  DCE,  DBE  prefi  affieme  eguali  all’angolo 
BAC, 

COROLLARIO  IV. 

Da  ciò  lì  raccoglie  ,  che  un’  arco  qualunque  inflni- 
tefimo  BC  di  qualiìvoglia  curva  avrà  le  ftefle  affezioni, 
e  proprietà  dell’arco  di  circolo  deferito  col  centro  A  , 
e  raggio  AB  ,  o  AC. 

COROLLARIO  V. 

Eflendo  fimili  i  due  triangoli  AEB  ,  BED  ,  ave- 
remo  A  E  ,  E  B  :  :  EB  ,  ED  ;  ma  A  E  è  linea  finita-, , 
ed  EB  infinitefima  del  primo  grado,  dunque  ED  farà 

______  2r 

infinitefima  del  fecondo,  e  farà  il  Tuo  valore  —  EB  . 

Tè 

Ma  il  rettangolo  fotto  la  doppia  A  E  in EI  è  eguale,' 
(  per  la  proprietà  del  circolo  )  al  quadrato  EB  ;  dun¬ 
que  EB  —  2  A  E  XEI~AEXED,e  per  confeguen- 
za  2  AE ,  AE  ::  ED  ,  EI;  ma  il  primo  termine  dell’ 
analogia  è  doppio  del  fecondo  ,  dunque  anco  il  terzo 

del 
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del  quarto  ,  e  confeguentemente  faranno  eguali  le  due 
linee  del  fecondo  ordine  LE,  ID  , 

COROLLARIO  V  I. 

E  perchè  la  differenza  tra  la  femicorda  B  E  ,  e  la 
toccante  BD  è  una  quantità  minima  del  terzo  grado  ; 
conciofiacchè  ,  condotto  dal  centro  B,  coll’intervallo  BE 
l’arco  di  cerchio  EL,  grandezza  della  feconda  claffe  , 
la  quale  con  il  fuo  feno  fi  confonde  ,  faranno  limili  ì 
due  triangoli  BDE  ,  EDL  ,  che  oltre  gl’ angoli  retti 
in  E,  ed  L  ,  anno  l’angolo  comune  in  D,  dunque.* 
ED,  DE  :  :  ED  ,  DL;  ma  BD  è  fluffione  prima  , 

DE  feconda  (  per  l’antecedente  Corollario  )  dunque 
DL  farà  una  terza  fluffione  .  Quindi  effendo  l’arco  B  I 
della  curva  maggiore  della  femicorda  BE  ,  e  minore 
della  tangente  BD,  non  può  differire  dall’  una,  e  dall’ 
altra  fe  non  per  una  grandezza  al  più  del  terzo  ordine. 

TEOREMA  II. 

7.  Sia  una  qualunque  curva  DAE,  (  Fig.  8.,  e  9.  ) 
nel  di  cui  affé  prefe  due  porzioni  [infinitefime  del  primo 
ordine,  ed  eguali  HI,  IM ,  fi  conducano  le  ordinate  pa¬ 
rallele  HA  ,  IB  ,  ME,  le  quali  taglieranno  nella  data 
curva  gl’ archetti  AB  ,  BE  parimente  infinitefimi  del  pri¬ 
mo  ordine  .  Si  conduca  la  corda  ABC ,  la  quale  concorra 

nel 
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nel  punto  C  con  l’ordinata  ME  prodotta,  fe  occorre  I 
Dico:  che  l’intercetta  CE  tra  la  curva  ,  e  la  corda  A  E 
prodotta  farà  infinitefima  del  fecondo  ordine  . 

Si  conduca  la  corda  AE .  Se  la  retta  IM  folle  quantità 
alTegnabile  finita ,  anco  il  triangolo  A  CE  farebbe  finito  ; 
ma  accollandoli  fempre  alla  ordinata  HA  la  ME  in  ma¬ 
niera  ,  che  la  IM  divenga  pure  flufiione  ,  o  fia  infini¬ 
tefima  del  primo  ordine,  l’angolo  ACE  rimane  fem¬ 
pre  lo  fìeffò  ,  e  l’angolo  AEC  fi  accrefce  ,  facendoli 
fempre  minore  l’angolo  CA E,  fino  a  che  divenga  final¬ 
mente  minore  di  un  qualunque  dato  ,  cioè  fi  faccia», 
infinitefimo  .  In  quello  cafo  ,  ficcome  il  feno  di  un’an¬ 
golo  infinitefimo  del  primo  ordine  col  raggio  finito  alfe- 
gnabile  è  quantità  infinitefima  del  primo  ordine  ,  cosi 
i!  feno  dell’angolo  CAE  infinitefimo  del  primo  ordine 
nel  raggio  AE  ,  o  AC  infinitefimo  del  primo  ordine», 
farà  quantità  infinitefima  del  fecondo  ordine  ;  ma  ne’ 
triangoli  i  lati  fono  proporzionali  ai  feni  degl’ angoli  op- 
pofii ,  adunque  anche  la  retta  CE  farà  infinitefima  del 
fecondo  ordine  . 

Chiamate  per  tanto  le  DHz,v  ,  HA  —  y , 
HI—  IM  ~  dx  ,  farà  FB  —  G  C  n  dy  ,  ed  EC  ~  —  ddy , 
prefiggendo  il  fegno  negativo  ,  perchè  per  eiTa  cala  ,  e 
non  crefce  la  dy  ,  (  Fig.  8.  )  e  cosi  all’oppofio  averà  il 
fegno  pofirivo ,  fe  per  ella  crelca  la  dy  ,  cioè  fe  la  cur¬ 
va  fia  convella  in  quel  punto  all’ alfe  DM.  (  Fig. 9.) 

CORQL- 
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COROLLARIO. 

Se  dal  punto  E  lì  conduca  alla  BC  la  normale 
ES  ,  faranno  pure  ES ,  CS  fluffioni  del  fecondo  ordi¬ 
ne,  imperciocché  ciafc  una  minore  di  EC . 

TEOREMA  III. 

8.  Se  nel  circolo  fi  prenda  un’arco  infiaitefmio 
del  primo  ordine  ;  dico  che  il  feno  verfo  farà  quantità 
infinitefima  del  fecondo,  e  la  differenza  fra  il  feno  retto, 
e  la  tangente  farà  infinitefima  del  terzo. 

Sia  l’arco  DC  (Fìg.  io.)  infihitefimo  del  primo 
ordine  ,  DB  il  feno  retto  ,  CE  la  tangente  ,  e  fi.  con¬ 
duca  DF  parallela  ad  A  C .  Per  la  natura  del  circolo 
fi  à  GB,  BD  :  :  BD  ,  BC  ;  ma  GB  è.  quantità  finita  , 
e  BD  infinitefima  del  primo  ordine  ,  adunque  ficcome 
GB  è  infinitamente  maggiore  di  BD  ,  cosi  farà  BD 
infinitamente  maggiore  di  BC,  e  però  BC  ,  o  fia^ 
DF  infinitefima  del  fecondo  ordine  .  Per  la  fimili- 
tudine  de’  triangoli  ABD  ,  DFE  ,  farà  AB,  BD::  DF, 
FE ;  ma  AB  quantità  finita  è  infinitamente  maggiore 
di  B  D  infinitefima  del  primo  ordine ,  adunque  D  F  in- 
finitefima  del  fecondo  ordine  farà  infinitamente  maggio¬ 
re  di  FE  ;  e  però  FE  fluffione  del  terzo  . 


COROL- 
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COROLLARIO  I. 

p.  E  poiché  la  tangente  è  Tempre  maggiore  dell6 
arco,  l’arco  della  corda,  e  la  corda  del  feno  retto; 
potendoli  aflumere  per  eguali  la  tangente  ,  ed  il  feno 
retto  ,  giacché  non  differifcono  Te  non  per  una  infini- 
téfìma  dei  terzo  ,  li  potranno  anco  affumere  per  egua¬ 
li  la  tangente  ,  l’arco ,  la  corda  ,  ed  il  feno  retto  . 

COROLLARIO  II. 

10.  Se  s’immagineremo  ,  che  il  raggio  del  circo¬ 
lo  fia  AN  infinitelimo  del  primo  ordine,  farà  l’arco 
NO  ,  ed  il  feno  OM  infinitefimo  del  fecondo,  e  però 
il  feno  verfo  M N  infinitelimo  del  terzo  . 

COROLLARIO  III. 

11.  Sieno  nell’aiTe  DM  (  Fig.  n.,  e  12.  )  due_. 
differenze  prime,  ed  eguali  HI,  IM,  alle  quali  cor- 
rifpondono  i  due  archi  infìnitefimi  di  curva  AB  ,  BE  , 
e  fi  tirino  le  due  corde  BE  ,  AB,  e  quella  prodotta-, 
incontri  in  d’ordinata  ME  parimenti  prodotta,  fe  fa 
d’uopo  .  Si  tiri.  E S  perpendicolare  a  B C,  e  col  centro 
B ,  raggio  BE  l’arco  EO  .  Per  il  Corollario  del  Teorema 
IT. ,  CS  è  infinitefima  del  fecondo  grado  ,  e  per  l’ante¬ 
cedente  ,  OS  è  infinitefima  del  terzo,  dunque  CO  è 

infini- 
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infinitefìma  del  fecondo,  perchè  l’ infinitefìma  del  ter¬ 
zo  aggiunta  ,  o  fottratta  dall’  infinitefìma  del  fecondo 
non  fa  alcuna  alterazione;  ma  offendo  Hl  —  IM,  o  fìa 
AF—BG,  per  i  triangoli  limili ,  ed  eguali  AFB,  BGCS 
è  anco  AB  —  BC, ma  gl’ archi  pofTono  affumerfl  eguali 
alle  corde  ,  dunque  CO  farà  la  differenza  de’  due  ar¬ 
chi  AB,  BE  ,  e  però  fe  fia  la  curva  DA—s,  farà 
AB—BCzzds,  CO  —  —  dds  coi  fegno  negativo,  perchè 
AB  va  calando,  effóndo  B  F.  minore  di  AB  nella  Fig.  n.s 
ed  ali’ opporlo  col  fegno  pollavo  nella  Fig.  12. 

SCOLIO. 

12.  Nel  determinare  le  feconde  differenze  dell’ 
ordinata ,  e  deli’  a^co  della  curva  ò  fuppoflo  ,  e  nel 
Teorema  IL,  ed  in  quell’ultimo  Corollario,  che  le_, 
HI,  IM  lieno  eguali,  vale  a  dire,  che  la  differenza-, 
prima  dell’ affilia  non  fi  alteri  giammai,  ma  rimanga-, 
collante  ,  nel  qual  cafo'la  differenza  feconda  dell’ affilia 
è  nulla  ,  cioè  chiamata  x  l’ affilia  ,  dx  la  prima  differen¬ 
za  ,  è  ddx  —  o  . 

Si  fanno  però  due  altre  fuppofizioni  ancora  ,  cioè 
l’una,  che  fia  collante  la  differenza  prima  dell’ordinata , 
e  variabile  quella  dell’  affilia  ,  e  della  curva  ;  l’altra,  che 
Ita  collante  la  differenza  prima  della  curva  ,  e  variabile 
quella  dell’  affilia  ,  e  dell’  ordinata  . 

Ma  dalle  premeffe  cole  è  facile  il  paffaggio  a_, 
Tom.  IL  C  quell 
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quefl* altre  due  ipotefi .  Ritenuto  ciò,  eh’ è  dato  detto  di 
fopra  ,  fia  (  Ftg.  13.,  e  14.  )  BF—EG  ,  cioè  colante  la 
fiuffione  dell’ordinata,  fi  conduca  EP  parallela  a  BG  ,  e 
PT perpendicolare ,  farà  dunque  BF—  PT,  quindi  AF  —  BTe 
AB  —  BP ,  e  però  GT,  o  fia  EP  la.  differenza  tra  HI ,  ed 
IM ;  e  deferitto  col  centro  B,  intervallo  BE ,  l’arco  E  0 , 
farà  P 0  la  differenza  tra  l’ arco  AB  ,  e  l’arco  B E  , 
potendoli  affumere  le  corde  per  gl’ archi  infinitefimi  . 
Ma  ,  per  i  triangoli  flinili  BTP,  CEP  ,  avremo  PT*, 
TB::CE  ,  EP;  PT,  PBr.CE  ,  CP  ;  e  PT ,  TB , 
BP  fono  Buffoni  prime  ,  e  CE  fiuffione  feconda,  dun¬ 
que  faranno  EP,  CP  ,  e  molto  più  0  P  Buffoni  fecon¬ 
de  ,  onde  fe  fia  D  H—x  ,  DA  —  s ,  farà  TG—PE— 
ddx,  PO  — dds  nella  Fig.  13.,  e  PE—f—ddx ,  PO  = —  dds 
nella  Fig.  14.,  e  ddy  —  o  . 

Sia  collante  il  differenziale  primo  della  curva,  cioè 
AB  —  BE.  Dal  punto  0  fi  abbuffi  0  N  parallela  a  T  P  . 
Poiché  per  la  fuppoilzione  è  A'B  —  BE  —  BO,  farà  anco 
AF  —  BN ,  adunque  VE  ,  o  fìa  NG  è  la  differenza^ 
tra  HI,  ed  JAf  ;  ma  farà  anco'  FB  —  NO  ,  dunque  HO 
è  la  differenza  tra  BF  ,  ed  £ G  .  Ma  egli  è  chiaro ,  che 
effendo  fiuffione  del  fecondo  ordine  EC,  lo  fono  pure 
EH,  ed  HO;  dunque  fe  fia  Dtì—x,  HA—y  ,  farà 
NG  —  ddx ,  OH=  —  ddy  nella  F/g.  13.,  ed  NG=: —  ddx , 
OH=  ddy  nella  F/g.  14.  ,  0  dds  —  o  . 

La  fuppofizione  di  una  prima  fiuffione  collante 

rende 
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rende  piu  brevi  e  facili  i  calcoli  ,  come  fi  vedrà  nel 
farne  ufo  ;  in  varj  incontri  però ,  a  fine  di  maggiore», 
univerfalità ,  fi  procede  dalle  prime  alle  feconde  diffe¬ 
renze  ,  fenza  fare  la  fuppofizione  di  alcuna  prima  fluf- 
*  fione  collante  ,  ed  è  facile  il  determinarle  . 

Siano  (  Fig.  15.,  e  16.)  HI,  IM  fluffioni  prime», 
dell’  affida  D  H ,  ma  non  eguali ,  e  la  differenza  tra», 
loro  fìa  ML  ,  fluflìone  feconda ,  e  fatto  il  rimanente», 
come  fopra  ,  fi  tiri  l’ordinata  LN,  e  la  Ei  parallela», 
a  BG  .  Effóndo  adunque  LM  ì a  differenza  di  HI ,  farà 
HI— IL  ,  cioè  AF  —  BR  ,  e  però  fumili  ,  ed  eguali  i 
triangoli  ABF ,  BRN,  ed  in  confeguenza  BF—NR 
dunque  Ni  farà  la  differenza  tra  BF  ,  ed  EG  ,  cioè  la 
differenza  di  BF  ,  o  Ila  la  differenza  feconda  di  AH  . 
Similmente  farà  AB  ~-BN  ,  dunque  NO  farà  Ia_* 
differenza  tra  l’arco  AB  ,  e  l’arco  B E  ;  e  però  la  diffe¬ 
renza  dell’arco  AB,  o  fia  la  differenza  feconda  dell’ 
arco  DA,  poiché  egli  è  chiaro,  che  fono  Ni,  NO 
fluffìoni  del  fecondo  grado  .  Lo  fieffo  difcorfo  vale  ,  fe 
in  luogo  di  fupporfi  IM  maggiore  di  HI  di  un  diffe¬ 
renziale  fecondo  ,  fi  fupponga  minore  . 

13.  Avvertirò,  che  le  determinazioni  fidate  non», 
racchiudono  condizione  alcuna  intorno  all’  angolo  delle 
coordinate  ,  febbene  nelle  Figure  moflra  di  effer  retto, 
ma  nulla  meno  fi  deducono,  qualunque  fiafi  effò  angolo. 

C  2 


LEM- 
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LEMMA. 

14.  Gl' angoli  rettilinei  fono  tra  loro  nella  ragione 
diretta  degl' archi,  e  nell’inverfa  de’  raggi. 

Sieno  i  due  angoli  (  Fig.  17.  )  E  AB  ,  FAC.  Pro¬ 
dotta  AE  in  D,  per  la  fimilitudine  de’  lettori  ABE  , 
ACD ,  farà  AB, BE'.:  AC,  CD,  e  però  CD-BEXAC . 

AB 

Ma  l’angolo  EA  B  ,  0  fìa  DAC,  è  all’angolo  FAC,  co¬ 
me  CD  a  CF;  dunque  l’angolo  E  AB  farà  all’angolo 
FA  C ,  come  BE\AC  a  CF ,  cioè  come  BE  a  CF  . 

AB  "  AB  AG 

TEOREMA  IV. 

15.  Prefo  l’arco  CF  (  Fig.  *8.  )  infinitefimo  del 
primo  grado  della  curva  ACF  qualunque  ,  e  condotte 
le  perpendicolari  CI ,  FI  alla  curva,  fe  col  centro  I  \ 
intervallo  1F ,  fi  defcriverà  l’arco  di  circolo  FS,  dico: 
che  egli  caderà  tutto  al  di  dentro  della  curva  ACF  ve r- 
fo  C,  e  l’intercetta  CS  farà  quantità  infinitefima  del 
terzo  grado  . 

Sulla  curva  AQR  s’intenda  condotto  un  filo  ,  il 
quale  effendo  fiffo  al  difetto  nel  punto  R  ,  e  prefo  nel 
punto  A,  fi  vada  frollando  dalla  curva,  ma  in  modo, 
che  fia  fempre  tefo ,  onde  il  punto  A  deferiva  la  curva 
ACF.  Effendo  il  filo  nella  pofizione  CQ ,  farà  tangen¬ 
te 
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te  della  curva  nel  punto  Q  ;  e  nella  poliziotte  F  R  ,  che 
intendo  infinitamente  proffima  alla  C Q  ,  la-rà  tangente 
in  R  ,  e  prodotta  CQ  incontrerà  FR  in  I.  Poiché  ,  per 
la  generazione  della  curva  ACF,  la  retta  QC  è  eguale  alla 
curva  QA,  e  la  retta  R.F  alla  curva  RQA ,  e  le  due  tan¬ 
genti  infinitefime  Ql,  R I fpno  affieme  maggiori  dell’ ele¬ 
mento  Q  R;  faranno  anco  CI ,  IR  prefe  affieme  maggiori 
della  curva- R  QA  ,  o  fia  della  retta  FR,  dunque  tolta 
la  comune  IR  ,  farà  IC  maggiore  di  IF  ,  ed  il  circolo 
FS ,  defcritto  col  centro  f,  intervallo  I F ,  caderà  den¬ 
tro  la  curva  .  Ma  per  il  I. ,  e  ITI.  Teorema  le  due_> 
tangenti  QI  s  RI  non  fuperano  l’arco  Q R,  che  per 
una  fluflione  terza  ,  dunque  la  curva  *AQ  affieme  con 
le  rette  QI,  IR  fupera  della  iteffa  quantità  la  curva-, 
AQR  ,  cioè  la  retta  FR  ;  e  detratta  la  comune  IR, 
farà  AQ  con  QI ,  cioè  IC  maggiore  di  IF  per  una-, 
infinitefima  del  terzo  ordine  . 

COROLLARIO. 

1 6.  Adunque  fi  potrà  confiderare  l’arco  di  circo¬ 
lo  FS,  come  fe  fi  confondere  con  l’arco  di  curva-. 
FC;  e  potrà  prenderfi  indifferentemente  l’uno  per  l’al¬ 
tro  ,  e  la  tangente  RF  farà  perpendicolare  alla  curva-. 
ACF  nel  punto  F ,  e  QC  nel  punto  C . 

La  curva  AQR  fi  chiama  l’Evoluta  ,  ACF  la  Ge¬ 
nerata  dell'  evoluta  ,  cioè  nata  dallo  fcioglimento  del 

filo. 
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filo  della  A QR;  ed  il  circolo  FS,  del  centro  I ,  raggio 
IF ,  il  Cìrcolo  0 follatore  . 

TEOREMA  V. 

17.  Se  alla  curva  DABE  ( Fig .  11.,  e  12.)  ne’  punti 
infinitamente  proffimi  A,  B,E ,  cioè  effendo  gl’ archetti 
AB,  BE  infinitefimi  primi,  fi  conducano  le  perpendico¬ 
lari  QA,QB,  ed  NE ,  la  quale  incontri  la  BQ  nel  pun¬ 
to  N.  Dico  :  che  gl’  angoli  AQB  ,  BNE  potranno 
affumerfi  per  eguali . 

Per  l’antecedente  Lemma,  l’angolo  AQB  ffà  all5 
angolo  BNE,  come  AB  ad  EB  ,  cioè  come  AB  X  BN 

~ÀQÌ  bN 

ad  EBX  AQ  ,  ma  il  rettangolo  E  BX  AQ  non  è  mi¬ 
nore  del  rettangolo  A  B  X  B  N ,  fe  non  per  il  rettan¬ 
golo  BE  X  QN ,  e  per  il  rettangolo  di  B  N  nella  diffe¬ 
renza  degl’ archetti  AB,  BE  ;  ed  effendo  QN,  BE 
quantità  infinitefime  del  primo  grado  ,  farà  il  rettango¬ 
lo  da  effe  fatto  quantità  infinitefima  del  fecondo  ,  ficco- 
me  effendo  la  differenza  degl’ archetti  AB  ,  BE  infini¬ 
tefima  del  fecondo  ,  farà  pure  il  rettangolo  di  quella,, 
in  BN  quantità  infinitefima  del  fecondo  ,  adunque  i  due 
rettangoli  ABXBN ,  -E  B  X  AQ  non  fono  diverfi  ,  fe 
non  per  due  rettangoli  infinitefimi  del  fecondo  grado  ; 
adunque  poffono  prenderli  per  eguali  ,  ed  in  confe- 
guenza  anco  gl’ angoli  AQB  ,  BNE  . 


COROL- 
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COROLLARIO  I. 

18.  Si  conduca  PBR  tangente  nel  punto  B  ;  que¬ 
lla  dividerà  in  due  egualmente  l’angolo  CBE  fatto 
dalle  due  corde  ABC ,  e  BE  ;  imperciocché  e  (Tendo 
(  Corollario  III,  Teorema  I.  )  l’angolo  BQA  doppio 
dell’angolo  PBA  ,  a  cui  è  eguale  l’angolo  CB  R  ,  an¬ 
che  l’angolo  BNE  farà  doppio  dell’angolo  CBR  ;  ma, 
per  Io  fteffo  Corollario,  l’angolo  BNE  è  doppio  pure 
dell’angolo  RB E  ,  adunque  fono  eguali  gl’ angoli  CBR, 
RBE  . 

COROLLARIO  IL 

i p.  Sarà  adunque  l'angolo  CBE  eguale  all’ango¬ 
lo  BNE,  e  quindi  il  fettore  BNE  limile  al  fettore_* 
EBO  . 

TEOREMA  VI. 

20.  Se  in  due  circoli  ,  i  diametri  de’  quali  fi  ec¬ 
cedano  d’ un’  infinitefima  prima,  fi  prenderanno  due_> 
feni  retti  eguali  ,  ed  infinitefimi  del  primo  grado;  la_, 
differenza  dei  feni  verfi  farà  infinitefima  del  terzo  . 

Sieno  i  due  circoli  ABC,  PFH,  (  Fig.  ip.  )  i  fe¬ 
ni  retti  infinitefimi  del  primo  grado  ,  ed  eguali  fieno 
BE ,  FG,  i  feni  verfi  EC,  GH  .  Si  tirino  le  cor¬ 
de 
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de  AB  ,  B C .  EJJèudo  il  feno  BE  ,  e  però  l’arco  EC 
fluffione  prima  ,  farà  l’angolo  BMC  infinitefimo  del 
primo  ordine  ,  e  però  anche  l’angolo  BAC ,  che  ne  è 
la  metà,  e  l’angolo  EB  C ,  che  a  quello  è  eguale.*  ; 
adunque  poiché  l’angolo  EBC,  ed  i  lati  EB  ,  E  C  fono 
infinìtefimi  primi  ,  farà  il  feno  verfo  EC  infinitefimo 
fecondo , 

Lo  ideilo  vale  del  feno  verfo  GH  .  Ma  il  feno 
verfo  EC  (  per  la  proprietà  del  circolo  )  fi  trova  elfere 

~  EB  ,  ed  il  feno  verfo  GH  GF  —  EB  ,  dunque.» 

TÉ  P  G  Pg'  v 

avremo  l’analogia  EC  t  GH::PG  ,  AE  ;  ma  PG 
quantità  finita  fupera  A  E  quantità  finita  d’una  quantità 
infinitefima  rifpetto  a  le  ,  cioè  dei  primo  ordine  ,  per 
i’ipotefi  ,  dunque  EC  quantità  infinitefima  del  fecondo 
ordine  fupererà  GH  infinitefima  del  fecondo,  d'untn» 
quantità  infinitefima  rifpetto  a  fe  ,  cioè  del  terzo  . 

TEOREMA  VII. 

21.  Sia  la  curva  BEO  (  Fig.  io.,  e  21.  )  riferita 
al  fuoco  ,  cioè  tale  ,  che  le  ordinate  tutte  fi  partano  da 
un  punto  dato  ,  che  fi  chiama  il  fuoco ,  e  lia  A ,  da  cui 
fi  conducano  tre  ordinate  infinitamente  proffime  A B  , 
AE  ,  AG  ,  le  quali  comprendano  i  due  archetti  infinr- 
tefimi  del  primo  grado  SE,  EG  ,  e  fi  tiri  la  cor¬ 
da 
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da  BE  ,  la  quale  prodotta  incontri  in  L  l’ordinata  AG 
pure  prodotta  ,  fe  fa  bilogno  .  Coi  centro  A  fi  deferi¬ 
vano  gl’ archi  BC ,  EF ,  e  fieno  BM,  EN  i  loro  feni 
retti;  indi  fi  faccia  l’angolo  NEP  eguale  all’angolo 
MB  E  ,  dico:  che  l’intercetta  GP  farà  differenza  infi- 
nitefima  del  fecondo  ordine  dell’ordinata  AB  . 

Si  tiri  la  corda  EG  .  Poiché  gl’ angoli  MB  E  , 
NEP  fono  eguali  per  la  corruzione,  e  gl’ angoli  in_. 
M,  ed  N  fono  retti  ,  faranno  fintili  i  triangoli  EBM , 
P  EN ;  quindi  prefo  per  collante  il  feno  BM ,  cioè 
iuppofio  eguale  ad  EN ,  i  predetti  triangoli  faranno  in 
oltre  eguali  ,  e  però  farà  ME  —  NP  .  Ma  fuppoflo 
BM  —  E  N ,  per  l’antecedente  teorema,  la  differenza-, 
de’  feni  verfi  MC ,  NF  è  infiniteiima  rifpetto  a  loro, 
dunque  faranno  anco  eguali  le  CE ,  FP  ,  e  però  G  P 
farà  la  differenza  tra  CE  ,  ed  FG  .  Ma  condotte  per¬ 
pendicolari  alla  curva  ne’  punti  E  ,  G  le  rette  EQ  , 
QG  ,  l’angolo  LEG  è  eguale  all’angolo  EQG  per  il 
Corollario  II.  del  Teorema  V.  ,  (  il  quale  fi  verifica  ,  o 
fia  la  curva  riferita  all’ affé  ,  o  fia  riferita  al  fuoco  ) 
l’angolo  EQG  è  infinitamente  piccolo,  dunque  farà  in¬ 
finitamente  piccolo  anche  l’angolo  LEG  ;  e  perchè 
fono  infinitefime  del  primo  ordine  le  rette  EG  ,  EL  , 
farà  GL  infinitefima  del  fecondo,  e  molto  più  GP 
rifpetto  alla  Fig.  20. 

Per  il  Corollario  I.  del  Teorema  III.  il  feno  BM 
'Toni.  IL  D 


e 
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è  eguale  all'arco  BC;  dunque  ,  prefo  per  collante  in 
luogo  del  leno  l’arco,  e  chiamato  elfo  —  dx ,  AB—y  , 
CE-dy  .  farà  GP-—ddy  .  E  defcritto  col  centro  E  , 
intervallo  EG  l’arco  GV  ,  farà  VP  —  —  dds  ,  fe  fia-* 
BE-ds . 

COROLLARIO. 

22.  L’angolo  LEP  farà  eguale  all’angolo  E  AG  ; 
imperciocché  l’angolo  EPA  ,  per  la  corruzione  ,  è 
eguale  all’angolo  B£^  ,  ma  EPA  eflerno  è  eguale  ai 
due  interni  L,  ed  LEP  ;  e  l’altro  eguale  ai  due 

L  ,  ed  E  AG,  dunque  tolto  il  comune  L  ,  rimarranno 
eguali  i  due  LEP  ,  EAG.  E  perchè  ciò  fi  verifica  ,  o 
fìa  la  curva  concava  al  punto  A ,  (  Fig.  20.  )  0  fia  con¬ 
vella,  (  Fig,  2i.)  come  è  facile  a  vedere,  farà  nella— 
{Iella  Fig.  21.  infinitefimo  l’angolo  LEP  ,  e  quindi  in- 
fìnitefima  del  fecondo  ordine  la  LP  ,  ma  fi  è  veduto  , 
che  GL  è  pure  infinitefima  del  fecondo  ,  dunque  lo  farà 
anche  tutta  la  G  P  ,  che  farà  ==  ddy  ;  e  col  centro  E  , 
intervallo  EG  defcritto  l’arco  GV,  farà  PV—dds. 

Facendo  l’ipoteii  della  dy  collante  ,  col  centro  A , 
intervallo  AG  fi  deferiva  l’arco  GT  ,  e  dal  punto 
T  fi  tiri  la  retta  TOA.  Poiché  FG  —  EC  ,  per 
l’ipotefi  ,  farà  il  triangolo  TEO  limile,  ed  eguale  al 
triangolo  EBC,  e  però  BC  —  EO  ,  e  BE'— ET ;  dun¬ 
que 
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que  0  F  —  ddx  ,  e  TF  —  dds  nella  Fig.  20.  ;  ma_- 
OF  —  —  ddx  ,  e  TF  —  —  dds  nella  Fig.  21 , 

Prefa  ds  collante  ,  fi  conduca  la  retta  VRA  ,  farà 
EG  —  EF—BE,  e  però  fimili  ,  ed  eguali  i  triangoli 
lEjBC,  EVR  ,  adunque  BC—ER,  CE  —  RF;  onde_^ 
RF—ddx ,  FI—  —  ddy  nella  Fig.  20.,  ma  RF  —  —  ddx , 
VI  —  ddy  nella  Fig.  21. 

Che  fe  non  11  prenda  alcuna  prima  fludìone  co¬ 
llante  :  Ila  EF  maggiore  di  BC  (  Fig.  22.  ,  e  23.)  per 
la  fludìone  feconda  RF;  fi  conduca  la  retta  ART;  col 
centro  A,  intervallo  AG  l'arco  G  T ;  e  col  centro  E, 
intervallo  EG  l’arco  GF.  Poiché  dunque  BC—ER , 
farà  anco  CE  —  RI9  e  BE  —  EI,  adunque  Ti  farà  la.* 
differenza  tra  CE  ,  ed  FG  ,  ed  FI  la  differenza  tra_. 
BE ,  ed  EG  « 

SCOLIO. 

23.  Non  farà  fuor  di  propofìto  il  prevenire  una_*. 
difficoltà  ,  che  mi  potrebbe  effer  moffa  .  Ella  è che_, 
nel  Teorema  antecedente  fi  affumono  per  eguali  le_* 
CE  ,  FP  in  virtù  però  del  Teorema  VI.  ,  ed  il  Teo¬ 
rema  VI.  fuppone  eguali  i  leni  BM,  EN;  dunque..» 
pare  ,  che  le  determinazioni  fidate  de’  differenziali  fe¬ 
condi  abbiano  luogo  folo  nel  cafo  y  che  fi  faccia  l’ipo- 
tefi  della  fiuffione  collante  BC  ,  e  non  nell’ altre  ;  raa^ 
per  togliere  quella  difficoltà  balda  riflettere  ,  che  quan- 

D  2  tu n que 
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tunque  fi  ponga  variabile  la  BC,  la  differenza  però  è 
infinitefima  del  fecondo  grado,  che  non  toglie  l’egua¬ 
glianza  tra  le  fluffioni  prime  BC ,  EF ;  e  così  nè  meno 
tra  i  feni  B  M ,  E  N  . 

SCOLIO  II. 

24.  Ne’  premeffi  Teoremi  fi  contengono  i  princi¬ 
pi  ,  con  i  quali  fi  maneggiano  le  quantità  infinitefnne 
di  qualunque  grado,  e  ci  fi  apre  la  firada  di -far  buon 
ufo  del  calcolo  difìerenziale  ,  e  fommatorio  ;  ed  ancora 
di  applicare  in  oltre  alle  grandezze  minime  la  Sintefì, 
e  l’Analifi  degli  Antichi,  e  di  fervidi  della  pura  geo¬ 
metrìa  ,  il  che  riefce  di  una  particolare  femplicità  ,  ed 
eleganza  . 

Per  ifcanfare  poi  i  paralogismi  ,  ne’  quali  pur  trop¬ 
po  è  facile  incorrere  ,  gioverà  il  riflettere  ,  che  nelle_» 
linee  infinitamente  piccole  di  qualfivoglia  ordine  ,  con¬ 
forme  fi  pratica  anco  nelle  finite  ,  anno  a  confi Aerarli 
due  importanti  circofianze  ,  cioè  la  loro  grandezza  ,  e 
la  loro  pofìzione  .  E  quanto  alla  grandezza  non  credo, 
che  mai  fi  polla  sbagliare  ,  fe  non  da  coloro  ,  che  cre¬ 
dono  tali  grandezze  infinitefime  un  mero  nulla  . 

Ora  febbene  le  quantità  col  diminuirli  all’infinito 
paffano  da  genere  a  genere  ,  le  proporzioni  in  qua¬ 
lunque  ordine  perfìllono  le  medefime  ;  e  perchè  di  tre 

linee 
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linee  della  (Iella  clafie  può  codituirfi  un  triangolo  ,  fi 
noti  ,  che  minorandofi  proporzionalmente  i  iati  fino  a 
far  tranfito  da  un  grado  all’  altro  ,  non  fi  mutano  gli 
angoli ,  che  Tempre  fra  loro  la  fiefTa  ragione  conferva- 
no  .  In  tali  incontri  non  è  mai  lecito  prendere  una_* 
linea  per  l’altra  3  nè  fingere  eguaglianza  ,  o  adequazio¬ 
ne  dove  non  ci  può  e  fiere  ,  anzi  conviene  tener  ferme 
le  analogie  ,  e  paragonare  i  triangoli  d’un  genere  con. 
quelli  dell’altro  ,  cioè  gl’ infinitefìmi  coi  finiti  ,  e  gl’ infi- 
nitefimi  del  fecondo  ordine  con  quelli  del  primo  ,  e_* 
con  i  finiti  ,  e  cosi  vadafi  difcorrendo  . 

Ma  fe  due  grandezze  di  qual  fi  fìa  ordine  diferi¬ 
ranno  per  una  grandezza  ,  che  rifpetto  a  loro  fia  inaf- 
fegnabile  ,  ficuramente  ,  e  fenza  rifchio  alcuno  d’errare 
una  fi  può  prendere  per  l’altra  ,  nè  v’è  timore  ,  che_> 
l’ adequamento  porti  un  minimo  fconcerto  . 

Fa  d’uopo  adunque  ilare  molto  guardinghi  quando 
fi  tratta  della  poliziotte  delle  linee,  e  degl’ angoli  ,  con- 
ciofiacchè  il  confondergli  quando  non  deefi  tira  feco 
manifefii  paralògifmi  . 

25.  Stabiliti  i  fondamenti  principali  di  quello  cal¬ 
colo  ,  farò  pafiaggio  alle  maniere  ,  o  regole  di  differen¬ 
ziare  le  formole  .  Èd  in  primo  luogo  ,  debbafi  prende¬ 
re  la  differenza  di  varie  quantità  fona  mate  affieme  ,  o 
fottratte  l’una  dell’altra,  per  efempio  di  a+-x+-z-b 
y  — u  .  Siccome  la  differenza  di  x  è  dx  ,  di  z  è  dz  ec. , 


e 
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e  della  a  cofllnte  è  nulla  ,  confiderando  ogni  quantità, 
accrefciuta  della  fua  differenza  con  quel  legno  ,  che  le 
compete  ,  la  formola  propoffa  fi  muterà  in  quell’  altra 
a  4-  x  +-  dx  4-  z  +-  dz  +-  y  +-  dy —  u  —  du  ,  da  cui  fottraendo 
la  prima,  farà  il  refiduo  dx+-dz+-dy —  du,  che  è  ap¬ 
punto  ciò  ,  per  cui  è  crefciut’à  la  quantità  propoffa_.  ,, 
vale  a  dire  la  fua  differenza. 

Da  ciò  fi  ricava  la  regola  generale  ,  che  per  diffe¬ 
renziare  qualunque  compleffo  di  quantità  analitiche  di 
una  dimenfione  ,  baderà  prendere  le  differenze  di  ciaf- 
cheduna  variabile  coi  loro^  fegni  ,  ed  il  compleffo  di 
quelle  differenze  farà  la  differenza  della  quantità  propo¬ 
ffa  .  La  differenza  adunque  di  b  —  y —  z  farà  — ds  —  dzY 
la  differenza  di  aa — qbz+-by  farà  — atbdz+-bdy  . 

26.  Che  fe  la  quantità  propoffa  da  differenziarli 
farà  il  prodotto  di  più  variabili  ,  come  xy  ,  mentre  x 
diviene  x-t-dx,  la  y  diviene  y  +-  dy  ,  ed  xy  diviene_j 
xy  +-ydx  4-  xdy  -i-  dxdy  ,  che  è  il  prodotto  di  x  4-  dx  in 
y-t-dy  ;  da  quello  prodotto  adunque  fottratta  la  quantità 
propoffa  xy  ,  rimane  ydx  4-  xdy  +-  dxdy ,  ma  dxdy  è 
quantità  infinitamente  minore  di  ciafcheduna  dell’  altre 
due  ,  le  quali  fono  il  rettangolo  di  una  quantità  finita.., 
in  una  infinitefima  ,  e  dxdy  è  il  rettangolo  di  due  infi- 
nitefìme  ,  e  però  infinitamente  minore  ,  dunque  effo- 
rettangolo  fi  potrà  francamente  tralcurare  ,  quindi  la_^ 
differenza  di  xy  farà  xdy  4- ydx  .. 


Sia. 
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Sia  da  differenziarti  xyz  ;  il  prodotto  di  x  +-  dx  m_» 
y  +-  dy  in  z  +-  dz  è  xyz  4-  yzdx  4-  xzdy  4-  xydz  4-  zdxdy  +- 
ydxdz  +-  xdydz  +-  dxdydz  ,  il  quale  ,  fottratta  la  quantità 
propolla  ,  rimane  yzdx  4-  xzdy  4-  jqyiz  4-  zdxdy  4- ydxdz  4- 
xdydz-h  dxdydz  ;  ma  il  primo  ,  fecondo  ,  e  terzo  termi¬ 
ne  è  ciafcuno  il  prodotto  di  due  quantità  finite  ,  e  di 
una  infinitefima  ;  ed  il  quarto  ,  quinto  ,  e  fedo  è  ciaf¬ 
cuno  il  prodotto  di  una  quantità  finita  ,  e  di  due  infi- 
nitefime  ,  dunque  ciafcuno  di  quelli  è  infinitamente  mi¬ 
nore  di  ciafcuno  di  quelli  ,  e  però  fi  potrà  trafcurare  , 
e  molto  più  l’ultimo  ,  che  è  il  prodotto  di  tré  infinite- 
fìmi  ;  trascurati  per  tanto  tutti  i  termini  ,  principiando 
dal  quarto  ,  farà  yzdx  4-  xzdy  +-  xydx  la  differenza  di 
xyz  . 

Quindi  nafce  la  regola  ,  che  per  differenziare  un_» 
prodotto  di  più  quantità  moltiplicate  affìeme  ,  fi  dovrà 
prendere  la  fontina  de’  prodotti  della  differenza  di  ciaf- 
cuna  di  tali  quantità  nel  prodotto  dell’  altre  ,  Lél,. 
differenza  adunque  di  bxzt  farà  bxzdt  4-  bxtdz  4-  btzdx  4- 
xzt  X  0  s  perchè  la  differenza  della  collante  b  è  nulla, 
cioè  la  differenza  di  bxzt  farà  bxzdt  4-  bxtdz  4-  btzdx  . 

La  differenza  di  a  4-  x  — yùck  dxX  b — y  —  dyX  a  +-x3 

cioè  bdx  ■ — ydx  —  ady  ■ —  xdy  . 

27.  La  formola  da  differenziarli  fia  una  frazione  , 
per  efempio,  jv  .  Si  ponga  x  —  z  ,  farà  dunque  x  —  zys 
y  y 


e 
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e  però  anche  eguali  le  loro  differenze  ,  cioè.  dx~zdy  +■ 
ydz  ,  quindi  dz  —  dx —  zdy  ,  ora  z  —  xf  foflituito  per- 

y  y 

tanto  quello  valore  in  luogo  di  z3  farà  dz  —  dx —  xdy  ~ 

y  yy 

ydx — xdy  ;  ma  fe  z  —  x  ,  farà  dz  il  differenziale  di  x , 

yy  y  y 

dunque  il  differenziale  di  x  farà  — xdy  +- ydx  . 

y  yy 

E  la  regola  farà  ,  che  il  differenziale  d’una  frazio¬ 
ne  farà  un’altra  frazione  ,  il  di  cui  numeratore  Ha  il 
prodotto  della  differenza  del  numeratore  nel  denomina¬ 
tore  ,  meno  il  prodotto  della  .differenza  del  denomina¬ 
tore  nel  numeratore  della  propoffa  frazione  ;  ed  il  de¬ 
nominatore  fia  il  quadrato  del  denominatore  della  fteffa 
propoffa  frazione  da  differenziarli  . 

La  differenza  adunque  di  a  farà  —  adx .  La  diffe- 

X  XX 

renza  cii  ci  -f-**  fai. a  Dcd oc  cidoc  $$ doc  ^  cioc  *  — -  cidoc  0 

'OS  OCX  XX 

La  differenza  di  y  far  h  bdy — yéy-t-ydy,  cioè  bdy  . 

b— y  - *  —  z 

b  — ’  y  b  —  y 

La  differenza  di  3 xy  farà  3 xdy+-  lydx  X  a — dx  X  3xy  , 

a  *— ■  x  _ z 

a*—'  x  * 

cioè  ^axdy  +-  %aydx  • — qxxdy  , 

_ _  Z 

a  —  os 

28, 
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28.  Debbanfi  differenziare  le  potè  IH  .  E  fia  iii_» 
primo  luogo  una  poteftà  perfetta  ,  e  pofìtiva  ,  cioè  di 
efponente  intero  pofitivo  ,  per  efempio  ,  xx  ;  ora  xx 
è  il  prodotto  di  x  in  x  ,  adunque  per  la  regola  de’ pro¬ 
dotti  il  differenziale  farà  xdx  +-  xdx  ,  cioè  zxdx  .  Sia_, 
da  differenziarli  a?s;  ma  x 5  è  il  prodotto  di  x  in  *  in 
x  ,  adunque  il  differenziale  farà  xxdx  4-  xxdx  +-  xxdx  , 
cioè  3 xxdx  ,  e  comecché  la  facenda  procede  con  Io 
fteflo  ordine  all’  infinito  ,  il  differenziale  di  xm  ,  effen- 
do  m  un  numero  qualunque  intiero  pofitivo  ,  farà 
mxm~  1  dx  .  • 

Se  l’ efponente  farà  negativo  ,  per  efempio  axr-z  , 
o  lìa  a  ,  il  differenziale,  per  la  regola  delle  frazioni, 

XX 

farà  il  prodotto  della  differenza  del  numeratore  nel  de¬ 
nominatore  ,  meno  il  prodotto  della  differenza  del  de¬ 
nominatore  nel  numeratore,  divifo  il  tutto  per  il  qua¬ 
drato  del  denominatore  ;  ma  il  differenziale  del  deno¬ 
minatore  è  zxdx,  dunque  il  differenziale  di  ax~~z  ,  o 
fia  a  ,  farà  zaxdx  ,  cioè  —  2 adx  ;  il  differenziale-. 


xx  x 4  x 3 

di  3  ,  o  fia  di  1  ,  farà  —  z,xxdx  ,  cioè  —  3 dx\  e 

f 3  x 6  ~x*~ 

generalmente  il  differenziale  di  ax—  m  ,  o  fia  di  a  , 

b  bxm 

farà  —  max  m  1  dx  ,  cioè  —  max  —  m  —  1  dx  , 

b 


bxzm 
Tom.  IL 


E 


Sia 
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Sia  la  poteftà  imperfetta ,  ed  in  primo  luogo  poli¬ 
ti  va  (  cioè  l’efponente  fra  rotto  poUtivo  )  ft,-,  o 

m 

fia  x  »  ,  efprimendo  m  un  qualunque  rotto  pofitivo  . 

n 

in 

Si  ponga  x  n  —  z  ,  ed  elevando  ciafcun  membro  alla,» 
poteftà  n,  xm  =  zn  ,  e  differenziando,  mxm— 1  dx  ~ 
nzn~~  ldzs  onde  dz  —  mxm~  1  dx,  ma  effendo  xm  -  zn  è 

nz  n  ~  1 

m  —  m 

anco  z»—1  ~  x  T  ,  dunque  fodituito  quello  valore 
in  luogo  di  z”  1  y  farà  dz  z:  mxm~~1dx  ,  cioè 

wz  — •  i 

àz—mx*  dx  . 

n 


Se  l’efponente  farà  negativo  ,  come  i 


cioè  x  »  ,  o  ffa  i  ,  il  differenziale  ,  per  la  rego^ 


m 


la  delle  frazioni ,  farà  —  m  x  «  dx  ,  cioè 


n 
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La  regola  generale  è  adunque  ,  che  il  differenziale 
d'una  qualunque  poteftà  perfetta  ,  o  imperfetta  ,  pofiti- 
va  ,  o  negativa  ,  è  il  prodotto  dell’  efponente  della  po- 
teda  nella  quantità  elevata  alla  p.oteftà  minore,  per  l'u- 
\  nità  ,  della  potettà  data  ,  ed  il  tutto  moltiplicato  nella 
differenza  della  quantità  . 

? 

Sia  da  differenziarfi  x  2  ,  il  differenziale  farà 

l  —  i  i 

~  x  2  dx *  cioè  -  x  2  dx  ,  o  fìa  ~  dx  \s  x  . 

2  .2  * 

Ì  l  “ 1 

Sia  a?  4  ,  la  differenza  farà  -  a?  *  dx  9  cioè 

4 

i  ^ 

1  x  4  dx  ,  o  fìa  -  da?  L/  a?  • 

4  4  * 

—  5 
■— « 

Sia  i  ,  cioè  x  2  ,  la  differenza  farà 


—  3  — 1  “  J 

=—  —  a?  2  dx  ,  cioè - -  a?  2  d#  o  fìa  —  sìa?  I 

i 

2A?  2 

_  £ 

Sia  da  differenziarli  ax+*  xx  ,  farà  la  differenza-. 

X  a#  +-  aia?  X  adx  -t-  zxdx  ,  cioè  zaaxdx  +*  daxxdx 
fyx 3  dx . 

Sia  xy  +•  dx  ,  la  differenza  farà  3X  a^-h  ax  X  xdy-)-ydx*-adx 

E  2 


cioè 
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cioè  ^x'yydy  +.  6ax*ydy  +-  3 aax'dy  «-  ly'xxdx  +r 
9 ayyxxdx  +-  paayxxdx  +-3  aì  xxdx  . 

Sia  1  ,  farà  la  differenza  — 2  X  ax — yy  X  adx — zydy  » 

— — *  - 4 

ax  —  yy  ax  —  yy 

cioè  —  2 adx  +-  4 ydy  . 

- i 

ax  yy 

1 

-  t— « 

Sia  V  ax  —  xx  ,  cioè  ax  —  xx  *  ,  farà  la  differenza 

1  —  1 

~  X  ax — xx  *  X  adx  —  2xdx  ,  cioè  <2Ìa? — 2a?ìa:  , 

_  l 

2X  &X - XX  * 

o  fia  adx  —  zxdx  » 

2  V'  ax  —  xx 

.  1 

Sia  V  xx  +-  xy  9  cioè  xx  * -  xy  1  ,  farà  la  differenza 

I  —  l 

~  X  xx  +-  xy  x  X  2xdx  +-  Ardy  +•  jyd#  ,  o  fia 


2a?ìat  -t- xdy+-ydx  . 

2  1/  xx  ^  xy 

_ _  1 

Sia  j/  ax — xx  3  cioè  <3#  —  ata?  3  3  farà  la  diffe- 

_ _»•— 1  _ 

renza  ~  X  0#  —  ##  3  X  adx  —  2xdx  ,  o  fia 
ad#  —  2a;ìa; 

Z 

3  X  —  XX  3 


Sia 
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Sia 


1  cioè  1  ,  farà  la  differenza 


qr 


xy 


ay  +-  xy 


* —  ~  X  ay  +■  xy  5  X  ady  +■  xdy  i-ydx  s  cioè 


ay  -h  xy  ì 

■ady  —  xdy—ydx  . 

_  4 

3  X  ^  +•  *7  3 

I 

Sia  #  —  x  a+-x  ,  cioè  a  —  x  X  &  +•  a?  5  »  fara  ^a 


1  —  i 


ferenza  -dx'ysaji-x'i-\-~)>\aj^xl  X  ^  —  xYdx  , 


o  fi  a  —  Ja?  j)/  #  4-  a?  4=  ~  dx\a  —  a? 

«  4-  X 


Sia  y/ ax  +■  xx  +-  y/ <?4 —  a?4  ,  cioè 


4-  XX  4-*  0+ —  a?4  i  farà  la  differenza 

_  _ „-ji 

adx  4-  2xdx  —  xl  dx  ,  cioè  adx+-  2xdx  X  ^4  —  a?4  4  ~~x 3 dx . 


<24  —  a? 


4  4 


iX#4 — ;v4  4  ax+xx+yf  a*- — x 


2  j/ ax 4-  a?a?4-  y/ a 4 — a?  1 


Sia 
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Sia  aa  +-  xx  ,  farà  la  differenza 

ax  4—  xx 

%axxdx  +■  2x 3  dx  —  a 3  dx  —  zaaxdx  . 

ì 

-■  — —  ■-  ■  ■  p— « 

2  X  &X  -t-  XX  1 

Sia  x  \y  ax  -h  xx  ,  farà  la  differenza 
a  y  ay  —  xy 

%aayxdx  +-  zayxxdx  —  %yx 3  dx  —  aaxxdy  +-x*dy  . 

ì 

-■  ,  .  i  i  ^ 

2 aX  ay —  xy  z  K ax  +- xx 

29.  In  quella  guifa  ,  che  fi  prendono  le  differen¬ 
ze  prime  delle  quantità  finite ,  fi  prendono  ancora  le_* 
differenze  delle  quantità  infinitefime  del  primo  ordine  , 
e  le  differenze  delle  quantità  infinitefime  del  fecondo  , 
e  cosi  fucceffìvamente  ,  fervendoli  delle  fieffe  regole»/, 
che  ó  fin’  ora  fpiegate  . 

Solo  vi  farà  da  riflettere,  fe  alcuna  fluffione  prima 
fia  fiata  affama  per  collante ,  e  quale  ella  fia  ,  poiché 
la  di  lei  differenza  farà  nulla  ,  e  fi  dovrà  ommettere»» 
nel  differenziare  . 

Sia  propofia  da  differenziarli  la  formola  ydx  —  xdy9 
e  non  fia  fiata  affinata  collante  fluffione  alcuna  ,  la  dif¬ 
ferenza  farà  dxdy  +•  yddx — dxdy — xddy ,  ciò b.yddx  —  xddy . 
Sia  fiata  affinità  collante  la  fluffione  dx  ,  farà  la  diffe¬ 
renza  dxdy  —  dxdy  —  xddy  ,  cioè  — xddy  .  Sia  collante 
la  fluffione  dy  ,  farà  la  differenza  dxdy  +- yddx  —  dxdy  , 
cioè  yddx  .  Sia 
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Sia  ydx  ,  in  cui  nelTuna  fluflìone  prima  lì  prenda 

dy 

collante,  farà  la  differenza  dxdy 2  +-  ydyddx  — ydxddy  ; 

dy 2 

prefa  collante  dx  ,  farà  dyz  dx — ydxddy  ;  prefa  per  co- 

dy1 

ftante  dy ,  farà  dv 2  dx  +-  ydyddx  ,  cioè  dydx  +-yddx  . 

dyz  dy 

Sia  y  \s dx ~  +-  dyz ,  e  collante  la  dz  ,  farà  la  diffe- 
dz 

renza  dydz  t /  dxz  4-  dy 1  **ydz  X  dxddx  4-  dyddy  ,  cioè 

V  dx 2  +~  dy 2 
dzz 

dxz  dy  +■  dy3+*  y dxddx  -^-y  dyddy  . 

dz  1/  dxz  +-  dyz 
Prefa  per  collante  dy  ,  farà 

dydz  V  dxz  4-  dy2  -h  ydzdxddx  — yddz  V  dx1  +-  dyz ,  cioè 

1/  dx z  +  dy z 

””  ~~  dzz  "  ■ 

d  x 2  dydz  4-  dy 3  dz  4-  ydzdxddx  — ydx 2  ddz  — ydy 2  ddz  , 

dz2  V  dxz  +~dyz 
Prefa  per  collante  dx  ,  farà 

dydz  I / dxz  +-  dyz  +-  ydz  X  dyddy  — yddz  1/  dx1  +-  dy1  9 

v  dx 2  4-  dy 2 
dz 2 


cioè 
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cioè  dx s  dydz  +*  dy 3  dz  +■  ydzdyddy  — ydx z  ddz  — ydy  1  ddz 

dzz  V  dx1  +•  dyz 

E  finalmente  prefa  nifiìina  flufiìone  collante.#  , 
farà  la  differenza 

dydz ys dx 1  +  dy 1  +-ydz  X  dxddx+- dyddy — yddz V  dxz  +•  dy1  > 

— -  « 

^  dx1  +•  dyz 
dz z 

cioè  dxzdydzJr  dy* dz+- ydzdxddx+  ydzdyddy-ydxz  ddz-ydyz  ddz* 

dz 1  V  dx 2  +-  dy z 

E  fe  in  quella  fi  cancelleranno  tutti  i  termini ,  ne‘ 
quali  fi  trova  la  ddz  ,  cioè  fatta  l’ipotefi  di  dz  collan¬ 
te  ,  fi  muterà  ella  nella  prima  ;  cancellando  quelli ,  ne’ 
quali  fi  trova  la  ddy  ,  fi  muterà  nella  feconda  ;  e  can¬ 
cellando  quelli ,  ne5  quali  fi  trova  la  ddx  ,  fi  muterà 
nella  terza  ,  come  è  chiaro  . 

Sia  xdx  +-ydy  ,  e  collante  dx  ,  farà  la  differenza^ 

V  xx  .}«.  yy 

dx 1  +-  dy  1  +-  yddy  V  xx  +-  yy  — -  xdx  — ydy  X  xdx  +-ydy  , 

y/  xx  +*  yy 

xx  +■  yy 

cioè  xxdy 1  +-  xxyddy  -r-yydxz  ~h  y 3  ddy  —  zxydxdy  , 

_ y 

xx  +~yy  z 


Prefa 
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Prefa  per  collante  dy  ,  farà 

dx 2  a-  xddx  +•  dyz  1/  ##  +-jyjy  —  xdx  —  ydy  X  +-ydy  , 

^  xx  +-  yy 

xx  -f-  yy 

cioè  x 3  ddx  +*  xxdy 1  +•  yydx 2  +-  yyxddx  —  2  xydxdy  . 

 j- 

E  finalmente  prefa  nefluha  fluflìone  collante  ,  farà 
dx 2  +•  xddx-h  dy 2  -’r-yddy  !/  xx+-yy — xdx — ydy  X  xdx- 1-  jiy, 

_ _ _  ' _ ' _  V  xx  +-  yy 


xx  +-yy 

cioè  x 3  ddx+-  xxdy 2  +-  xxyddy+-  yydx z  +-  yy  xddx-h-  y 3  diy — 2  xydxdy. 

_ _ _3 

.VA?  -HJVj)/  1 

Sia  proporla  da  differenziarla  la  foratola  differen¬ 
ziale  del  fecondo  grado  dxz  -+-  dyz  \/  dxz  +.  dyz ,  o  fìa_ 


_ }_ 

dx 1  +-  dy z  z  ,  e  fi  prenda  dx  collante  ,  farà  la  differenza 

—  dxddy 


jdxddy 


3  X  dyddy  Xdxz-h-  dyz  z  X  —  dxddy  +  dxdddy  \dxz-h-  dy1 

dx 2  ddy 2 

L’ipotefi  di  dy  collante  ripugna  per  quella  forino¬ 
la  ,  in  cui  già  fi  trova  la  ddy . 

Tom.  IL 


F 


Prefa 


47°  ISTITUZIONI 

Prefa  neffuna  Aulitone  collante  ,  farà 

_  I  _ _  I 

3  X  dxddx+-  dyddy  X  dxz+-  dyz  r  X -dxddyJrdxdddy^-ddxddy)^dx'lHf' 

dx 1  ddy 1 

Con  fimil  metodo  fi  proceda  in  tutti  gl’ altri  cafi 
più  compofii  , 


CAPO 
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CAPO  IL 

Del  Metodo  delle  Tangenti  . 

30.  All  Curva  ADF  (  Fig.  24.,  e  25.)  fia^ 
tangente  in  un  qualunque  punto  la  retta  TDG  ,  e  per¬ 
pendicolare  ali’ affé  AB  l’ordinata  BD  nel  punto  B, 
alla  quale  fla  infinitamente  proflìma  CF,  che  prodotta 
(  fé  fa  bifogno  )  incontri  la  tangente  nel  punto  G  ,  e 
fi  tiri  DE  parallela  all’ affé  AB  .  Per  quanto  è  fiato 
dimoffrato  ne’  premeflì  Teoremi  ,  e  fuoi  Corollarj  ,  Ia_. 
GF  farà  infinitefima  rifpetto  ad  EF,  e  farà  pure  infi- 
nitefima  rifpetto  all’archetto  DF  la  differenza  tra  DF, 
e  DG;  dunque  fi  potranno  ufurpare  per  eguali  le  due 
EF  ,  EG,  ficcome  le  due  DF,  DG;  e  però,  fe  fia 
AB  —x  ,  BD  —y  ,  farà  EF  —  EG  —  dy  ,  D  F  —  DG  — 

1/  dxl  +-dyz .  Ma  i  triangoli  filmili  GED  ,  DB  Tei  dan¬ 
no  l’analogìa  GE ,  ED::  DB,  BT,  cioè  in  termini 
analitici,  dy  ,  dx::y,  BT ,  'dunque  BT—ydx ,  ed  ec- 

dy 

co  la  formola  generale  della  fottotangente  per  qualun¬ 
que  curva  . 

Nel  cafo  per  tanto  di  una  curva  data  nulla  altro 
rimarrà  da  farfi  ,  per  averne  la  fottotangente  ,  che  dif- 

F  2  feren- 
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ferenziare  l’equazione  ,  ed  il  valore  della  dx  ,  o  dy  fo- 
dituirlo  nella  forinola  generale  ydx  ,  con  che  fvani- 

dy 

ranno  i  differenziali ,  ed  averaffi  il  valore  della  fotto- 
tangente  efpreffo  in  termini  finiti ,  che  compete  alla-* 
data  curva  per  un  qualunque  punto ,  e  fe  fi  voglia^, 
per  un  determinato  punto  ,  baderà  fodituire  in  luogo 
dell’ incognite  quel  valore,  che  loro  compete,  rifpetto 
al  punto  determinato  . 

31.  Dal  poterli  affi] mere  EF—EG,  e  DF=DG, 
ne  viene  ,  che  fi  può  confiderare  il  punto  G  ,  come  fe 
cada  in  F  ,  cioè  ,  che  la  tangente  DG  ,  l’arco  DF  ,  e 
la  fua  corda  fi  confondano  affisine  ,  vale  a  dire  ,  che 
le  curve  fieno  poligoni  d’infiniti  Iati  infinitamente  pic¬ 
coli  .  Quello  difcorfo  però  procede  folo  ,  quando  noi  ci 
fermiamo  nelle  prime  differenze  ;  ma  fe  fi  dovranno 
computare  le  feconde  ,  non  fi  confonderà  il  punto  G 
col  punto  F  elfendo  appunto  G  F  una  feconda  differen¬ 
za  .  Quindi  perchè  nel  metodo  delle  tangenti  non  s’in¬ 
troducono  differenziali  fecondi  ,  faraffì  giuflamente  il 
fuppoflo  ,  che  effa  tangente  fi  confonda  con  l’archetto, 
e  fua  corda  . 

32.  Lo  dello  triangolo  G  DE  ci  fomminidra  Io 
formole  per  l’ altre  linee  analoghe  alla  fottotangente  . 

Per  la  fimilitudine  de’  triangoli  GE  D  ,  DBT,  farà 

GE, 
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GE  ,  GD  r.  DB ,  D  T* ,  cioè  dy  V dx 1  +- dy 2 : : y ,  D T; 
e  però  D'T  ~  yM  dx1  dv*  ^  formola  generale  della,-* 

T  ” 

tangente  . 

Sia  D  N  perpendicolare  alla  curva  ne!  punto  D  , 
faranno  Umili  i  triangoli  GDE ,  DBN,  onde  farà 
DE  ,  EG  ::  DB  ,  BN  ,  cioè  dx  ,  iy  ::.y  s  BN  ;  e  però 
BN  —  ydy  ,  formola  generale  della  fottonormale  . 

dx  ' 

Sarà  ancora  DE,  DGr.DB,  DAT,  cioè  dx  , 
1 / àxz +•  dyx  \\ y  y  DN  ;  e  però  D  N  —  y  dxz+°  dyz  s 

dx 

forinola  generale  della  normale  . 

Dal  punto  B  fi  conduca  BM  normale  a  DN,  e_* 
BH  normale  a  DT .  Il  triangolo  GDE  farà  limile  al 
triangolo  DBM,  onde  farà  GD,  GEr.DB,  BMy 

cioè  V  dx*  +-dyz  ,  dy  ::y  ,  BM  —  ydy  ,  formola 

V  dxz  +-  dyz 

generale  della  linea  B  M . 

Lo  Hello  triangolo  GDE  farà  anco  Umile  al  trian¬ 
golo  DEH,  onde  farà  GD,  D  E  :  :  DB  ,  BH  ,  cioè 

k  dxz  4-  dy 1 ,  da?  :  :  y  ,  BH-  jyi*  ,  formola  gè- 

dxz  +-  dyz 

nerale  della  linea  £  H  . 

33.  La  fimilitudine  de’  due  triangoli  GED, 


DBT 
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DBT  ci  farà  fcoprire  in  oltre  l’angolo  ,  che  fa  con_. 
l’affe  la  tangente  ad  un  quaifivoglia  punto  di  curva-.  , 
conciofiacchè  farà  noto  l’angolo  DTB ,  qualora  iìa_. 
nota  la  ragione  del  feno  retto  DB  al  feno  del  comple¬ 
mento  BT ,  cioè  la  ragione  di  G E  ad  ED  ,  o  fia  di 
dy  a  dx  . 

Adunque  data  l’equazione  della  curva  ,  fe  fi.  dif¬ 
ferenzierà  j  e  fi  rifolverà  in  analogia  ,  di  cui  fieno  due 
termini  dy  ,  dx  ,  avraffi  la  ragione  de’  feni  deli’  angolo 
DTB  3  e  però  noto  l’angolo  . 

34.  In  virtù  dello  fteifo  difcorfo  nafcono  le  nte- 
defime  forinole  anco  nelle  curve  riferite  al  fuoco  , 
(  Fig.  2 6.  ,  e  27.  )  folo  che  fi  rifletra  ,  che  condotta-, 
dai  fuoco  B  normale  all’ordinata  BD  la  retta  BT ,  che 
incontri  la  tangente  in  T,  i  triangoli  DBT,  DGE 
faranno  fintili,  perchè  gl’ angoli  TBD,  DEG  fono 
retti,  e  l’angolo  TDB  non  è  maggiore  dell’angolo 
DGE  fe  non  per  l’angolo  infinitefimo  DBG,  il  che 
fi  vede  chiaro  conducendo  GQ  normale  a  TB  ;  adun¬ 
que  fi  potranno  afiliraere  per  eguali  i  due  angoli  TDB, 
DGE  ,  ed  in  confeguenza  anco  i  due  BTD  ,  GDE, 
e  però  fintili  i  due  triangoli  DTB,  GDE ;  ma  in_» 
oltre  -GF  è  infinitefima  rilpetto  ad  E  F ,  adunque  ec. 


ESEM- 
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ESEMPIO  I. 

35.  Sia  la  curva  ADF  (  Fìg.  24.)  la  parabola-, 
apolloniana  dell’equazione  ax  —  yy  .  Differenziando  farà 
adx  —  2ydy  ,  e  dx  —  2 ydy  .  Softituito  per  tanto  quello 

a 

valore  in  luogo  di  dx  nella  forinola  generale  della  fot¬ 
tangente  ydx  ,  avremo  2 yy  ,  o  pure  2x  ,  porto  in  luo- 

dy  a 

go  di  yy  il  valore  ax  dato  dall’  equazione  delia  curva  . 
La  fottotangente  adunque  nella  parabola  è  doppia  dell’ 
affilia  ,  e  però  fe  fi  prenda  AT  —  AB ,  e  dal  puro  T 
fi  tiri  al  punto  D  la  retta  T D  ,  effa  farà  tangente  del¬ 
la  curva  nel  punto  D  .  Se  in  luogo  del  valore  di  dx 
dato  dall’equazione  della  curva,  fottituiremo  il  valore_> 
di  dy  ,  cioè  adx  nella  formola  generale  ydx  ,  farà  efTa_. 

zy  dy 

ciò  nulla  ortante  2 yy  ,  come  prima  ,  il  che  batterà 

a 

d’avere  notato  in  quert’efempio  . 

Nella  tteffa  parabola  fi  ricerchi  la  fottonormale-» 
BN  .  La  formola  generale  della  fottonormale  è  ydy; 

dx 

ma  per  l’equazione  della  curva  fi  à  dx  —  2 ydy  ,  dun- 

a 

que  fatta  la  fottituzione  ,  farà  la  fottonormale  nella  pa¬ 
rabola 
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rabola  =r  a  ,  cioè  la  metà  del  parametro  ,  e  però  prefa 

Z 

BN  —  a  ,  e  dal  punto  N  condotta  al  punto  D  la  retta 
2, 

N  D ,  farà  effa  normale  alla  curva  in  D . 

Si  ricerchi  la  tangente  DT ,  la  di  cui  forinola  ge¬ 
nerale  è  y  ydxz-i-dyz  .  Per  l’equazione  della  curvai 

dy 

abbiamo  dx  =  2 ydy  ,  dunque  fatta  la  foftituzione  di 

a 

quello  valore  in  luogo  di  dx  nella  forinola  ,  avremo 
y  4 yydy 2  +-  aadyz  —  y  V  d\yy  +*  cui  —  V  Qxx  +-  ax  ,  (  pollo 

ady  ci 

in  luogo  di  yy  il  valore  ax  dato  dall’equazione  )  che  è 
la  tangente  cercata  . 

Si  ricerchi  la  normale  DN.  Sollituito  il  valore  di 
dx  —  zydy  nella  forinola  generale  y  1/  dx1  +-  dyz  ,  farà 

ci  dx 

elTa  y  1/  ciyydy ~  a-  a  ady  4 yy  -h  a  a  —  1/  ygx  4-  aa  ,  pollo 

i  ydy  z  z 

in  luogo  di  yy  il  valore  dato  dall’  equazione  . 

Si  ricerchi  la  retta  B  M .  Sollituito  il  valore  di 
dx  —  zydy  nella  forinola  generale  ydy  ,  farà  ella 

1 /  dxz  +•  dyz 

aydy _ _  —  ay  —  civ'ax  . 

1/  4 yydy 2  +-  a  ady 1  V  4 yy  +-aa  1/  4  ax  +•  aa 

Si 
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Si  ricerchi  la  retta  B  H  .  Soft  imito  il  valore  di  dx 
nella  foratola  generale  ydx  ,  farà  effa 

>  ■  1/  dx  ~  -f-  dy 2 

lyydy  ~  lyy  r:  2  ax 

V  qyydy 2  +-  aady 2  1/  4-  ad  H 4##  +-  ^ 

Ritrovata  la  fottotangente  3  non  è  necelTario  alcun 
ufo  di  foratole  per  ritrovare  l’ altre  linee  ,  febbene  a_. 
motivo  di  efercizio  me  ne  fono  qui  fervita  ,  impercioc¬ 
ché  ,  effendo  nota  la  BT ,  il  triangolo  TBD  rettango¬ 
lo  in  B  ci  fomminiftra  la  tangente  “TD,  e  la  fimiìim- 
dine  de’ triangoli  TBD ,  DBN,  D  MB  ,  DHB  l’ altre 
linee  tutte  ,  e  però  ne’  feguenti  Efempj  applicherò  il 
metodo  alle  fole  fottotangenti  . 

Se  vogliali  l’angolo  ,  che  fa  la  tangente  della  pa¬ 
rabola  con  1*  affé  .  Prefa  1’  equazione  differenziale_> 
adx  —  zydy  ,  e  rifoluta  in  analogia  ,  troveraffi  dy  , 
dx  :  :  a ,  2 y  ,  cioè  che  il  feno  retto  B  D  è  al  ieno  del 
complemento  BT  }  come  il  parametro  al  doppio  dell’ 
ordinata  ,  dovunque  fiali  il  punto  P  ;  e  fe  fi  vorrà  Af¬ 
fata  la  tangente  ad  un  punto  determinato  ,  per  efem- 
ipio  al  punto  Dy  a  cui  corrifponda  l’ afflila  AB~x  —  a  5 

*  .  4 

dall’equazione  della  curva  trovata  la  y  corrifpondente_, 

ad  x~a_,  che  in  quello  calo  è  y  =.  a  ,  farà  l'analo- 

4  a 

Tom .  IL 


G 


già 
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già  dy  ,  dx  ::  a  ,  a  ,  cioè  femiretto  l’angolo  D  TB  , 

quando  fmy  —  a,ox—  a. 

Z  4 

Nel  vertice  A  è  y  zz  o  ,  e  però  l’ analogia  per 
l’angolo  della  tangente  nel  vertice  farà  dy ,  dx  ::  a,  o, 
cioè  la  ragione  di  dy  a  dx  infinita  ,  vale  a  dire  il  feno 
del  complemento  farà  nullo  ,  e  però  la  tangente  nel 
vertice  farà  perpendicolare  all’  alle  „ 

ESEMPIO  II. 

36.  Sia  l’equazione  generale  di  tutte  le  parabole— 
di  qualunque  grado  x  =  ym  ,  intendendo  per  m  un— 
qualunque  numero  polìtivo  intiero  ,  o  rotto  ,  e  che— 
l’unità  fuppljfca  alle  dimenfioni  ,  Differenziando  farà 
dx  zz  my  m'r~  1  dy ,  e  fofiituito  quello  valore  in  luogo  di 
dx  nella  forinola  generale  ydx  9  farà  la  fottotangente- 

dy 

— mym  —  mx .  Sia  m  —  3  ,  cioè  la  parabola  prima  cubi¬ 
ca  x  =  y 5  ,  farà  la  di  lei  fottotangente  —  3  x  ,  Sia- 
m  —  3  ,  cioè  la  feconda  parabola  cubica  xx  -y*  5  farà 

% 

la  di  lei  fottotangente  =  \  x  ec. 

L’equazione  differenziale  dx  —  mym~~ldy  .  della— 
curva  ci  dà  V  analogia  dy  ,  dx  1  5  mym~  1  ;  ma  polla 
y  —  o,  fe  farà  1»  maggiore  dell’unità,  l’analogia  fa¬ 


rà 
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rà  dy  ,  dx  :  :  i  ,  o  ,  cioè  la  ragione  di  dy  a  4#  infinita, 
e  però  la  tangente  nel  vertice  perpendicolare  all’  afle_»  ; 
e  fé  farà  m  minore  dell’  unità  5  farà  l’analogia  dy  , 

dx  :  :  1 ,  m  ,  cioè  polla  y  —  o  ,  dy  ,  dx  ::  i  ,  m  , 

y  1  ™  q 

vale  a  dire  la  ragione  di  dy  a  dx  infinitamente  picco 
la,  e  però  la  tangente  nel  vertice  parallela  all’ affé. 

ESEMPIO  III. 

37.  Sia  la  curva  D  CE  ,  (  Fìg .  28.  )  di  cui  0  vuo¬ 
le  la  fottotangente  ,  l’iperbola  fra  gl’ afintoti  dell’equa¬ 
zione  xy  —  aa  .  Differenziando  farà  xdy  +- ydx  —  o  ,  e_» 
dx  ~  —  xdy  ;  foflituito  per  tanto  nella  formola  ydx 
y  ~d: i 

della  fottotangente  il  valore  di  dx  ,  farà  la  fottotangen- 

te  —  x  ,  valore  negativo,  e  quello  vuol  dire  ,  che  la_» 
fottotangente  ET  dee  prenderfi  della  parte  oppolla  alle 
affiffe  . 

Prefa  adunque  BT—BA ,  e  condotta  al  punto  C 
la  retta  TC ,  farà  effa  tangente  della  curva  nel  punto  C. 

Poiché  nella  curva  DCE  crefcendo  1* affida  ,  cala 
F ordinata  y  ,  s’avrebbe  dovuto  nel  differenziare  pren¬ 
dere  negativa  la  differenza  dy  ,  ma  perchè  per  la  ileffa 
ragione  s’avrebbe  dovuto  prendere  negativa  la  ffeflk_ 
dy  anco  nella  formola  generale  ,  fi  à  ommeffo  di  farlo 

G  2  nell’ 


( 
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nell’uno,  e  nell’altro  luogo,  giacché  fenza  imbaraz¬ 
zarli  co’  legni  torna  Io  flelTo  ,  il  che  ora  avvertito 
fervirà  per  gl’ altri  limili  cali  . 

Sia  l’equazione  generale  x  —  i  a  tutte  le  infinite 


iperbole  fra  gl’ afintoti ,  elfendo  m  un  qualunque  nume¬ 
ro  pofitivo  intero ,  o  rotto  .  Differenziando  averemo 
dx  —  —  mym~1dy  -  —  mdy  ,  e  foflituito  quello  va- 

y  ~m  .  ym+-  l 

lore  nella  formola  generale  ydx  ,  la  fottotangente  farà 

dy 

■ —  m  ,  o  fia  ■ — mx  3  per  l’equazione  della  curva  . 


ESEMPIO  IV. 

38.  Sia  la  curva  ADF  (  Fig.  24.  )  un  circolo  del 
diametro  -2 a,  AB  —  x ,  BD-y  ,  farà  l’equazione 
2 ax  —  xx— yy  ,  e  differenziando  2 adx  —  2 xdx  —  2 ydy  , 
e  però  dx  ~  ydy  ,  e  foilituendo  quello  valore  nella-. 

a  —  x 

formola  ydx,  farà  la  fottotangente  yy  ,  cioè  2 ax  —  xx , 

dy  ci r*  ■  oc  cl  mmmm  oc 

pollo  in  luogo  di  yy  il  valore  dato  dall’equazione.  Sarà 
dunque  la  fottotangente  nel  circolo  la  quarta  propor¬ 
zionale  di  a- — x  ,  di  2 a  —  x  ,  e  della  x  . 

Ma  fe  il  circolo  farà  dell’equazione  aa  —  xx—yy, 

nel 
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nel  quale  (  Fig.  29.  )  li  prendano  le  afilfie  AB~x  dal 
centro  ,  differenziando  avremo  —  xdx  ~  ydy  , 
dx  —  ydy  ,  foftituendo  per  tanto  quello  valore  nella 

X 

formola  ,  farà  la  fottotangente  — — yy  ,  cioè  la  terza-, 

X 

proporzionale  di  AB,  e  BD  ,  ma  negativa  ,  vale  a_* 
dire  da  prenderli,  da  B  verfo  T. 

ESEMPIO  V. 

39.  Sia  la  curva  ADF  {Fig.  24.)  l’ Elliffi  dell’ 
equazione  ax  —  xxzzayy,  prefe  le  affifiTe  dal  vertice  A. 

~b~_ 

Differenziando  averemo  adx  —  ixdx  —  2 aydy  ,  e_> 

b 

dx  ~  2 aydy  .  Sofiituito  quello  valore  nella  formolo-. 

b\a  —  zx 

generale  ydx  ,  farà  2 ayy  la  fottotangente  ,  o  pureij 

b  x  «  —  2  x 

2 ax — zxx  ,  pollo  in  luogo  di  ayy  il  valore  ax  —  xx 

a  —  zx  b 

.dato  dall’equazione  .  Fatta  x~ \a  ,  metà  dell’  affé  traf- 
verfo  ,  nel  valore  della  fottotangente  ,  farà  ella  2 aa  , 

O 

cioè  infinita  ;  adunque  la  tangente  nel  punto  ,  in  cui 
l’alTe  conjugato  taglia  la  curva,  farà  parallela  all* affé 

traf- 
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trafverfo  ,  il  che  troveremo  eiTer  vero  anche  cercando , 
qual  fìa  l’angolo  ,  che  ella  tangente  fa  con  il  medefì- 
mo  alle  trafverfo  . 

Sia  generalmente  l’equazione  alle  elliffi  di  qualun- 

_ _ _  n 

que  grado  aym*-n—  xm  X  a  — x  >  intendendo  per  m, 
i 

n  due  numeri  pofitivi  intieri ,  o  rotti  .  Differenziando 

_  _ n 

farà  m  4-  n  X  aym+-n~~l  dy  —  mx  m  ~  1  dx  X  a  —  x  — * 

!  ' 

_ -  K—  I 

ndx  Xa  —  x  X  xm  ,  e  però 

dx  —  m+-n  X  aym  *~n  1  dy  ,  e  fofli~ 

_  n  ...  n—  i 

bmx  m  ~~  1  X  &  —  x  —  bnx  m  X  #  —  x 
tuito  quello  valore  nella  forinola  generale  ,  farà  effa_» 

m-^n  X  aym  +~ n  ,  e  poflo  in_» 

“  "  n  - -  n  —  x 

bmxm~-'1  X  a  x  — bnxm  X  a~x 

luogo  di  aym+~n  il  valore  dato  dall’equazione,  farà  la 


fottotangente  - _ m  +-  n  X  x  ™  X  a  —  x _  # 

_ —  n  _  n  —  x 

mx m  ~  1  X  ci  —  x  —  nxmX  a  —  x 
e  dividendo  il  numeratore  ,  e  denominatore  per 

x>m—n  x  a  —  x  5  farà  finalmente  m  +  nX  ax  —  xx  . 

ma  —  mx — nx 


Sia 
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Sia  7^—i  ,  n—  1  ,  cioè  I*  elliffi  apolloniana  ,  farà  la 
fottotangente  2 ax  —  txx  ,  come  fopra  .  Sia  m~  3  , 


n  —  i,  cioè  l’equazione  ays  —  xi'Xa~—x  ,  farà  la  fot- 

~b~ 

totangente  5^  —  $xx  ec. 

3  <2  — 5* 

___  « 

Se  l’equazione  folle  aym  ~  xm  a  +-  x  ,  ef- 

I 

primerebbe  elfa  tutte  le  iperbole  di  qualunque  grado 
riferite  agl’ affi  ,  prefe  iflelfamente  le  affiiTe  dai  vertice 
A  .  Operando  nello  Hello  modo  ,  troveremo  effiere  la_^ 

fottotangente  m +-  n  X  ax  +-  xx  ,  diverfa  folo  dall’  antece¬ 
da  +■  mx  +-  nx 

dente  ne’  fegni,  lìccome  diverfa  folo  ne’  fegni  è  l’e¬ 
quazione  ,  da  cui  fi  ricava  . 

Sia  m—  1  ,  n—  1  ,  cioè  l’iperbola  apolloniana  ,  farà 
la  fottotangente  lax+zxx  .  Sia  m  —  3  ,  n~  2  ,  cioè  l’e- 

Cl  *J— «  2jG 

, - - -  % 

quazione  ay^  —  x3 *  5  X  a  +-  x  ,  farà  la  fottotangente.# 

b 

y,ax  4-  ìxx  ec. 

3  a  +-  yx 

40.  Da  quello  metodo  delle  tangenti  fi  ricava^ 

ancora  la  maniera  di  riconofcere  ,  le  le  curve  anno 
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aliatoti  ,  ed  il  modo  di  condurli ,  quando  effi  fono  in¬ 
clinati  all' affé  ,  giacché  nel  cafo  più  femplice  ,  che  ad 
effo  fieno  ,  o  perpendicolari  ,  o  paralleli ,  abbaftanza  fi 
a  parlato  nel  Libro  I,  Capo  5. 

ESEMPIO  I. 

41.  Sia  la  curva  ADE  (  Fig.  30.  )  dell’equazione 

_ _ _  71 

di  fopra  aym*~n  =  xm  X  a+-x  ,  la  di  cui  fottotangente 
b 

TS  —  m+~n  X  cix  4-  xx  ,  farà  dunque  l’ intercetta-» 
ma  -1-  mx  4-  nx 

AT  =;  mA-  n  X  ax.+-  xx  —  x  ,  cioè  nax 

ma  4-  nix  4-  nx  ma  +•  mx  +-  nx 

Egli  è  chiaro  ,  che  la  tangente  TD  diverrà  afin- 
toto  ,  quando  toccando  ella  la  curva  in  infinita  diftan- 
za,  cioè  quando  l’ a  Gaffa  AB  —  x  ,  effendo  infinita  ,  l’in¬ 
tercetta  AT  rimanga  fruita  ;  ma  polla  x  infinita  nell’ 
efpreffione  di  5  il  primo  termine!  ma  del  denomina¬ 
tore  è  infinitamente  minore  degl’ altri  ,  e  però  da  tras¬ 
curarli  j  onde  in  quello  cafo  fara  AT  —  nax  —  na  , 

mx  +-  nx  m+~n 

quantità  finita,  adunque  la  curva  à  l’afintoto  ,  il  quale 
partirà  dal  punto  M,  fatta  AM  —  na  .  Ma  per  con- 

m  +-  n 

durlo  : 
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darlo:  fi  alzi  AH  normale  ad  AB ,  e  fia  egli  per 
efempio  MHP\c iò  pollo,  fefi  prenda  x  infinita,  farà  dx  , 
dyr.MA ,  AH ,  ed  in  quella  fuppofizione  di  x  infini¬ 
ta  l’equazione  della  curva  aym+-nzzxm\a+-x  (eflen- 
*do  a  nullo  rifpetto  ad  x  )  fi  muta  in  quell’  altra^ 

aym+  n  —  xmJn  n  ^  o  j  eftraendo  la  radice  ,  e  facen- 
"  1 

do  per  maggior  comodo  m  +  n  —  t ,  y 
ma  differenziando  è  dy  (/  a  —  dx  \/  b  ;  dunque  dx  , 


dy  ::  [/ a  ,  (/ b  ,  dunque  MA ,  AH:: 
perchè  MA  —  na  ,  farà  na  ,  AH  :  :  j/  a  ,  j/  b  ,  cioè 

*  ~~t 

}AH  zz  na  y  b  .  Se  per  tanto  fi  prenda  A M  na  ,  e  fi 


e 

ctoè 


<3 


alzi  la  normale  AH—  na^ b  ,  e  fi  conduca  infinita 


la  retta  MHP  ,  farà  efla  l’afintoto  della  curva  ADE  . 
Sia  n§p  1  9  n  =  1  ,  cioè  l’ equazione  =  ax  +■  xx 


all’ iperbola  apolloniana ,  farà  t  —  2  ,  e  però  AM—  a 
Tom.  IL  H 


« 

^H= 
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AH=a  —  ,  cioè  A  M  la  metà  dell’ affé  traf- 

zV  a  2 

verfo  ,  ed  AH  la  metà  del  conjugato  ,  appunto  cornee 
dalle  fezioni  coniche  fi  fa  ,  dover  effere  . 

ESEMPIO  II. 

42.  Sia  ADE  la  curva  dell’equazione  y* — J  =  axy , 
fatte  le  AB  —  x,  BD—y.  Differenziando  avremo 
3 yydy  —  ^xxdx  -=  axdy  +•  aydx  ,  e  però  _yi,v  —  3y 3  —  ? 

~dy  ^xx-t-ay 

ed  AT  ■=  ydx  —  x  —  3 y1  —  3^*  —  ,  0  pure  5  P<> 

dy  3  xx  +-  ay 

fio  in  luogo  di  z)yì  — -  ^xì  il  valore  3 axy  dato  dall’e¬ 
quazione  della  curva  ,  farà  ATzz  axy  ;  e  fatta  x 

^xx-t-ay 

infinita,  cioè  nel  cafo  dell’ afintoto  in  cui  AT  diviene 
AM,  il  termine  ay  è  nullo  rilpetto  a  ^xx  ,  adunque 
farà  AM  —  axy  —  ay_  . 

IXX  IX 

Ma  poiché  nell’equazione  propoffa  non  fi  poffono 
feparare  le  indeterminate  ,  nè  in  confeguenza  determi¬ 
nare  il  valore  della  A  M  ;  fi  ponga  <A  M  —  ay  —  t , 

ÌX 

(  il  medefìmo  ,  o  fimile  artificio  potrà  fervire  in  altri 

cafi 
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cali-  della  fletta,  natura  )  farà  y  —  $tx ,  e  foflituito  quello 

a 

valore  nell’equazione  propofia  ,  farà  effa  27 t'x'  — 

a  3 

4 

x 3  —  3 txx  ,.  ma  quando  Ila  x  infinita  ,  l’ultimo  termine 
è  nullo  rifpetto  agl’ altri  ;  adunque  farà  2ytìxì  —  x^  —  o, 

a 3 

cioè  t  ~ _£ .  Prefa  adunque  AM  —  a  ,  dal  punto  M  fi 

3  3 

dovrà  condurre  l’afintoto  .  Deve  in  oltre  e  fiere  MA  , 
AH:  :  dx  ,  dy  ,  e  l’equazione  propella  yì  —  x^~axya 
o  fia  y 3  —  x. 3  +-  axy  fi  riduce  ad  efiere  xì—yi  ì  cioè 
x  —y  ,  quando  fia  x  infinita  ,  e  però  dx  —  dy  ;  adunque 
fatta  M  A  —  A  H ,  fe  dal  punto  M  per  lo  punto  H  fi 
condurrà  una  retta,  efia  farà  l’afintoto  della  curva. 

Aggiungo  in  oltre ,  che  deve  necefiariamente  h_* 
linea  A  T  accodarli  ad  un  certo  limite  ,  oltre  il  quale 
non  pofia  trafcorrere  ,  e  che  il  menzionato  limite  talora 
è  infinitefimo,  o  nulla.  Eccone  un’  efempio  femplice. 

Sia  l’iperbola  equilatera  BCF,  (  Fig.  31.)  e  polla 
AB  —  a  ,  A D  —  x  ,  D  C  —  y  ,  abbiali  1’- equazione-. 
aa  +•  xx  —  yy  ,  e  differenziando,  xdx  —ydy  .  Quindi  k_. 

fottotangente  ED  — ydx  —  yy  —  aajt-  xx  ,  e  confeguen- 

dy  x  x 

temente  E D  —  ADizaa+-xx~^x-aa  —  AE  . 

x  x 

Polla  x  ~  o  ,  fi  trova  A  E  infinita  ,  e  la  tangente 

H  2  del 
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del  punto  B  parallela  all’ alfe  AD  ;  e  fatta  x  —  oo  ,  fi  i 
AE  —  o  .  Per  la  qual  cofa  il  punto  E  fcorre  tuttala  AE 
infinitamente  prodotta  ,  e  fi  ferma  nella  origine  A ,  ol¬ 
tre  cui  non  trafeorre  ,  quantunque  la  noftra  curva  volti 
il  convefiò  all’ alle  .  L’afintoto  adunque  AG  nafce  dal 
punto  A  j  e  forma  con  la  linea  delle  affilfe  un’angolo 
femiretto  ,  flante  che  nella  equazione  locale  aa-t-x x  — 
yy  ,  polla  x  —  oo  ,  fvanifce  la  cofiante  aa  ,  e  diventa-. 
xx  —yy  ,  o  fia  x  — y  . 

43.  Fino  ad  ora  è  fiato  da  me  fuppofio  ,  che_* 
l’angolo  delle  coordinate  fia  retto.  Che  fe  egli  fia  ottu- 
fo  ,  o  acuto  ,  polle  come  lopra  B  C  —  x  ,  CE  —  y  , 
CD  -  dx  ,  OG  —  dy  ,  ( Fig .  32.  ,  e  33.  )  la  fottotangente 
farà  nè  più  nè  meno  ydx  ,  perchè  faranno  fempre  fimili 

dy 

i  due  triangoli  GEO  ,  E  AC’,  ma  l’ altre  forinole  avran¬ 
no  bifogno  di  riforma  . 

Nel  triangolo  EOG  l’angolo  0  eguale  all’angolo 
A  CE  fi  fuppone  noto  ,  adunque  dal  punto  G  abbalTata 
G I  normale  ad  AD  ;  e  prodotta  ,  fe  fa  bifogno  ,  E  0 
in  H ,  nel  triangolo  GOH  farà  noto  l’angolo  G OH, 
ma  l’angolo  in  H  è  retto  ,  quindi  noto  l’angolo  OGH, 
e  però  noto  in  fpezie  il  triangolo  OGH,  cioè  data  la 
ragione  di  GO  a  GH  ,  e  fia  •quella  di  a  ad  m  ,  farà  per 
tanto  a  ,  m  ::  dy  ,  GH  —  md-y  ;  farà  pure  data  la  ragione 

a 


di 
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di  GO  ad  OH,  e  fia  quella  di  a  ad  n  ,  e  però  a  y 
n  ::  dy  ,  OH  zz  ndy  ;  adunque  EH  —  dxlZ  ndy  (  cioè  il 


legno  pollavo  nella  Fig.  32. ,  ed  il  negativo  nella.»» 

_ _  Z 

Fig .  3  3 •  )»  quindi  EG  —  aadx 2  +.  landxdy  +-  nndy 2  +-  mmdy 2  ; 

aa 

ma  fe  OG  fi  efprime  per  a  ,  GH  per  m  ,  OH  per  n, 
farà  aa—mm+-nn9  ed  aadyzz:mmdyz -h  nndy*  ,  adunque 

_  Z 

fortuito  quello  valore  nell’  efpreffione  di  EG  ,  farà 

^  Z 

EG  —  aadx z  ±;  2 andxdy  +=  aady z  ,  ed  E  G  —  ds  zz 

aa 


1/ adxz±  zndxdy  +>  ady z ,  efpreffione  dell’elemento  della 

a 

curva  .  Ciò  pollo  ,  per  la  lìmilitudine  de’  triangoli 
EGO  ,  AEC  ,  farà  GO  ,  GE  :  :  EC ,  E  A  ,  cioè  dy  , . 


1/  adx z  ±  2 ndxdy  4-  ady 2  :  :  y ,  E  A~  y  y  adx 2  +;  2 ndxdy+-  ady  % 

"a  dy  a 


formola  della  tangente. 

Sia  TE  normale  alla  curva,  ed  ES  al  diametro 
rAI,  per  la  lìmilitudine  de’  triangoli  GOH,  ECS , 
avremo  ES  zzmy  ,  e  CSzz  ny  ;  e  per  la  lìmilitudine  de’ 

a  a 


triangoli  GEH  ,  EST ,  avremo  EH, 
cioè  adx  iz  ndy  ,  mdy  :  :  my  ,  ST  — 

a  a  a 


HG  ::  ES,  ST, 

mmydy  , 

a  X  adx  ±  ndy 


e 
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e  però  CT —  mmydy  +,  ny  —  mmydy  +-  nnydy  —  anydx  ~ 

a  X  adx+z  ndy  a  a  \  adx  ±,  ndy 

—  aydy  ±  nydx  5  formola  della  fottonorraale  . 
adx  +:  ndy 

In  fimil  modo  fi  ridurranno  1*  altre  formole ,  il  che 
badi  d’aver  indicato  . 

44.  Ma  le  curve  ,  delle  quali  fi  vogliono  le  tan¬ 
genti  ,  poflòno  effer  trascendenti ,  cioè  non  efprimibili 
da  alcuna  equazione  algebraica  ,  ma  dipendenti  dalla_» 
rettificazione  d’altre  curve  non  rettificabili.  Sia  la  curva 
APE  ,  (  Fig.  34.  )  di  cui  fi  fappia  condurre  la  tangente 
pTK  ad  un  qualunque  punto  P  ,  e  prodotta  in  M  la_. 
O  p  normale  ad  A  Q  ,  la  relazione  di  M  P  all'arco 
P  J  fia  efpreffa  da  un’equazione  qualunque  ,  e  fi  ricer¬ 
chi  la  tangente  MT  della  curva  CMA  defcritta  da’  pun¬ 
ti  M;  condotta  qm-  infinitamente  proffima  a  QM ,  ed 
MR  parallela  a  PT,  e  fuppoflo  rettificabile  l’arco  AP  y 
cioè  =  x  ,  e  chiamata  P M~y  ,  farà  Pp~dxs  Rm  —  dy  , 
e  limili  i  due  triangoli  mRM ,  MPT,  e  però  mR  } 
RM  ::  MPS  PT,  cioè  dy  ,  dx  ::y  ,  PT~ydx ,  forra 0- 

dy 

la  per  la  fottangente  della  curva  CMA  da  prenderli 
fulla  tangente  della  curva  APE  .  Dall’equazione  data_. 
della  curva  AMC  fi  ritroverà  il  valore,  della  dx  ,  o  dy 
da  foiìituirfi  nella  formala,  e  fi  farà  il  rimanente  al 
folito  . 


ESEM- 
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ESEMPIO» 

45.  Mentre  il  circolo  DPC  li  arruota  uniforme- 
mente  fulla  retta  AB  cominciando  dal  punto  A,(  Fig« 
35.  )  il  punto  C  della  fua  periferia,  che  nel  principio 
del  moto  cade  fui  punto  A ,  lafci  imprelfa  nel  piano  la 
traccia  del  fuo  cammino  ,  e  fi  continovi  quello  moto 
lino  a  che  pervenga  di  nuovo  il  punto  C  nella  retta.* 
AB  ;  deferiverà  elfo  una  curva  ACB  ,  la  quale  dalla-, 
fua  generazione  viene  chiamata  la  Cicloide  ;  e  dicefi  Ci¬ 
cloide  ordinaria  ,  quando  il  circolo  li  muova  talmente 
fulìa  retta  AB,  che  tutta  l’abbia  efattamente  mifurata-. 
colla  fua  periferia  dopo  ,  che  il  punto  C  da  A  fa-, 
giunto  in  B  per  modo  ,  che  fia  AB  eguale  alla  perife¬ 
ria  dello  llelfo  circolo  .  Dicefi  Cicloide  allungata  quan¬ 
do  il  moto  fia  tale  ,  che  la  retta  AB  fia  maggiore  del¬ 
la  periferia  del  circolo  ;  e  finalmente  Cicloide  contrat¬ 
ta  quando  la  della  AB  fia  minore  della  periferia» 

Dalla  deferizione  di  quella  curva  chiaramente  fi 
vede  ,  che  condotta  da  un  qualunque  punto  la  retta-. 
MQ  parallela  ad  AB  ,  avrà  l’intercetta  MP  fra  la  cur¬ 
va  ,  ed  il  circolo  CPD  all’  arco  CP  quella  ragione..  , 
che  à  la  retta  AB  a  tutto  il  circolo  . 

Ed  in  fatti  fia  il  circolo  generatore  nelle  due  pofi- 
zioni  EMF ,  DPC  ;  condotte  le  corde  ME  ,  PD, 

poi- 
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poiché  fono  eguali  gli  archi  E  M ,  D  P ,  faranno  egua¬ 
li  ,  e  parallele  le  corde  EM  ,  DP  ,  e  però  farà 
MP~ED  ;  ma  per  la  natura  della  curva  è  AE  , 
EM  ::  AD  ,  EMF  ::  AB  ,  EMFE  ,  e  nella_ 
Ileffa  ragione  è  pure  ED  ad  M F  ;  ed  MF  —  PC  , 
ED  —  MP  ,  dunque  farà  MP,  PC  ::  AD  ,  E MF::A B , 
E  MFE  .  Se  però  (1  chiami  la  retta  AB  =  a  ,  la  perife¬ 
ria  EMFE  dei  circolo  generatore  =  b  ,  ed  un  qua¬ 
lunque  arco  CP  per  affida  ~x,  l’ordinata  PM  —  yt 
farà  l’equazione  della  curva  cicloide  by—x. 

a 

Avuta  l’equazione  alla  curva  ,  la  differenzio  ,  per 
ritrovare  la  fottotangente  ,  e  però  bdy  =  dx  ,  e  follimi- 

a 

to  quello  valore  in  luogo  di  dx  nella  formola  ydx  , 

X,  dy 

farà  PT—  by~x.  Prefa  adunque  fulla  tangente  PK(  Fig.  34.  ) 

a 

del  circolo,  che  fi  fuppone  condotta,  una  porzione  PT 
eguale  all’arco  AP  del  circolo,  e  condotta  al  punto  M 
la  retta  TM ,  effa  farà  tangente  della  cicloide  nel  pun¬ 
to  M . 

Che  fe  in  oltre  la  cicloide  fia  l’ordinaria;  poiché 
in  quello  cafo  fi  à  b~  a  ,  e  però  y  —  x,  farà  PM—PT , 
e  l’angolo  PT M—  P MT ;  ma  l’angolo  TPQ  ellerno  è 
doppio  dell’angolo  TMP ,  e  gl’ angoli  TP  A,  APQ 
(  per  la  32. ,  e  2 p.  prop,  del  3.  d’ Euclide  )  fono  egua¬ 
li , 
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li,  dunque  farà  l’angolo  APQ  eguale  all’angolo  TMP, 
e  però  la  tangente  MT  parallela  alla  corda  P  A  . 

46.  Senza  fupporre  la  tangente  della  curva 

(  Fig.  34.  )  li  potrà  avere  la  iottotangente  della  curva., 
AM  prefa  nell’afle  KAB  .  Sia  A  Q  -  x  ,  QP  zzy  ,  l’ar¬ 
co  AP  —  s ,  QM~z,  e  la  relazione  dell’arco  AP  ali’ 
ordinata  MP  fia  efprefia  da  un’equazione  qualunque.^  . 
Sia  qm  infinitamente  profiìma  alla  QM ,  ed  MS  paral¬ 
lela  ad  AB  ,  farà  MS  —  dx  ,  Sm  —  dz  ,  e  la  fimilitudi- 
ne  de’  triangoli  mSM ,  M.QN  ci  darà  dz  ,  dx  ::  z  . 
QN  —  ~zdx ,  formula  per  la  fottotangente  . 

dz 

Se  in  luogo  di  aflumere  per  ordinata  QM—z, 
fi  prenda  P  M—u  ,  condotta  M  R  parallela  all’  archetto 
Pp  ,  farà  mR  —  du ,  RS  —  po  —  dy,  e  però  MS—du  -h  dy, 
ed  i  triangoli  Umili  mSM ,  MQN  ci  daranno  du  +- dy  , 

dx:iu+-y  ,  QN  ~  u+-y  X  dx  ,  altra  formola  della^ 

du  +-  dy 

fottotangente  » 

ESEMPIO  I. 

47.  Sia  la  curva  APB  (  Fig.  34.  )  un  circolo  del 
diametro  =  zr  ,  e  la  ragione  di  P  M  all’arco  P  A  fia_ 
quella  di  a  alla  b  ,  cioè  la  curva  AMC  fia  la  cicloide. 
Chiamate  AQ  =  x  ,QP-y  ,  Q M~  z ,  l’arco  AP~s, 

Tom.  II.  I  e 
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e  condotta  mq  infinitamente  proffima  ad  MQ,  MR  pa¬ 
ralleli  a  Pp  ;  MS  ,  Po  parallele  ad  AB*  farà  mSzzdz , 
R  S  —  po  —  dy  ,  Ppzzds  ,  ed  m  R  differenza  di  4fP 
farà  dz  —  dy  .  Ma  poiché  ,  per  la  proprietà  della  curva, 
abbiamo  M P  all’  arco  P  A ,  come  a  a  b  ,  nella  ffeffa^ 
ragione  faranno  ancora  i  differenziali  loro  mR  ,  p P  ; 

e  però  farà  dz  —  dy  9  ds  :  :  a  ,  b  ,  cioè  ads  —  dz  —  dy  ; 

b 

ma  ds  =  1/  dxz  +■  dy* ,  e  per  la  proprietà  del  circolo 
^  =  —  xx,  dunque  dy  zz  rdx  —  xdx  ,  e  dy1  zz 

2rx  —  xx 

rrdxz — irxdx %  4-  xxdx 1  ,  quindi  ds  zz  rdx  . 

2  YX’—XX  \/  2VX  - — XX 

Surrogati  per  tanto  quelli  valori  in  luogo  di  ds , 
e  dy  nell’  equazione  ads  zz  dz  ■ —  dy  ,  avremo  dz  zz 

b 

ardx  +-  brdx  —  bxdx  ,  equazione  differenziale  della-» 

b  V  zrx  —  xx 
cicloide  » 

Softituito  adunque  il  valore  di  dz  dato  dall’  equa¬ 
zione  nella  forinola  zdx  della  fottotangente  ,  averemo 

dz 

QN  zz  bz  1/  irx  —  xx  . 
ar  br  —  bx 

Che  fe  la  cicloide  fi  a  l’ ordinaria,  farà  azzb, 

però 
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xx  :  :  z , 


però  Q  N  zz  z  V  zrx  — ■  xx  ,  cioè  z r  —  x ,  \x  zrx 
2  r  —  a? 

o  fia  2 r — -x,  y  ::  z  ,  QN;  ma  per  la  proprietà 
del  circolo  è  2r  —  „v  ,  y  :  :  y  ,  x  ,  adunque  farà  jy  ,  a?  :  :  z , 
:QiV,  cioè  QP  >  Q  A  ::  QM  9  QN ,  e  però  farà  AfAT 
parallela  a.  P  A  . 

ESEMPIO  II. 

48.  Sia  la  curva  APB  una  parabola  ,  la  di  cui 
equazione  px  ~ yy  ,  polle  AQ  -  x  ,  QP  =y  ,  e  fia_, 
l’arco  AP  ~  s  ,  P Mzz  u  ,  e  la  ragione  di  MP  all’arco 
P  A  fia  quella  di  a  alla  b  ,  farà  pure  mR,  Pp  ::  a, 
l\  cioè  du  ,  ds  ::  a  ,  b  y  e  peròjfir  —  du  .  Ma  nella_ 

b 

parabola  y  —  V px  ,  e  dy  —  pdx  ,  dunque  ds  =. 

________  2  1 /  px 

dx~  \x  4 P*T_PP  »  fiondi  furrogato  quello  valore  in  luogo 
2  ix  px 

di  ds  nell’equazione  ads  ~  du  ,  l’equazione  alla  curva_» 

b 

AMC  farà  adx  \x  qpx +- pp  —  du  .  Prefa  per  tanto  la_* 
2  h  V  px 

formola  della  fottotàngente  u  +-  v  X  àx  ?  che  a  quello 

du  +-  dy 

I  2 


cafo 


496  ISTITUZIONI 

cafo  conviene ,  e  fatte  le  foffituzioni  in  luogo  di  du ,  e 
dy  farà  Q  N  =  u+-yX  2b  \ypx  ;  ma  y  —  1/  px  ,  per 
a  V  qpx  +•  pp  4-  bp 

la  proprietà  della  curva  A  PB  ,  ed  ££=  «  ,  per  la  pro- 

b 

prietà  della  curva  AMC ;  dunque  QN  —  2 as  v px  +-  2bpx  . 

a\s  PP  +_  4 px  +*  bp 

4P*  Dal  diverfo  modo  ,  con  cui  molte  curve  fi 
generano  ,  nafcono  diverte  dalle  ritrovate  le  forinole.» 
delle  fottotangenti  loro  ,  benché  il  metodo  per  ritro¬ 
varle  fia  limile  .  Ballerà  il  ricercarle  in  alcune  per  fare 
idea  della  maniera  ,  e  dell’ artifizio  ,  che  dee  ufarfi  in_. 
qualunque  incontro;  e  però  date  le  due  curve  A  QC , 
BCN  (  Fig.  36.  )  al  comune  diametro  TF,  alle  quali  li 
l'appiano  condurre  le  tangenti  ,  lia  un’  altra  curva  MC 
tale,  che  la  relazione  delle  ordinate  PQ,  PM,  PN 
rifpetto  ad  un  qualunque  punto  M  fra  efpreffa  da  una 
qual  fi  fia  equazione  ,  e  fi  dimandi  la  tangente  MT  di 
un  qualunque  punto  M.  Si  conduca  pS  infinitamente^» 
proliima  a  PN ,  e  le  NS ,  MR  ,  0  parallele  ad  AB9 

e  ila  PE-s,  PF-t,  cognite  per  la  fuppofiziono  , 
P  Q  —  x  ,  P  M  —  y  ,  PN—  z.  Per  la  fimilitudine  des 
triangoli  QPE ,  qOQ  ,  farà  Q  0  —  sdx  —  MR  —  NS  ,  e 

X  ,  -, 

per  la  fimilitudine  de’  triangoli  mRM  ,  MPT  ,  fa- 


analìtiche  lib.  ir.  497 

là  PT-syix  ,  forinola  della  fottotangente;  ma  perchè 

xdy 

differenziando  l’equazione  della  curva  MC  9  a  fine  di 
avere  il  valore  della  dx  da  ioiìituirfi  in  effa  forinola-.  , 
farà  egli  dato  per  dy  ,  e  dz  ,  non  fi  averà  effa  fottotan¬ 
gente  in  termini  finiti  .  Si  rifletta  adunque  ,  che  i  trian¬ 
goli  limili  NSn,  NPF  ci  danno  NP,  PF  :  :  nS,  SN, 
cioè  z  ,  t  ±zdz  ,  SN  zz  i:  tdz  (  cioè  il  fegno  pofiti- 

Z 

vo  alla  dz  ,  fe  crefcendo  x ,  ed  y ,  crefce  la  z  ;  ed  il  fe¬ 
gno  negativo. ,  fe  crefcendo  x  ,  ed  y  ,  la  z  cala  )  .  Ma 
è  anco  SN  zz  sdx  ,  dunque  +;  tdz  =  sdx  ,  e  però 

X  Z  X 

dz  —  szdx  .  Pollo  adunque  in  luogo  di  dz  quefio  va- 

tx 

lore  nell’  equazione  differenziata  della  curva  MC  ,  fi 
averà  un  valore  di  dx  dato  per  dy  ,  il  quale  foftituito 
nella  formola  della  fottotangente  sydx  farà  fvanire  le_, 

xdy 

differenze  ,  e  la  fottotangente  farà  efpreffa  in  termini 
finiti  . 

ESEMPIO  T. 

50.  Sia  xz  =  yy  l’equazione  della  curva  MC  ; 
differenziando  farà  z dx  +-  xdz  —  zydy  ,  e  foffituito  in_. 
luogo  di  dz  il  valore  szdx ,  farà  zdx+z  szdx  —  zydy  , 

tN  t 


e 
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e  però  dx  —  ttydy  ;  nella  formola  della  fottotangente^ 


tz  ±.  sz 

sydx  furrogato  per  tanto  ,  in  luogo  di  dx  y  quello  va- 

xdy 

lore  ,  farà  PT —  2 styy  ~  2 st  s  quando  fi  ponga 

tzx  +z  szx  t±:s 

in  vece  di  yy  il  valore  xz  .  Sia  ora  la  curva  AQC  una 
parabola  del  parametro  —  b  ;  la  curva  BCN  un  circola 
del  diametro  AB  —  ia»  Se  adunque  il  punto  N  cade_» 
nella  periferia  del  primo  quadrante  principiando  da  A  s 
in  cui  la  dz  è  pofitiva ,  la  forinola  della  fottotangente_* 
pT  farà  2st  ,  e  la  fottotangente  del  circolo  farà 
t  4-  r 

zaq  —  cfq  —  t  (  chiamata  AP  ~q) ,  e  quella  della  para- 


a  —  q 

boia  farà  2 q  —  s  ;  podi  adunque  quelli  valori  in  luogo 
di  t ,  e  di  s  nell"  efpreffione  2 st  ,  avremo  PT  ~ 

£  - f—  r 


Saq  —  4 qq  * 


4^  —  3? 


Che  fe  il  punto  N  cade  nella  periferìa  dell’altro 
quadrante  ,  farà  dz  negativa  ,  e  la  formola  della  fotto¬ 
tangente  PT  farà  ist  ;  ma  in  quello  cafo  la  fotto- 

t — s 

tangente  del  circolo  è  lag — gg  —  t,e  della  parabola-. 


q  —  a 


rimane 
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rimane  iq~  s  ,  e  però  fatte  le  fotlituzioni  de’  valori  di 
t ,  e  di  j-  nell’ efpreflione  zse  ,  avremo  PT—Saq  —  47^, 

Jf — J  — 

come  nel  primo  cafo  . 

52.  Ma  quando  fiali  denominata  AP  ,  effendo 
A  Q  una  parabola,  farà  PQ  —  x~\/bq;  ed  effendo 
BCN  un  circolo  ,  farà  PN  zz  z  —  Vzaq —  qq  ,  adunque 

l’equazione  yy—zx  della  curva  AfC  farà  yy~  q  2 ab  —  bq, 
e  data  cosi  l’equazione  per  le  due  coordinate  AP y  P M , 
troveraffi  la  fottotangente  PT  con  le  folite  ordinarie  for¬ 
inole  ydq  .  Differenziando  adunque  l’equazione  yy  — 

dy 

qyzab  —  bg  ,  farà  ydy  —  4 abdq  —  %bqdq  ;  quindi  molti- 

4  V  z  ab  —  bq 

plicando  per  y  il  numeratore  ,  e  denominatore  della— 
forinola  ydq  ,  onde  fia  yydq  ,  e  foffituendo  in  luogo  di 

dy  ydy 

yy  ,  e  di  ydy  i  rifpettivi  valori ,  farà  yydq  —  8 aq  —  4 qq  — 

ydy  4a—iq 

PT ,  come  prima» 

53.  Sia  più  generalmente  xm  zn  =y  w+“Hl#equazio= 
ne  della  curva  MC,  differenziando  farà  mznxm  —  ldx  +* 

z”—1  dz  —  m  -b  n  X  ym+"  1  dy  9  e  ponendo  in— 

luogo 


5oo  INSTITUZIO  NI 

luogo  di  dz  il  valore  ±:  szdx  ,  farà 

toc 

tmzn  xm-~  1  dx ±.  snxm~‘ 1  z ndx  zz  m  +-  n  X  Jm  ldy9 

t 

e  però  dx  —  mt  **  ntY. ym*~n— 1  dy  ;  adunque  PT  =' 
mt±,ns  X  znxm~~l 

sydx  —  m?  4-  «r?  X  JV  m  ■*“  ”  zz  mrf  4-  »  quando  fi  ponga 

“T£^  mtlzns  \zn  xm  mt  —  ns 
in  luogo  di  ym-^n  ]\  valore  xm  zn  . 

54.  Se  le  due  curve  AC,  BCN  diverranno  linee 
rette,  nel  cafo  dell’equazione  femplice  xz  =yy  della-, 
curva  AfC  farà  effa  una  delle  Sezioni  Coniche  d’Apollonio, 
come  fi  è  veduto  al  Lib.  I.  Cap.  III.  num.  135. ,  cioè 
un  Elliffi  quando  l’ordinata  CD  cade  fra  i  punti  A , 
B  ;  un’Iperbola  quando  cade  dall’ una  ,  o  dall’altra  par¬ 
te  ;  ed  in  fine  una  Parabola  quando  i  punti  A  ,  B  fo¬ 
no  infinitamente  lontani  l’uno  dall’altro  ,  cioè  quando 
l’una  delle  rette  linee  AC ,  BC  è  parallela  al  diame¬ 
tro  .  Da  ciò  manifefiamente  fi  vede  ,  che  nelle  fteffe_» 
circofianze  faranno  le  medefime  curve  coniche  ,  ma  di 
grado  fuperiore  in  infinito  ,  quando  l’equazione  alla.* 
curva  MC  fia  la  generale  xm  zn  zz  ymJr  « . 

55.  Data  la  curva  AP  (  Fig.  37.  )  con  l’origine^ 
in  A  ,  di  cui  fi  fappia  condurre  la  tangente  ,  fia  un’ 
altra  curva  CM  D  tale  ,  che  condotta  da  un  punto  dato 


F 
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F  la  retta  FMP  in  qualunque  modo,  la  relazione  di 
FM  alla  porzione  AP  Ha  efpreffa  da  un’ equazione-» 
qualunque  ,  e  debbafi  ritrovare  la  tangente  della  curva 
CMD  . 

Sia  PH  tangente  della  curva  APB  nel  punto  P  , 
e  il  conduca  FH  normale  ad  FP  ,  ed  Fp  infinitamen¬ 
te  proffima  ,  e  col  centro  F  fi  deferivano  gl’  archetti 
infinitefimi  MR,  PO,  e  la  ricercata  tangente  della-, 
curva  CMD  fia  MT .  Si  chiamino  PH—t,  FH  —  s , 
FM~y  ,  FP  ■—  z  ,  e  l’arco  AP—x.  Poiché  per  gl’ar- 
chi  infinitefimi  pollono  aflumerfi  i  loro  feni  retti  ,  farcì 
il  triangolo  MRm  rettangolo  in  R  ,  e  perchè  l’angolo 
MmR  non  è  diverfo  dall’angolo  TMF ,  fe  non  per 
l’angolo  infinitefimo  MFm  ,  fi  potranno  confiderare  fi- 
mili  i  due  triangoli  MRm  ,  T  FM ,  e  per  la  flefia  ra¬ 
gione  fìmili  i  due  triangoli  POp  ,  HFP  ;  adunque  farà 
ni  R  ,  RM::MF,  FT ,  cioè  dy,MR::y,  FT ,  ed 
FT ~  MRXy  ,  onde  per  avere  il  valore  di  FT  con- 

dy 

viene  avere  prima  quello  di  MR  ,  che  fi  averebbe  ,  fe 
fofie  nota  PO  ;  ma  per  i  triangoli  fienili  PFH ,  POp  , 
farà  P  H  ,  FH  ::  Pp  ,  PO  ,  cioè  t,  s  ::  dx  ,  0  P  ~sdx0 

t 

e  per  i  fettori  finali  FPO,  FM R ,  farà  FP,  PO  ::  FM, 
MR  ,  cioè  z  ,  sdx  :  :  y  ,  MR  —  sydx  ,  quindi  FT ~ syydx , 

t  zt  tzdy 

forinola  della  fottotangente  ;  la  quale  ,  fe  fi  foftituifca_, 
Tom.  IL  K 


in 
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luogo  di  dx  il  valore  dato  dall’equazione  differenziata-. 

della  curva  CMD ,  farà  efprefla  in  termini  finiti  . 

ESEMPIO  I. 

5<?.  Sia  il  circolo  ABCD  (  Fig.  38.  )  del  centro 
H,  raggio  HA,  t  mentre  il  raggio  HA  fiifo  nel  cen¬ 
tro  fi  muove  uniformemente,  defcrivendo  il  punto  A  la 
periferia  AB  CD  ,  fi  muova  il  punto  H  uniformemente 
fui  raggio  HA  in  modo  ,  che  rellituitofi  il  raggio  nel¬ 
la  prima  Umazione  HA  il  punto  H  abbia  percorfo  tutto 
il  raggio  ,  e  fia  in  A  ;  defcriverà  il  punto  H  la  curva 
HEc  A  ,  che  dicefi  la  Spirale  di Archimede  .  Dalla  gene¬ 
razione  di  quella  curva  è  facile  a  vedere  ,  che  un  qua¬ 
lunque  arco  A  B  del  circolo  farà  alla  corrifpondente_* 
porzione  HE  del  raggio  ,  come  tutto  il  circolo  a  tutto 
il  raggio  .  Chiamato  adunque  il  raggio  ~  r  ,  la  perife¬ 
ria  del  circolo  —c,  l’arco  AB—x,  e  l’ordinata-. 
HE  —y  ,  farà  x  ,  y  ::  c  ,  r  ,  e  però  y  —  rx  ,  equazione 

c  ^ 

della  fpirale  ,  in  cui  le  ordinate  fono  dal  punto  fido  H. 
Ciò  prandio  ,  fi  voglia  la  tangente  E  T  della  fpirale-.  : 
poiché  in  quello  cafo  la  FP  della  Fig.  37.  è  il  raggio 
HB  del  circolo,  farà  z—r,  e  le  due,  PH  tangente, 
ed  FH  fottotangente  ,  nella  fieda  Fig.  37.  fono  in_. 
quella  ambedue  perpendicolari  al  raggio  HB  (per  hu. 


natura 


ANALITICHE  LIB.  IL  503 

natura,  del  circolo  )  ,  ed  in  confeguenza  tra  laro  paral¬ 
lele  ,  e  però  eguali  ;  onde  farà  &  ut  >  adunque  la  for¬ 
inola  generale  syydx  farà  in  quella  cala  yydx  ;  quindi 

tzdy  ydy 

,  differenziando  l’equazione  y—rx  ,  farà  dy  —  rdx  ,  e  fo- 

c  c 

(limito  nella  formola  il  valore  di  dx  farà  effa_., 
cyynHT ;  o  pure  pollo-  in  luogo  di  y  il  valore  rx%  ■ 

YT  C 

farà  xy  —  HT*.  Defcritto  adunque  col  centro  H  ,  rag- 

T 

gio  HE  —  y  l’arcò  EQ,  e  prefa  Hf  eguale  all’arco  EQ% 
farà  elfa  la  fottotangente  ,  perchè  per  la  fimiiitudine  de* 
fettori  HEQyHBA,Aa.vsLHA%AB::HQJ  QE  ;  cioè 
r,  x  ::y  »  QE  —  xy  . 

K 

Se  in  luogo  di  edere  1*  equazione  y  =  rx  ,  fia^ 

C 

ym—rmx  ,  cioè  la  periferìa  all’arca  A  B  y  come  una_*. 

c 

qualunque  poteHà-w  intiera  ,  o  rotta  del  raggio  ad  egual 
potedà  dell’ordinata,,  differenziata  l’equazione,  ci  darà 
dx  —  mcyrn'~~  1  dv  ,  ed  ydx  —  mcy m  dy  -r  e  fatta  la  follitn- 


,  m 


m 


zione  nella  formola  yydx  della  fottotangente  farà  effa 

rdy 

mcymjrx  ~HT,  ma  ym n  r mx  ,  dunque  mxy  —  HT n 

vm+-1  q  r 

mX E Q»  K  2 
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57.  Più  femplice  fi  averà  la  formola  della  fottotan- 
gente  ,  fe  l’equazione  della  curva  APB  ( Fig .  37.  )  fìa  data 
dalla  relazione  di  FM  ad  FP  ;  poiché  i  triangoli  limili 
pOP,  P FH,  ci  danno  PO~sdz,  ed  i  lettori  limili  FPO, 

Z 

F  MR  ci  danno  MR  -  sydz ,  e  finalmente  i  triangoli  fimi- 

ZZ 

li  MRm,  TFM  ci  daranno  FT—syydz. 

zzdy 

ESEMPIO  II. 

58.  Sia  la  curva  CMD  al  di  Copra  di  APB  ,  il  che 
non  fa  alcuna  alterazione  (Fig.  39.)  ,  ed  APB  fia  una_. 
retta  linea,  ed  FM,  FP  fieno  Tempre  diverte  fra  loro  per 
la  della  quantità,  cioè  PM  collante  ~  a,  fava,  y  —  z  —  a 
l’equazione  della  curva,  che  è  la  Concoide  di  Nicomede,  il 
di  cui  polo  F ,  ed  AB  l’afìntoto.  Differenziando  l’equazio¬ 
ne  ,  farà  dy  —  dz,  quindi  la  fottotangente  FT—syy. 

ZZ 

Condotta  adunque  ME  parallela  a  P  A  ,  ed  MT  pa¬ 
rallela  a  PE,  farà  MT  tangente  della  curva  in  M\  im¬ 
perciocché  farà  F A  — s ,  FE  —  sy ,  ed  FTzz  syy  . 

Z  ZZ 

59.  Data  all’ affé  E  A  T  la  curva  qualunque  AM  ,' 
(  Fig.  40.)  di  cui  fi  fappia  condurre  la  tangente  Mtì  ad 
un  qualunque  punto  M,  e  dato  fuori  della  curva  il  punto 
F ,  da  cui  fia  condotta  la  retta  FP M;  fe  s’immagineremo, 

che 
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che  aggirandoli  la  retta  FP  M  fui  punto  F  immobile^  , 
faccia  muovere  falla  retta  ET  il  piano  PAM  fempre  pa¬ 
rallelo  a  fe  fieflò  ,  rimanendo  la  intercetta  P  A  fempre  la 
ftelTa  :  il  punto  M ,  che  è  la  comune  interfecazionè  delle 
due  linee  F M ,  AM,  defcriverà  con  quello  moto  una  cur¬ 
va  CMD ,  di  cui  fi  domanda  la  tangente. Si  muova  il  pia¬ 
no  P  A  M,  e  nel  primo  filante  arrivi  nella  porzione  infi¬ 
nitamente  proffima  pam;  e  fi  conduca  SRm  parallela  ad 
ET*.  La  fimilitudine  de’ triangoli  M  Rm,  MHT  ci  dareb» 
be  la  retta  HT,  che  determina  la  tangente  ricercata  ,  fe_» 
follerò  noti  i  lati  MR,  Rm.  Per  averli  adunque,  chiamata 
F P ,o  Fp  —  x;  FM,o  Fm  —y , P p  —  dz , e  le  note  PA  —  a , 
MH—t,  PH~s;  egli  è  chiaro,  che  farà  Pp  —  Aa —  Rm  — 
dz,  e  per  i  triangoli  limili  FPp,  F  Sm  farà  Fp,Pp  ::  F  m, 
Sm ,  cioè  x,  dz  :: y  ,  Sm  — ydz ,  dunque  SR—ydz —  xdz; 

OC  x 

e  per  i  triangoli  Cimili  MPH,  MSR,hrk  HP,  HM:: 
RS,  R  M  ,  cioè  s  ,  t  :  :  ydz  —  xdz ,  MR  —  tydz  —  txdz  ; 

X  S  X  • 

finalmente,  per  i  triangoli  Cimili  MRm  ,MHT ,  farà  MR, 
Rm  :  1  MH,  HT,  cioè  tydz  —  txdz ,  dz  :  :  t ,  Ht  =  sx  . 

S  X  y  —  x 

Dal  punto  F  Ci  conduca  FE  parallela  alla  tangente 
MH ,  e  fi  prenda  HT  —  P  E ,  tirata  T M,  farà  efia  tan¬ 
gente  della  curva  nel  punto  M  .  Imperocché  per  i  trian¬ 
goli  Cimili  P  MH,  P  FE,  farà  P  M,  P  H  ::  P  F,  PE ,  cioè 
y  — ;  x  ,  s  :  :  x  ,  sx  —  PE  —  HT. 

60. 


y-X 


5o6  INSTLTUZIONt 

do.  E’  fiato  dimofirato  ai  num.  Gap.  III.  Lib.  T. 
che  fe  la  linea  AM  folle  una  retta,  la  curva  CMD  fa¬ 
rebbe  l’iperbola,  che  averebbe  ET  per  uno  de’  due^ 
aiintoti ,  Se.  A  M  folle  un  circolo  col  centro  P ,  lai  curvai 
CMD  farebbe  la  Concoide  di  Nicomede  ,  il  di  cui  polo 
F  ,  e  l’afmtoto  ET.  E  fe  finalmente  A  M.  folle  una  para¬ 
bola,,  la  curva  CMD  farebbe  la.  Compagna  della  P arabo » 
Ioide •  dì  Carte  fio ,  cioè  una  delie  due  Concoidi  Paraboliche . 

di.  Al  diametro  AP  ( Fig .  41.)  Ila  una  curva  qualun¬ 
que  AN a  cui  fi  fappia  condurre  la  tangente  ,  ed  uiu 
punto  fillo  F  fuori  di  lei ,  e  fia.  un”  altra  curva  CMD  tale,, 
che  condotta  ,,  come  fi  vuole  ,,  dal  punto  F  la  retta,», 
FMPN la  relazione  tra  FN  „  FP  „  ed  FM  fia  ef- 
prella  da  un'  equazione  qualunque  ;;  fi  dimanda  la  tan¬ 
gente  M.T  di  un  qualunque  dato  punto  M.. 

Per  lo  punto  F  fi  conduca  HK  perpendicolare  ad1 
FN ,  che  incontra  in  K  il  diametro  AP  prodotto  ,  ed 
in  H  la  tangente  data  NH  ..  Sia  FQ  infinitamente 
proffima  ad  F  N  e  col  centro  F  lì  deferivano»  gl’ archi 
MR  ,  Po  ,  NQ.  Chiamate  F K  =-s  FH~t ,  FPzzx% 
FM  —  y  ?  FN—  z  ,  farà  mR  —  dy ,  po  —  dx  5,  Qn  — — dz% 
e  per  la.  fimilitudine  de'  triangoli  NQn  „  NFH ,  farà 
NQ  - — tdz  ;  e  per  la  fimilitudine  de’  fettori  FNQ  % 

Z. 

FMR  a  farà  MR  =  —  tydz e  finalmente  %  per  la  fimi- 
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litudine  de’  triangoli  MRm ,  MFT ,  farà  FT  z: — yytdz , 

forinola  ricercata  della  fottotangente  .  Ma  qui  pure  fi 
rifletta ,  che  differenziando  l’ equazione  della  curva  ,  ii 
valore  di  dy  da  foflituirfi  nella  forinola  farà  dato  per 
dx  ,  e  dz  ,  quindi  non  fpariranno  i  differenziali  ;  tutta¬ 
vìa  però  la  fimilitudine  de"  fet.tori  FNQ,  FPo  ci  darà 
Po  =  —  txdz,  e  la  fimilimdine  de’ triangoli  Pop,  PFK. 

zz 

•  l'analogìa  dx  ,  — txdzwx  ,  s?  quindi  l’equazione^ 

zz  . 

szzdx  —  —  txxdz  ,  e  però  - — dz  —  szzdx  ;  pollo  adun- 

txse 

que  nella  formola  della  fottotangente  il  valore  di  dy  , 
cavato  dall’  equazione  differenziata  della  curva ,  indi  in 
luogo  di  dz  quello  valore  ,  fpariranno  le  differenze  ,  e 
fi  averà  la  fottotangente  in  termini  finiti  , 

Se  la  linea  AP  in  luogo  di  effer  retta  foffe  una^ 
curva,  condotta  la  tangente  PK,  col  medefimo  difcor- 
fo  fi  troverebbe  lo  fleffo  valore  della  fottotangente  FT „ 

ESEMPIO, 

6t.  La  curva  AN  (  Fìg.  42.  )  fìa  un  circolo,  il 
quale  paffi  per  Io  punto  F ,  ed  in  tal  modo  pollo.,  che 
conducendo  dal  puto  F  la  FB  normale  ad  A  P  prodot¬ 
ta  ,  effa  palli  per  lo  centro  G  di  effo  circolo  ,  e 

fem- 
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lenfpre  PN  eguale  a  PM,  la  curva  CMD  della  Figli- 
ra  antecedente,  cioè  FMA  in  quella  farà  la  Ciffoide^ 
di  Diocle  ,  la  di  cui  equazione  farà  z  +-y  —  ix  .  Diffe¬ 
renziando  adunque  avererao  dz  -h  dy  zz  2 dx  ,  e  però 
dy  —  2 dx  —  dz  ,  e  pollo  in  luogo  di  iy  quello  valo¬ 
re  nella  formola  yytdz  della  fottotangente  ,  farà 

zzdy 

—  yytdz  ,  e  finalmente  furrogato  in  luogo  di  —  dz 

zzzdx  — ■  zzdz 

il  valore  szzdx  ,  averemo  styy  =  FT* ,  fottotan- , 

jw»  ztxx  4^  szz 

gente  ricercata  . 

Egli  è  chiaro  ,  che  fe  il  punto  M ,  di  cui  fi  vuole 
la  tangente  ,  cadeffe  nel  punto  A ,  e  (Tendo  in  quello 
cafc  KH  normale  ad  FA  ,  farebbe  F N  ~  FP  zz  FM~ 

FA  zz  FK  —  FH  ;  "e  però  FT  zz  ~  x  zz~  AF  . 

<53.  Troverai!!  forfè  più  fpeditamente  la  fottotan¬ 
gente  della  Ciffoide  per  mezzo  della  folita  formola  del 
num.  30.  ;  poiché  ,  condotte  le  NE  ,  ML  perpendico¬ 
lari  ad  FB  ,  e  chiamando  FB  zz  2a  ,  FL  zz  x  ,  L  Mzzy  ? 
per  la  proprietà  della  curva  F M A  farà  BE  zz  FL  —  x  9 

e  per  la  proprietà  del  circolo  ,  farà  EN  —  Vzax — -xx, 
ed  i  triangoli  -  Amili  FLM  ,  FEN  daranno  FL  , 
l  M  :  :  FE  ,  EN ,  e  però  FL,  LM::  EN ,  FB,  cioè 

%  y  ;;  v  2cìx  —  xx  ,  x  ;  quindi  y  zz  xx  ,0 

icix  —  XX 

fia 
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ila  yy  ~  xi  ,  equazione  della  curva  FMA;  differen- 

2 a*-~  x 

ziando  adunque  averetno  zydy  —  6axxdx  —  2 xì dx  , 

- —  7. 

za  —  x 

\ 

prefa  la  formola  lolita  ydx  ,  e  fatte  tutte  le  foftituzioni , 

dy 

-  2. 

farà  ydx  ~ yy  X  za  —  x  —  LO  —  2 ax  — xx }  fe  fi  pon- 

dy  iaxx  •—  x 3  3«—  x 

ga  in  luogo  di  yy  il  valore  „v5 

za  —  x 

64.  Sieno  due  curve  AN  B,  CP  D,  (  Fig.  43.  )  ed 
una  retta  FK ,  ed  in  effe  tre  punti  fidi  A  ,C ,  F;  fia_. 
in  oltre  la  curva  E  MG  tale  ,  che,  condotta  per  un  qua¬ 
lunque  punto  M  di  efla  la  retta  FMN  dal  dato  punto  Fs 
e  dal  punto  M  la  retta  MP  parallela  ad  F  K  ,  la  rela¬ 
zione  dell’arco  AN  all’arco  CP  venga  efprefla  da  un’ 
equazione  qualunque  .  Si  dimanda  la  tangente  della., 
curva  EG  nel  punto  M. 

Sia  MT  la  ricercata  tangente,  che  incontri  in  T  la 
retta  FK  prodotta,  fe  fa  bi fogno ,  e  dal  punto  T  fi  tiri 
TH  parallela  ad  FM ,  e  per  lo  punto  M  fi  conducano 
MRK  parallela  alla  tangente  in  P  ,  ed  MOH  parallela 
alla  tangente  in  N,  e  lìa  FmOn  infinitamente  proffima 
ad  FN.  Chiamate  FM-s  ,  FN  ~  t ,  MK=  u,  e  gli 
archi  AN-y ,  CP~x ,  e  però  Nn-dy,  Pp~dx,  farà 
per  i  triangoli  fimi-li  FNn ,  F  MO,  FN,  Nnr.FM , 

MO , 


Tom.  IL 
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MO,  cioè  t ,  dy  s  ,  MO-sdf,  e  per  i  triangoli  fi- 

t 

mili  M  m  R9  MTK;  ed  MO  m,  MHT,  farà  M  R, 
Mm  ::  MK,  MT\  ed  Mm,  MO  ::  MT ,  MH;.  dunque 
farà  anche  MR  ,  MO  ::  MK,  MH,  cioè  dx ,  sdy  :  :  «, 

t 

,  M  H  ~  usdy  .  Quindi  differenziando  l’equazione  data~,  , 

tdx 

averemo  il  valore  di  dy  dato  per  dx  -,  e  fatta  la  folli  tu- 
zione  ,  farà  MH  efprefTa  in  termini  finiti .  Prefa  adun¬ 
que  MH  eguale  al  ritrovato  valore  ,  e  parallela  alla  tan¬ 
gente  in  N  della  curva  A  NB  ,  e  condotta  HT  paralle¬ 
la  ad  MF ,  fe  dai  punto  M  il  tirerà  al  punto  T  la  retta 
TM,  farà  effa  tangente  nel  punto  M  della  curva  EMG • 

t 

ESEMPIO. 

65.  La  curva  JNB  (  Fig .  44.)  fia  un  quarto  di  cir¬ 
colo,  il  di  cui  centro  F ,  e  C  P  D  della  Fig.  43.  fia  il 
raggio  A  P  F  della  Fig.  44.  perpendicolare  alla  retta^ 
FKTB  ,  e  fi  conduca  la  tangente  A R  .  S’intenda  aggi¬ 
rarli  equabilmente  il  raggio  FA  intorno  al  centrò  F,  e 
nello  fìeflb  tempo  muoverfi  equabilmente  la  tangente  A  R 
fempre  parallela  a  fe  della  verfo  F  B  in  modo  ,  cho 
quando  il  raggio  FA  cade  in  FB,  cada  pure  in  FB  la 
tangente  AR  ,  Con  quello  moto  il  punto  M ,  che  è  la 
interfeeazione  dei  raggio  ,  e  della  tangente  ,  deferiverà 
la  curva  AMG ,  che  chiamali  la  Quàdratrice  di  Dino - 
firate  .  Dalla 
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Dalla  generazione  di  quella  curva  è  chiaro  ,  che_* 
farà  l’arco  AN  all’ intercetta  AP  ,  come  il  quadrante 
AB  al  raggio  AFy  chiamando  adunque  AN—y , 
A P  —  x ,  AB  —  a,  AF  —  r,  farà .rj  ~  ax ,  e  dy  —  adx , 

r 

dunque  follituendo  quello  valore  di  dy  nella  forinola  usdy , 

tdx 

farà  MH  —  asu  ;  ma  in  quello  cafo  FN  è  il  raggio  del 

rt 

circolo  ,  ed  MK  ~  AF — AP ,  dunque  t  —  r,u—r —  x , 
quindi  MH  —  asr — ■  asx  —  as  —  sy  ,  pollo  in  luogo  di 

vr  r 

ax  il  valore  ry  dato  dall’equaaione  .  Dii  punto  M  fi  alzi 
MH  normale  ad  FM ,  ed  eguale  all’arco  MQ  defcrit- 
to  col  centro  F,  raggio  FM,  e  fi  tiri  HT  parallela  ad 
FM,  farà  MT  tangente 'della  quadratrice  nel  punto  M\ 
imperocché,  per  i  fettori  Umili  FNB,  FMQ_,  farà  FN, 
NB  ::  FM,  MQ  ,  cioè  r,  a—y  ::  s,  MQ  -gs  —  sy  = 

r 

MH. 

66.  Sieno  due  curve  BN,  FQ ,  (  Fig.  45.  )  delk_> 
quali  fi  làppìano  condurre  le  tangenti,  e  che  abbiano 
per  alfe  comune  la  retta  B  A,  in  cui  fieno  due  punti 
filli  A,  E  ,  e  fia  un’altra  curva  LM  tale ,  che  condotta 
per  un  qualunque  punto  M  di  elfa  la  retta  ÀMN; 
dcfcritto  col  centro  A ,  raggio  A  M,  l’arco  MG  ;  e  dal 
punto  G  abballata  GQ  normale  ad  sAG,  fa  datala  re- 

L  2 


lazione 
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lazione  de'  fpazj  ANB,  EFQG,  e  delle  linee  A  Af ,  A  N, 
QG  per  mezzo  di  un’ equazione  qualunque  .  Si  ricerca 
la  tangente  della  curva  LM  nel  punto  M. 

Condotta  la  retta  ATH  perpendicolare  ad  AMN, 
fia  un’altra  Amn  infinitamente  profittila  ad  AMN ,  e 
l’arco  {mg),  e  la  perpendicolare  (gq) ,  quindi  col  centro^ 
defcritto  l’archetto  NS ,  fi  chiamino  le  fottocangenti  da¬ 
te  HA— a  ,  GKzzb  ,  e  fia  AM—y ,  AN—z ,  GQ  —  u  , 
e  gli  fpazj  EGQF  —  s  ,  ANB  —  t,  farà  Rm  —  Gg  —  dy , 
Sn~dz,  ed  a  cagione  de’ triangoli  Ornili  KGQ  ,  Qoq , 
farà(oq)  —  —  du—udy ,  e  per  i  triangoli  limili  HAN, 

~~b~ 

NSn  ,  farà  SN  ~  adz  .  Lo  fpazio  GQqg  fi  può  pren- 

Z 

dere  per  lo  fpazio  GQog,  perchè  la  differenza  loro 
Qoq  è  quantità  infinitefima  del  fecondo  ordine.,, 
onde  farà  GQqg  —  udy  —  —  ds  ;  così  pure  farà 
ANn  —  ~ANX  NS  —  \  adz  —  —  dt .  Sofiituiti  per  tan¬ 
to  nella  differenza  dell’equazione  propolla ,  in  luogo  di 
du ,  ds,  dt ,  quelli  valori  ,  averemo  un’  equazione  ,  da 
cui  fi  caverà  il  valore  di  dz  dato  per  dy  .  Ora  per  i 
fettori  limili  ARM,  A  NS,  farà  MR—  aydz  ,  e  per  i 

zz 

triangoli  limili  mRM ,  MAT ,  farà  AT  ~  ayydz for- 

zzdy 

mola  della  fottotangente  ,  in  cui  fe  fi  follituirà  ,  in_ 
luogo  di  dz  ,  il  valore  dato  per  dy  dall’equazione  della 

curva  3 
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curva  j  fpariranno  le  differenze  5  e  la  fottotangente  farà 
data  in  termini  finiti  . 

ESEMPIO. 

<57.  Lo  fpazio  E  GQF  fia  doppio  di  AB N  , 
cioè  s  —  zt  ,  farà  ds  —  idt  ,  ma  ds  =  —  udy  , 
e  dt  —  —  |  adz ,  dunque  farà  udy  zz  adz  ,  e  dz  =  udy  , 

4! 

dunque  la  fottotangente  AT  zz  uyy  . 

zz 

La  curva  £  AT  fia  un  circolo  del  centro  A ,  raggio 
AN  —  c  9  quindi  z—c ,  e  la  curva  FQ  fia  un’  iperbole 
dell'  equazione  uy  —jf  ,  farà  la  fottotangente  AT  —ffy  „ 

cc 

cioè  la  ragione  di  AM  ad  AT  collante.  La  curva  LM 
(  Fig.  46.  )  chiamafi  in  quello  cafo  la  Logaritmica  fpirale . 

E’  chiaro  3  che  la  curva  LM  farà  infiniti  giri  pri¬ 
ma  di  giungere  nel  punto  A  ;  imperocché  quando  il 
punto  G(Fig.  45.)  arriva  in  A9  lo  fpazio  s  farà  infinito,  come 
vedraflì  nel  calcolo  integrale  ,  dunque  dovrà  edere  infi¬ 
nito  anche  lo  fpazio  t ,  che  non  può  efferlo  5  fe  non_. 
dopo  infiniti  giri  del  raggio  AM. 

<58.  R  mane  per  ultimo  da  confìderarfi  un  cafo  par¬ 
ticolare  delle  tangenti  .  Si  è  veduto  ,  che  offenda 
le  coordinate  di  una  curva  qualunque  x  ,  ed  y ,  la  for¬ 
inola  generale  della  fottotangente  è  ydx,  o  xdy  ,  fecon- 

ày  dx 


do 
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do  che  la  y  ,  o  la  ,r  fa  figura  di  ordinata  ;  e  però,  diffe¬ 
renziata  l’equazione  della  curva,  fe  da  effa  fi  ricavi  il 
valore  della  dx  ,  o  della  dy  ,  quello  valore  furrogato 
nella  formola  generale  ci  fomminiftra  una  frazione  in_. 
termini  tutti  finiti ,  la  quale  è  l’ efpreffione  ,  o  valore 
della  fottotangente  per  un  qualunque  punto  della  pro- 
poffa  curva  .  Che  fe  fi  vuole  la  fottotangente  per  uru, 
determinato  punto  della  curva  ,  niente  altro  fi  deve  fa¬ 
re,  che  fofiituire  nella  frazione  in  luogo  delle  x,  ed  y 
i  valori  ,  che  effe  anno  nel  dato  punto  .  Ma  accade  al¬ 
cuna  volta  ,  che  fofiituendo  in  luogo  di  x ,  o  di  y  un 
determinato  valore  nella  frazione  ,  che  efprime  la  fotto¬ 
tangente  ,  o  ila  nel  rapporto  della  dx  alla  dy  cavato 
dall’equazione  differenziata  della  curva,  tutti  i  termini 
nel  numeratore,  e  denominatore  di  effa  fvanifcano,  e 
così  ne  provenga  dx  —  o  ,  e  però  anco  la  fottotangen- 

dy  o 

tc  =  o  ,  dal  che  però  non  fi  deve  inferire  ,  che  effa-, 

e 

fia  nulla  in  quel  punto . 

Sia  per  un’ efe rupia  la  curva 

y  4  ■— Ray 3  — 1 2 axyy+-  \  6aayy+-  48 aaxy*-  4 aaxx—tya 5  x~os 
c  fra  y  l’ affida  ,  x  l’ordinata  ,  e  però  xdy  la  formola_» 

dx 

della  fottotangente  .  Differenziando  adunque  l’equazione, 
averemo  dy  ~  3 ayy — \iaay — iaax-^\6gì  ,  elafot- 

dx  yi  —  óayy —  6axy  +-  8 aay  +-  1 2 aax 


totan° 
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totangente  xdy  —  ^axvy  —  12 aaxy  — •  zaaxx  +-  i6alx  ; 

dx  y  3  ■ —  <54yj/  —  óÙvy  +•  8<2i2jy  +-  I  2$dW 

ma  fé  fi. vuole  la  fottotangente  di  quel  punto  di  curva , 
a  cui  corrifponde  l’ affilia  y~za  ,  efiendo  in  quello  calo, 
per  la  data  equazione  ,  anche  x  zz  za ,  fatte  le  fofiitu- 
zioni  nella  frazione  ,  che  efprime  il  rapporto  della  dx 
alla  dy ,  fi  trova  egli  e  fiere  1  za*  ■ — 24  ai — 4r-n^!  , 

Sa 3  — 24 a 3  — 24^ 3  +-  \6a3  4-  24 a  3 
cioè  o  ,  perchè  tutti  i  termini  fi  difiruggono  ,  e  però 

O 

anco  la  fottotangente  in  quel  punto  22  o  ,  il  che  nulla  ci 

,  O 

fa  fapere  3  quantunque  allo  flefiò  punto  corrifponda  be- 
niffimo  la  fottotangente,  anzi  due . 

6y.  Accaderà  infallibilmente  quello  calo  ogni  qual 
volta  la  curva  abbia  più  rami  ,  che  s’incontrino ,  e  fi 
voglia  la  tangente  nel  punto  del  concorfo  ;  ed  in  fatti  la 
curva  NOPQR  (  Fig.  47.  )  dell’equazione  propofia  à  i 
due  rami  OP  ,  MQ  ,  che  fi  tagliano  nel  punto  G  ,  a_ 
cui  appunto  corrifponde  y~za  ,  efiendo  OT  falle  del¬ 
le  y  ,  ed  il  principio  in  0,  ed  x  —  za3  prefe  le  x  nell’ 
alfe  0  Q  . 

Per  rendere  ragione  di  quello  cafo,  balla  avvertire 
due  cofe  :  la  prima  ,  che  nel  punto  del  concorfo  di  di¬ 
vertì  rami  di  curva  diverfe  radici  dell’equazione  fi  fan¬ 
no  eguali  tra  loro  ;  cosi  rifpetto  alla  propofia  equazio¬ 
ne 
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ne  nel  punto  G  fonq  eguali  ì  due  valori  della  x  5 
due  pure  fono  eguali  de’ quattro  valori  della  jy  ;  la  fe¬ 
conda,  (come  fi  è  dimofirato  nell’ Algebra  Gartefian  a) 
che  fe  un’  equazione  ,  la  quale  contenga  delle  radici 
eguali ,  fi  moltiplicherà  termine  per  termine  con  una_. 
ferie  aritmetica  qualunque  ,  il  prodotto  farà  eguale  al 
zero  ,  e  conterrà  in  fe  una  meno  delle  radici  eguali  ; 
fe  quello  prodotto  fi  moltiplicherà  pure  per  una  ferie_» 
aritmetica,  il  nuovo  prodotto  farà  inettamente  eguale  al  zero, 
e  conterrà  una  meno  delle  radici  eguali  ,  che  contiene 
il  primo  prodotto  ,  cioè  due  radici  meno  delle  eguali , 
che  contiene  la  prima  equazione,  e  cosi  fucceflìvamen- 
te  fino  a  quel  prodotto ,  che  una  fola  contenga  delle.» 
radici  eguali . 

Se  adunque  un’equazione  qualunque  di  curva,  trat¬ 
tando  x  per  variabile  ,  ed  y  per  collante  ,  fi  moltipli¬ 
cherà  per  una  ferie  aritmetica  ,  la  quale  termini  nel  ze¬ 
ro  ;  nel  calò  di  radici  eguali  il  prodotto  farà  eguale^ 
al  zero  ,  e  lo  farà  ancora  ,  fe  fi  divida  elfo  prodotto  per 
x  ,  la  qual  divifione  fuccede  dal  moltiplicarli  per  zero 
l’ultimo  termine  .  Lo  llefib  farà,  trattando  y  per  varia¬ 
bile  ,  ed  x  per  collante  ,  e  moltiplicando  l’equazione-» 
per  tale  ferie  aritmetica  ,  che  ponga  il  zero  lotto  l’ulti¬ 
mo  termine  » 

Ciò  pollo,  è  facile  a  vederli,  che  quella  tale  ope¬ 
razione  fi  fa  appunto  differenziando ,  cioè  fi  tratta  la  x , 


come 
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come  variabile  ,  e  fi.  moltiplica  l’equazione  per  una  ferie 
aritmetica ,  il  di  cui  primo  termine  è  il  maffimo  efpo- 
nente  della  x,  e  l’ultimo  è  il  zero,  e  nafce  un  prodot¬ 
to  moltiplicato  in  dx  ;  indi  fi  tratta  y  per  variabile, 
fi  moltiplica  l’equazione  per  una  ferie  aritmetica  ,  il  di 
cui  primo  termine  è  il  maffimo  efponente  della  y  ,  e_* 
l’ultimo  è  il  zero  ,  e  nafce  un  prodotto  moltiplicato  in 
ày  ;  ma  nel  cafo  di  radici,  eguali  di  x,  e  di  radici  eguali 
di  y  ,  tanto  il  prodotto,  che  moltiplica  dx ,  quanto  quel¬ 
lo,  che  moltiplica  dy  \  fono  zero  ;  dunque  appunto  deve_, 
nalcere  la  ragione  di  dx  ~  o  in  quel  punto  ,  nel  quale 

dy  o 

due  rami  dì  curva  s’incontrano  . 

Per  vedere  ciò  chiaramente,  ordino  l’equazione  del¬ 
la  propofia  curva  per  la  lettera  y  ,  e  la  moltiplico  per 
la  ferie  aritmetica  ,  il  di  cui  ultimo  termine  fia  zero  . 


y  4  i —  8  ay 3  - 

‘  4,  3  » 

il  prodotto  farà 


12  axvy  +•  48  aaxy  +■  4  aaxx 
làaayy  — 64 a3  x 


4V+  —  24^ 3  —  24 axyy  +-  32 aayy  +.  4%aaxy  —  o  , 
cioè  dividendo  per  4 y 


j y1  —  <5 ‘ayy  ■ —  6uxy  -1-  8 aay  +*  1 2 aax  —  o  . 

Ordino  la  fiefia  equazione  per  la  lettera  x ,  e  la  molti- 
plico  per  la  ferie  aritmetica  ,  il  di  cui  ultimo  termine.* 

Tom.  IL  M  fia 


5.8 
fia  zero 
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4 aaxx  4-  48  aaxy  +*  3/ 4 

— -  $4a  *  .v  • — 8^y 3 


—  1  layyx  4-  lóaayy 
2,  1,  o 

il  prodotto  farà 

Saaxx  +~  48 aaxy  . —  6/\a 3  x  —  1  myyx  —  o } 
cioè  dividendo  per  4* 

zaax  +-  12 aay  «  1 —  3 ayy  —  o  . 

Ciò  fatto  ,  differenzio  l’equazione  propella ,  ed  il 
differenziale  fi  è  4jy 3  dy  —  z^avydy  —  %/\axydy  —  1  zayydx  -f 
3 zaaydy  4-  48 aaxdy  t-  48 aaydx  +-  ftaaxdx  • —  £4# 'dx—  o, 
cioè  dividendo  per  4 ,  e  trafponendo  i  termini  della  dx 


y 3  —  4-  8^4^  4-  1 2^#  X  ^  ~ 

3^jyy  — -  iz^ay  —  2##,v  +*  i6a*  X  ^  » 


Ma  il  moltiplicatore  della  dy  è  il  primo  prodotto  nel¬ 
la  ferie  aritmetica,  ed  in  confeguenza  relativamente 
al  punto  G  ,  in  cui  y  &  due  valori  eguali  ;  ed  il  molti¬ 
plicatore  della  4x  è  il  fecondo  prodotto  nella  fua  ferie 
aritmetica  ,  mutati  i  fegni ,  il  che  però  non  fa  ,  che  non 
fia  zzo  relativamente  allo  ftefiò  punto  G,  in  cui  x  à  due 

valori  eguali,  dunque  farà  dyX^zzdxX0»  cioè  dy  ~  o 

dx  o 

nel  punto  G  ♦ 

Ma  fe  il  moltiplicare  qualunque  equazione  per  una 
ferie  aritmetica,  o  fia  il  differenziarla  (giacché  è  lo  fletto) 

fa. 
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fa  ,  che  nel  fuppotto  di  radici  eguali  nafca  il  cafo,  di  cui 
fi  tratta  ,  cioè  dy  —  o,  fa  ancora  a  che  nell’  equazione 

dx  o 

indi  nata  vi  fia  una  meno  delle  radici  eguali  ,  e  però  fe 
l’equazione  propotta  a  due  radici  eguali,  la  differenzia¬ 
ta  ne  avrà  una  fola  di  effe  eguali  j  fe  la  propofla  ne 
averà  tre  ,  differenziando  di  nuovo  la  già  differenziata, 
(  affumendo  per  cottami  le  fluffioni  dx  ,  dy)  quella^  , 
che  indi  nafce,  ne  averà  una  fola  ,  e  così  di  mano  iix_» 
mano  decorrendo  .  Si  affumono  poi  per  collanti  le  fluf¬ 
fioni  dx  ,  dy  ,  perchè  dittruggendofi  vicendevolmente 
tanto  i  termini  moltiplicati  in  dx  ,  quanto  quelli  molti¬ 
plicati  in  dy  y  nella  fuppofizìone  di  quel  tale  determina¬ 
to  valore  della  x  ,  e  della  y  ,  fi  dittruggeranno  nulla-, 
meno  sì  i  termini  moltiplicati  in  ddx,  come  quelli  mol¬ 
tiplicati  in  ddy  .  In  quello  modo  operando  fi  ridurranno 
le  equazioni  a  non  contenere  ,  che  una  fola  di  quelle 
molte  radici  eguali  ,  che  prima  avevano  ;  e  però  diffe¬ 
renziando  finalmente  l’ultima  ,  per  ritrarne  la  ragione 
di  dy  alla  dx  3  non  potrà  più  nafcere  il  cafo  d;  dy  =  0,. 

dx  o 

Ripiglio  adunque  l'equazione  di  prima 
y  4 — 8 iy  3 -—12 axyy-h  i6aayy+-  q&aaxy+qaaxx — 64 a  *x—o  , 
difìerenziata  fi  trova  effere 

y 3  dy  —  6a.ydy  —  ó.ixydy  —  $ayydx  +>  Saaydy  +■  1  zaax  dy  -+ 
1 2  aayix  +»  2  aaxdx  — 16  a i  dx  —  o  . 


M  z 


Ma 
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Ma  poiché  fofiituendo  ìli  luogo  di  y  il  valore  2a3 
ed  il  corrifpondente  in  luogo  di  x  ,  che  è  pure  za  ,  a 
fine  di  avere  la  tangente  del  punto  G,  ritrovo  dy  ~  o, 

dx  a 

palio  a  differenziare  la  già  differenziata ,  prendendo  Tem¬ 
pre  per  collanti  le  fiuffioni  dx  ,  dy  ,  e  ricavo  lyydy  \ — • 
12 aydy2  — -  6axdyz  4-  2aadyz  —  12 aydydx  +-  24 aadxdy  +■ 
zaadx z  zz  o  , 

Soflituifco  in  luogo  di  y,  e  di  x  il  valore  2 a  rela¬ 
tivamente  al  punto  G  ,  e  trovo  dx  zz  +:  dy  k1  8  ,  indi 
nella  forinola  generale  della  fottotangente  xdy  polli  i 

dx 

valori  di  x  zz  za  ,  e  di  dx  zz  +;  dy  \/  8 ,  farà  finalmente.» 
iz  a  la  fottotangente  ,  o  per  meglio  dire  ,  le  due  fot- 
’  i/  2 

totangenti ,  che  corrifpondono  al  punto  G  ,  una  pofiti- 
va  ,  l’altra  negativa  ,  ed  eguale  alla  pofitiva . 

Se  la  curva  averà  tre  radici  eguali  nel  punto  ,  di 
cui  fi  vuole  la  tangente  5  cioè  fe  la  curva  averà  tre  ra¬ 
mi ,  che  in  quel  punto  s’incontrino  ;  poiché  dopo  aver¬ 
la  la  prima  volta  differenziata  averà  ancora  due  radici 
eguali ,  differenziata  di  nuovo  3  a  fine  di  avere  la  ra¬ 
gione  di  dy  alla  dx  ,  ci  darà  ciò  non  oliarne  ,  per 
quanto  è  fiato  detto  ,  dy  —  o  ,  e  però  farà  neceffaria^, 

dx  o 

una  terza  differenziazione  ;  generalmente  tante  volte.» 

dovrà 
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dovrà  differenziarli  l’equazione,  quante  fono»  le  radici 
eguali ,  o  fia  i  rami  della  curva  ,  e  dall'  ultima  diffe¬ 
renza  ricaverai!!  la  ragione  della  dy  alla  dx  ,  e  tante_> 
faranno  le  tangenti  5  quanti  fono  i  rami  della  curva  flei- 
fa  ,  i  quali  in  quel  punto  fi  tagliano . 

Sia  la  curva  QADHsAbdAl  (  Fig.  48.  )  dell’equa¬ 
zione  x +  —  ayxx  +-by\  —  o  ,  la  quale  a  i  tre  rami  QAD  , 
JAd ,  hAH,  che  fi  tagliano  in  A  ;  e  fia  AP  l’affe 
delie  x  ,  ed  AB  normale  ad  A  P  l’affe  delle  y  ,  ed  A 
la  comune  loro  origine  .  Differenziando  l’equazione  , 
farà  qx^x  —  layxdx  —  axxdy  +•  3  byydy  —  o  ,  cioè 
'dx  —  axx —  3 byy  .  Ma  fe  fi  voglia  la  tangente  del  pun- 
dy  4a?  3  —  2  ayx 

to  A  5  poiché  in  effò  è  xzz.o  ,  yzzo  ,  farà  dy  zz  o  .  Si 

dx  O 

paffi  adunque  alla  feconda  differenziazione  ,  e  farà 
12 xxàxz~ — 2 aydxz  —  qaxdxdy  +-  Gbyày ?  zz  o  5  ma  di  qua 
pure  fi  ricava  dx  —  o  ,  effendo  ogni  termine  moltipli- 

Ayo 

cato  per  x  zz  o  ,  fecondo  la  fuppofizione  ?  ovvero  per 

y-  o  . 

Differenziando  finalmente  per  la  terza  vòlta  ,  farà 
24 xdx 3  — •  óadydx 1  +■  6bdy 3  zz  o  ,  ma  polla  x  zz  o ,  fvani- 
fcé  il  primo  termine  ,  e  però  è  adx'-dy  zz  bdy*  ;  dal  che 
fi  ricavano  tre  valori  della  dy  ,  cioè  dy  zzo  0  e  dy  zz 
±  dx  va  ,  i  quali  ci  danno  tre  rapporti  della  dx  alla^ 
Vb 

dy  , 
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dy  ,  vale  a  dire  tre  tangenti  per  lo  punto  A  ;  una  in» 
finita,  che  fi  confonde  con  rafie  AP  ,  e  ferve  per  il 
ramo  haH  .  L’ altre  ,  prendendo  una  qualunque  A  S:  %  e 
tirando  normalmente  5  T  tale,  che  fia  ST%  $A::.v~a9 
ì/b ,  le  T  A  faranno  tangenti  nel  punto  A9  Luna  del  ramo 
QA  D  ,  l’altra  del  ramo  IAd« 

70.  La  verità  di  quello  metodo  fi  può  dimofirare 
anco  iti  altra  maniera  v  e  come  luol  dirli  A  pofìeriori  B 
I  differenziali  dell' equazioni  finite  ,  che  con  le  accenna^ 
te  regole  del  differenziare  fi  trovano  ,  non  fono  efil 
realmente  i  differenziali  compiuti,  dandoci  le  regole  i 
foli  termini  ,  che  contengono  i  differenziali  primi ,  cioè 
di  una  fola  dimenfione  ,  ed  ommettendo  in  figura  di 
compendio  e  di  maggior  comodo  i  differenziali  dì  altro 
grado  ,  cioè  di  maggior  dimenfione  ,  i  quali  per  i 
principi  del  calcolo  ,  già  renderebbero  relativamente 
nulli  i  termini  ,  ne*  quali  fi  trovano  «, 

Richiamata  l’equazione 


j4  —  Say 3  —  1 2  axyy  +*  4  Saaxy  +-  4  aaxx 
+-  1 6'aayy  — 64# 3  a? 


e  differenziata ,  farà 


4 yìdy  - —  24 ayydy  —  12  ayydx  —  2 $axydy  +-  32 aaydy  +» 
4 Saaxdy  +-  4 %aaydx  4-  Saaxdx  —  fya 3  dx  zz  o  ;  ma  fe  la_«, 
y  fi  confideri  accrefciuta  della  fua  differenza ,  e  cosi  la 
x  9  Q  che  nella  propella  equazione  in  luogo  della  y  s  e 

fue 
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fue  poterà  fi  ponga  y+~dy  ,  e  le  corrifpondenti  potefià, 
e  Io  fletto  fi  faccia  ponendo  x  4-  dx  ,  e  le  poteftà  cor* 
rifpondenti  in  luogo  di  x  ,  e  fue  poteflà  ,  averaffi 
y*  +=  qy  *ày  +-  6yydyz  4-  fydy 3  +  dy4  —  &szj/ 3 >-4 zqayydy  — 
iqaydy*  — ■  Sady 5  —  izaxyy  — •  —  i  zaxdy z  — • 

izayydx  —  iqaydxdy  - —  I  ladxdy z  -h  lóaayy  4-  3  zaaydy  4- 
1 6aadyz  *h  48^^  +»  48^%^  4-  4$aaxày-  +-  a$aaàxdy  -t~ 
4 aaxx+-  Saaxdx  4-  ’qaadx z  —  tya 3  x  —  642 1  dx  —  o  ,  ed 
ordinando  i  termini  in  colonne  fecondo  le  dimenfioni 
de’  differenziali 


I. 


IL 


III.  IV.  V. 


4-  +■  4y?dy 

—  Bay*  —  24  ayydy 
— 1  zaxyy ■  ■ —  z/\axydy 
4-  1  622^  ■ —  i  layydx 

+  fòaaìey  +-  ^zaaydy 
4-  422##  dr-jfòaaydx 
~~  <>42 3  #  +-  -4822#^ 

4-  Saaxdx 
' —  <*42 3  dx 


+»  6yydy%  +>  4^  3  4-  dy4 

—  242)^ 1  ■ —  82Ìy  ' 

■ —  1  zaxdy 1  —  j  ladxdy  - 

— I^iydxdy  ~  0  . 

4-  lóaady* 

+•  48  aadxdy 
+»  4  aadx  *■ 


La  fomma  per  tanto  di  tutte  quelle  colonne ,  tolto¬ 
ne  la  prima ,  che  è  l’equazione  fletta  propofla  ,  farà  il 
compiuto  ,  ed  intero  differenziale  di  lei  .  Ma  perchè 
l’ ultimo  termine ,  cioè  la  colonna  quinta  è  infinitamen¬ 
te  piccola  rifpeuo  alla  quarta  ,  e  la  quarta  rifpetto  alla 


terza  5 
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terza,  e  la' terza  rifpetto  alla  feconda,  fi.  allume  la  fo¬ 
la  feconda -colonna  per  vii  differenziale  della  propoffa_. 
equazione  il  quale  compendio,  ci  vien  dato  dalla  folita 
regola  del  differenziare  ;  ma  non  è  già,  che  le  colon¬ 
ne  dopo  la  feconda  :  fieno  affolutamente  nulle.  Seadun- 
que  nafcerà  il  cafo  ,  che  la  feconda  colonna  fìa  aifolu- 
tamente  hnlia ,  non  farà;  più  nulla  rifpetto  a  lei  la  ter¬ 
za,  e  però  non  .dovrà5  trafcurarfi  anzi  farà  ella  il  dif¬ 
ferenziale  della  prima  .  Iffeffamente  fi  difcorra  della — » 
quarta  ,  qnando  fia  zero  la  feconda  ,  e  la  terza  ,  e  così 
dell’ altre  .  Ora  quello  cafo  appunto  fuccede  ,  quando  fi 
cerca  la  relazione  di  dx  'alla  dy  nella  propoffa  equazio¬ 
ne  in  quel  punto;,  in' cui  fra  y  —  2a ,  ed  x  =  2a  ;  poi¬ 
ché  ,  fatte  quelle  follituzioni  ,  fi  trova  ella  feconda  co¬ 
lonna  e'ffer  ‘zero  ,  e  però  fi  palla  a  far  ufo  della  terza, 
il  che  è  affatto  la  tlefla  cofa ,  che  differenziare  due  vol¬ 
te  l’equazione,  come  è  manifello  . 

71.  Per  gli  lleffi  principj  ,  e  nella  ffeffa  maniera 
fi  fcioglie  un  fimil  cafo  ,  che  nafce  talora  nella  cofiru- 
zione  delle  curve,  fe  l’ordinata  venga  efpreffa  da  una 
frazione  ,  il  di  cui  denominatore  ,  e  numeratore  diven¬ 
gano  eguali  al  zero  ,  quando  fi  fìlli  per  l’ affilia  un  de¬ 
terminato  valore  . 

A  fine  d’ufeir  d’imbarazzo,  balla  confiderare  la  fra¬ 
zione  ,  come  fe  elprimeffe  le  ordinate  di  due  curve  , 
che  in  qualche  punto  del  loro  comune  alfe  concorrano, 

e. 
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e  perchè  in  quel  punto  la  ragione  loro  non  può  in  al¬ 
tro  modo  effer  efpreffa  ,  che  per  o  ,  bifogna  cercare, 

O 

quale  fia  il  loro  rapporto  nel  punto  infinitamente  prof- 
fimo  ,  cioè  quando  effe  fieno  crefciute  d’ un’  infinitefi- 
mo  ,  vale  a  dire -,  pattare  alla  differenziazione  del  nu¬ 
meratore  ,  poi  del  denominatore  della  frazione  fletta... , 
e  ciò  una,  due,  o  più  volte  fin  tanto,  che  finalmen¬ 
te  ,  pofto  il  valore  determinato  dell’ affìtta  nella  frazio¬ 
ne  ,  etta  non  fia  più  o_ ,  e  ciò  per  quella  fletta  ragi.o- 

O 

ne  detta  di  fopra  intornò  alle  colonne  de’  differenziali . 
Sia  l'equazione  y  za ì  x  —  x*  —  a  y'  aax  .  Prefa 

.  a—  ax* 

x~  a  ,  e  fatta  la  foflituzione  ,  farà  y  ~  o  ,  dal  che  non 

O 

fi  può  perciò  inferire  ,  che  all’  affitta  x  —  a  corrifponda 
l’ordinata  y  —  o  .  Differenziando  adunque  il  numerato¬ 
re  ,  indi  il  denominatore  della  frazione  ,  farà  y  — 


— «  I 


4  -  2, 


a'àx  —  2  xl  dx  \  za'3  x  — x+  z — -a^dxXa  *x  s, 

~  _3  —  2 

—  -  axxdx  X  &  4  a?  4 

cioè  dividendo  fopra ,  e  fotto  per  dx  ,  e  ponendo  x  —  a , 
farà  y  —  16 a  . 


Tom .  IL 


N 


Sìa 


INSTlTUZIONt 


1XX - 


minatore 


tanto  il  numeratore,  poi  il 


—  4axx  X  4<z 3  •+■  3  5  —  ■<* 


a  z aa — ixx  z  —  t 

ommettendo  la  dx  ,  che  è  tanto  nel  numeratore ,  quan¬ 
to  nel  denominatore  ;  ma  fe  in  quella  frazione  pure  fi 
ponga  x  —  a  ,  farà  ancora  y  —  o  ,  dunque  paffando  a_. 

O 

differenziare  quella  feconda  frazione  ,  avremo  y  ~ 
_ 

■^la^x  X  4# 3  ■»-  4^3  3  j  ommettendo  la  dx  ,  e  pollai 


4 aa  X  2aa  +■  2xx  : 
x  ~  a  ,  farà  j/  la  . 


CAPO 
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.CAPO  III. 

Del  Metodo  de *  MaJJìmi  ,  e  Minimi  « 

72.  S  E  in  una  curva  qualunque  ,  le  di  cui  ordi¬ 
nate  fieno  parallele  ,  crefcendo  le  affide  B  C  (  Figi  45?. 
5°.  51.,  e  52.  )  continovamente,  crefca  altresì  l’ordi¬ 
nata  CG  fino  ad  un  certo  punto  E  dopo  di  cui  vada_. 
calando  ,  o  non  vi  fia  più  ordinata  di  forta  alcuna  ;  o 
pure  ai  contrario  crefcendo  l’ affida  ,  l’ordinata  CG 
vada  continovamente  calando  fino  ad  un  certo  punto 
E  ,  dopo  di  cui ,  o  crefca  ,  o  più  non  vi  fia  ;  l’ordina¬ 
ta..  E F  fi  chiama  la  MaJJìma  ,  o  la  Minima. 

Alla  curva  GHF  fia  EF  la  maffima  delle  ordina- 
te  (  Fig.  49.  )  ,  o  la  minima  (  Fig.  50.  )  ;  prefa  una^» 
qualunque  affida  BC  y  e  condotta  ^ordinata  CG  s  al 
punto  G  s’intenda  edere  tangente  GA  ,  e  DH  infini¬ 
tamente  proffima  a  CG  ;  chiamata  BC  —  x  ,  CG  —y  , 
e  fatta  G l  parallela  a  BC  ,  farà  Gl  —  CD  =  dx  , 
lH—dy  .  Poiché  fono  limili  i  triangoli  ACG  ,  GHI 
nella  Fig.  49. ,  farà  A  C ,  CG  ::  Gl y  IH  ;  e  poiché  fono 
limili  i  triangoli  AT G  ,  GHI  nella  Fig.  50.,  farà  AT , 
TG  :  :  Gl  9  IH  .  Ciò  pollo  3  fi  finga  che  l’ordinata  GC 
s’accolli  fempre  parallela  a  fe  lleda  alla  maffima  ,  o  mi- 

N  2 


nima 
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nima  ordinata  EF;  egli  è  chiaro  ,  che  accodandoli  CQ 
ad  EF ,  la  fottotangente  AC ,  o  AT  fi  farà  Tempre 
maggiore  per  modo  ,  che  quando  CG  cada  fopra  la_* 
EF ,  la  tangente  fi  farà  parallela  a  BC ,  e  per  confc- 
guenza  la  fottotangente  farà  infinita  .  In  quello  cafo 
adunque  avrà  A  C  a  CG  ,  o  AT  a  TG  ragione  infini¬ 
ta  ,  rimanendo  CG  quantità  finita  ;  ma  poiché  è  Tem¬ 
pre  AC,  CG  ,  o  AT ,  TG  ::  Gl ,  IH,  averà  anco 
Gl  ad  IH  ragione  infinita  ,  e  però  Tara  dy  nulla  rifpet- 
to  alla  dx  ,  cioè  dy  —  o  nel  punto  delia  maffima  ,  o  mi¬ 
nima  ordinata  , 

Sia  la  curva  GHF,  (  Fig.  51.  ,  e  52.  )  EF  la  mi¬ 
nima  delle  ordinate  (  Fig.  51.  ),  o  la  maffima  (  Fig.  52.)  ; 
prefa  pure  una  qualunque  affilia  BC  ,  e  condotta  Tordi¬ 
nata  CG  ,  la  tangente  G  A  ,  DH  infinitamente  prof- 
fima  a  CG ,  e  Gl  parallela  a  BC,  echiamate  BC—x, 
C  G—y  ,  Tarà  GI—CD  —  dx,  IH~dy  .  Per  i  triangoli 
fimili  ACG  ,  G1H  ,  Tarà  (  Fig.  51.  )  AC,  CG  ::  Gl, 
IH  ;  e  per  i  triangoli  filmili  ATG  ,  GIH ,  (  Fig.  52.  ) 
farà  AT ,  TG::  Gl,  IH.  Accodandoli  adunque  Tor¬ 
dinata  CG  Tempre  parallela  a  fe  della  alla  maffima  ,  o 
minima  ordinata,  la  fottotangente  A  C ,  o  AT  fi  farà 
Tempre  minore  per  modo  ,  che  quando  CG  cada  fopra 
la  EF ,  la  tangente  fi  farà  normale  a  BE’,  e  per  con- 
Teguenza  nulla  la  fottotangente  .  In  quedo  cafo  adun, 
que  averà  AC  a  CG  ,  o  AT  a  TG  la  ragione  del  nulla 

alla 
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alla  quantità  finita  5  e  però  effondo  nella  fletta  ragione 
Gl  ad  IH  ,  farà  dx  nulla  rifpetto  alla  dy  ,  cioè  dy  — oo 
nel  punto  delia  maffima  ,  o  minima  ordinata  .  Adunque 
la  formola  generale  per  le  ma  film  e ,  e  minime  ordina- 
te  farà  dy  —  o  ,  o  pure  dy  —  oo  . 

73.  Data  adunque  l’equazione  della  curva,  di  cui 
fi  cerca  la  maffima  ,  o  la  minima  ordinata  ,  fi  dovrà 
differenziare, per  ritrarne  il  valore  della  frazione,  o  rap¬ 
porto  dy  ,  indi  fatta  la  fuppofizione  di  dy  —  o  ,  o  pure 

dx 

di  dx  —  o  ,  cioè  di  dy  —  00  ,  fi  averà  il  valore  dell*  affi l- 
fa  x ,  a  cui  compete  la  maffima  o  minima  y  ,  e  quello 
valore  foflituito  nell’equazione  propoffa  ci  darà  la  maffi¬ 
ma,  o  minima  ordinata,  che  fi  cerca  ;  folo  avvertendo, 
che  nel  cafo  della  fuppofizione  di  dy  —  00  ,  cioè  di  dx  —  o, 
la  x  farà  figura  di  ordinata  ,  fe  nell’  altra  fuppofizione 
la  faceva  la  y  .  Che  fe  nè  la  prima  fuppofizione  di 
dy  —  o  ,  nè  la  feconda  di  dy  —  00  ci  fornirà  valore  alcu¬ 
no  reale  della  y  ,  fi  dovrà  concludere  ,  che  la  proporla 
curva  non  à  nè  maffimi  ,  nè  minimi . 

74.  Serve  quello  metodo  per  avere  una  compiuta , 
ed  efatta  idea  delle  curve;  per  ricavare,  in  quali  punti 
le  tangenti  fieno  parallele  agl’ affi  conjugati  ec.  Ma  ol¬ 
tre  ciò  fi  applica  ad  infinite  queliioni  ,  che  in  tale  pro- 
p  olito  pollo  no  farfi  sì  geometriche  ,  come  fifiche  ;  tale 
farebbe  il  ricercare  fra  gl’infiniti  parallelepipedi  di  una 

data 
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data  Solidità  ,  quale  fìa  quello  ,  che  abbia  la  minima  fu- 
perncie  ;  ficcorne  il  ricercare  tra  le  infinite  vie,  che  può 
tenere  un  mobile  ,  per  giugnere  da  un  punto  all’altro 
non  pollo  nella  medellma  verticale  ,  quale  fia  quella^  , 
che  farà  trafcorfa  nel  minimo  tempo  con  una  data  leg¬ 
ge  di  moto  ,  ed  altre  Umili  .  In  tali  queftioni  ritrovata 
refpreffione  analitica  di  ciò  ,  che  fi  vuole  edere  uil_» 
maffimo  ,  o  un  minimo  ,  fi  ponga  eguale  ad  y  ,  e  fat¬ 
ta  la  differenziazione  ,  fi  proceda  avanti  con  le  date 
regole  . 

ESEMPIO  I. 

75.  Sia  la  curva  dell’equazione  2  ax —  xx  —  yy  ,  e 
fi  voglia  fapere  ,  a  quale  punto  dell’  afte  dell’  aflifte  x 
corrifponda  la  maffima  ordinata  y  ,  e  cofa  ella  fia  . 

Differenziata  l’equazione,  farà  zadx  —  2xdx  —  2ydy3 
cioè  dy  —  a —  x.  Facendo  la  fuppofizione  di  dy  —  o  , 

dx  y 

dovrà  edere  zero  il  numeratore  della  frazione_>  s 
e  però  farà  a  —  x  —  o  5  onde  x~a;  adunque  la  maffi¬ 
ma  ordinata  corrifponde  a  quell’  affilia  ,  che  fia  eguale 
ad  a  ;  fot  ri  tu  ito  quello  valore  in  luogo  di  #  nella  pro- 
pofia  equazione  ,  farà  zaa  —  aa  —yy  ,  cioè  y  ~  ±  a  ;  la 
maffima  ordinata  adunque  pofitiva  ,  e  negativa  è  eguale 
ad  a  .  Facendo  la  fuppofizione  di  dy  -  00  ,  dovrà  ede¬ 
re  zero  il  denominatore  della  frazione,  e  però  farà  y~ o, 

'  folli- 
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foffituito  per  tanto  quello  valore  in  luogo  di  y  nella-, 
propolla  equazione,  averemo  x~o  ,  ed  x  —  za  ;  vale  a 
dire,  che  x~o  farà  la  minima,  ed  x—i a  la  malli- 
ma.  ;  o  più  propriamente  ,  che  quando  fia  x  —  o,  ed 
se  —  za  ,  effendo  infinita  la  dy  rjfpetto  alla  dx  ,  la  fot- 
totangente  farà  nulla ,  cioè  la  tangente  parallela  alle* 
ordinate  y  . 

E  S  E  M  P  I  O  1 1. 

76.  Sia  la  curva  dell’equazione  xx  • — axzzyy  . 
Differenziando  farà  dy  —  zx  —  a  .  La  fuppofizione  di 

dx  zy 

dy  zz  o  ci  dà  x  —  a  ,  ma  foffituito  quello  valore  in  Ino- 

Z 

go  di  x  nella  propofla  equazione ,  la  y  fi  trova  imma¬ 
ginaria  ,  dunqne  la  curva  non  à  ordinata  ,  che  a  tale 
affida  corrìfponda  ,  e  però  molto  meno  averà  maffima 
o  minima.  La  fuppofizione  dì  dy  —  00  ,  cioè  di  dx  —  o 
ci  dà  y~o  ,  vale  a  dire  ,  che  'la  tangente  farà  perpen¬ 
dicolare  all’affe  dell’ afflile  x  nel  punto,  in  cui  è  y  —  o  , 
il  quale  corrìfponde  alle  due  affilTe  x  —  o  ,  ed  x  zz  a  , 
poiché  foffituito  in  luogo  di  y  il  zero  nella  propoffa^ 
equazione  ,  farà  xx  —  ax  zz  o  ,  e  però  x  zz  o  ,  ed 
—  Cl  » 


ESEM- 
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ESEMPIO  III. 

77.  Sia  la  curva  dell’equazione  2 axy—al+-axx  — 
bxx  ,  in  cui  le  x  fono  le  affiffe  ,  y  le  ordinate  .  Diffe¬ 
renziando  farà  2axdyv  laydx—taxdx —  ibxdx  ,  e  però 
dy—ax  —  bx  —  ay  .  La  fuppofizione  di  dy—o  ci  dà 

dx  '  ax 

x  —  ay  ,  e  foftituito  quello  valore  nell’  equazione  prò- 

a  — b  _ _ 

polla ,  farà  2 aayy —a^alyy  —  aabyy ,  cioè yy zz a  \a  —  b , 

a~  b  -  .  ,  £ 

a  —  b 

ed  y  ~  iz  ^  da —  ab  ,  raaffima  ,  o  minima  ordinata  .  E 
poiché  abbiamo  x  zz  ay  ,  fatta  la  foftituzione  del  vaio- 

a  —  b 

re  della' y  5  farà  x  ~  ±  a  Va  ,  affilia  ,  a  coi  corrifpon- 

V  a  ——  b 

de  la  ritrovata  maffima  ,  o  minima  ordinata  .  La  fuppo- 
fizione  di  dy  —  co  ,  o  fia  di  dx  —  o  ci  dà  ax  =  o ,  cioè 
x  ~  o  s  e  fatta  la  follituzione  nella  propofta  equazione, 
farà  ai  —  o,  ma  implica,  che  una  quantità  data  finita 
fia  zero  ,  adunque  la  curva  non  averà  altri  maffimi  ,  o 
minimi  dai  ritrovati  nella  prima  fnppofizione  ,  i  quali 
per  l’ambiguità  de5  fegni  fono  due  ,  ed  eguali;  uno  po¬ 
liti  vo  ,  che  corrifponde  alla  affiffa  pofitiva  ,  l’altro  nega¬ 
tivo  ,  che  corrifponde  alla  afflila  negativa  . 


78. 
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78.  Ci  dà  il  metodo  confufamente  i  raaffimì ,  e 
mìnimi  ,  nè  in  forza  di  elio  fi  poflTono  diflinguere_, 
gl’ uni  dagl' altri ,  11  riconofcono  però  quando  fia  noto 
l'andamento  della  curva  ;  ma  fenza  tale  notizia  fi  può 
procedere  cosi.  Si  allegni  all5  affilia  nell’equazione  data 
un  valore  per  poco  maggiore,  o  minore  di  quello, 
che  corrifponde  alla  maffima  ,  o  minima  ordinata  ,  di 
cui  fi  tratta,  ed  il  valore  dell’ordinata  ,  che  indi  nafce, 
fcioglierà  il  quelito  ;  poiché  fe  farà  maggiore  di  quello 
fomminifiratoci  dal  metodo  ,  la  quefiione  farà  de’  mini¬ 
mi  ;  ed  ali’oppofto  ellendo  ,  farà  de’  maffimi  .  La  cur¬ 
va  adunque  di  quell’  efempio  avrà  due  minimi  . 

ESEMPIO  IV. 

79'  Sia  k*  curva  MADEAN  (  Fìg.  53.)  dell’ 
equazione  a?3  ■\~y3zzaxy)  AB~x ,  B E  —y.  Differenzian¬ 
do  fi  averà  dv  zz  ay  —  ^xx  t  e  però  facendo  la  fuppofi- 

dx  iyy  —  ax 

zione  di  dy  —  o  ,  farà  y  —  ^xx  ,  e  fatta  la  foflituzione  di 

a 

quefio  valore  nella  data  equazione ,  fi  trova  x~a 

3 

quindi  poiché  y  _  3**  ,  farà  y~a  ¥  4  — 5  E  la  maffi- 

«  T 

ma  ordinata  nella  curva  ,  la  quale  corrifponde  all’  affif- 
Tom,  IL  O  fa 
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fa  x  —  a  z  —  AB  .  La  fuppofizìone  di  dx  —  o  ci 

3 

darà  x  —  3 yy  ,  e  fatta  la  foflituzione  nell’equazione  data* 

farà  y  —  a  ,  quindi  x  —  a  ^4  la  maflìma  AC  l 
T  3 

cui  corrifponde  y  ■=.  CD  ~  a  ^ 2  5  che  è  tangente  nel 

3 

punto  D  . 

80.  Ma  prima  di  pattare  più  avanti  con  gl’efem- 
pj  ,  è  necelTario  prevenire  un  cafo  ,  che  fuole  alcuna-, 
volta  fuccedere  ,  ed  è  che  tanto  la  fuppoflzione  di 
dy  —  o,  quanto  quella  di  dy~  co  ci  fornifca  un  medefi- 
mo  valore  dell’ordinata,  o  dell’  affida ,  ed  in  tale  cafo 
non  fi  determina  alcun  maffimo  o  minimo  ,  ma  bensì 
un  punto  di  interfecazione  ,  o  d’incontro  di  due  rami 
della  curva  .  E  la  ragione  è  evidente  ,  imperciocché 
effendo  dy  eguale  ad  una  frazione  ,  fe  dal  numeratore 

dx  * 

fi  ricava  lo  fletto  valore  della  x  ,  per  efempio  ,  che  il 
ricava  dal  denominatore  ,  quello  valore  ,  o  radice  folli- 
tuita  renderà  nullo  l’uno  e  l'altro  ,  e  però  in  quel  tal 
punto  di  curva  farà  dy  —  o  ,  ma  fi  è  veduto  di  l'opra  al 

dx  a  > 

num.  6y.  ,  che  dy  =  o  indica  Tempre  incontro  di  duo 

dx  o 

rami  di  curva ,  adunque  ec. 


ESEM- 
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ESEMPIO  V. 

81.  Sia  la  curva  GFM  ( Fig .  51.)  la  Parabola  cu¬ 
bica  dell’equazione  y  —  a—%f/raì- — 2 aax+-axx,  BE  — 
EF—a ,  BC—x  ,  CG—y.  Differenziando  farà  dv  — 

dx 

_ 2 ax  —  2 aa  .  La  fuppofizione  di  ày  —  o  ci 

h 

■  .  tH 

3  X  ^  3  ladX  +*  CIXX  3 

dà  x  —  a  ;  la  fuppofìzione  di  dy  —  00  ci  dà  parimenti 
x~a  ,  adnnque  la  curva  à  un  punto  d’incontro  F  ,  che 
corrilponde  all’affiffa  x  —  a,  ed  alla  minima  ordinata., 
y  —  ct ,  che  fi  cava  dalla  propoli  a  equazione  ,  foflituito 
in  luogo  di  x  il  fuo  valore  » 

Sia  la  fleffa  equazione ,  ma  libera  da’  radicali  ,  cioè 
yì  —  %ayy  +-  3 aay  — -a 3  —  a*  —  2 aax  +-  axx  ;  differenzian¬ 
do  farà  dy  =;  2 ax  —  2 aa  .  La  fuppofìzione  di  dy  —  o 

dx  3 yy  —  6ay*-$aa 

ci  dà  x  —  a  ,  e  pollo  quello  valore  nella  propofbL. 
equazione,  fi  ricava  y~a  .  La  fuppofizione  di  dy  —  00 
ci  dà  purej/  —  a,  adunque  x—a,  ed  yzza.c i  danno  il 
punto  F,  che  è  un  punto  d’incontro,  o  contatto  de’ 
due  rami  GF ,  FM ,  e  nello  ileffo  tempo  la  minima  y  . 

T  % 

R— <  .  , < 

Ma fe opereremo fopral’ equazione y — a  — a  5  \a  —  a?5, 

O  2  che 


5jfi  ISTITUZIONI 

*  % 

•— •  "  ■ 

che  efprime  il  folo  ramo  GF  (y —  a  — a  5  X# —  «  * 

I 

efprimeyebbe  l’altro  ramo  FM )  aleremo  iy  —  —  aa  3  ° 

_  1 

3  X  0 — x  ì 

La  fuppofizione  di  ày  —  o  nulla  ci  fa  fapere  ;  la  fuppo- 
fizione  di  ày  —  00  ci  dà  x—a  ,  e  però  y=za  ,  ed  il  pun¬ 
to  F  in  quello  cafo  ci  fornifce  un  maffimo  rilpetto  alla 
x  ,  ed  un  minimo  rifpetto  alla  y  . 

82»  Dilli ,  che  la  fuppofizione  di  dy^o,  che  ci 

I 

dà  2#  3  ~  o  nulla  ci  fa  fapere  }  intendendo  rifpetto  ai 
maffimi  finiti  ,  perchè  comprendendo  anco  gl’infiniti, 

I 

ella  ce  ne  fomminiftra  due  .  Se  aa  3  =  o  ,  farà  dunque 
a  —  o  ,  e  foltituito  quello  valore  nella  propolla  equazio¬ 
ne  ,  farà  ella  y  —  1/  xx ,  cioè  x  —  ±:  1/ y 3  ,  e  però  x  , 

O  '  ^  O 

ed  y  infinite'.. Due  fono  i  maffimi  ,  fervendo  uno  al  ra¬ 
mo  FG,  l’altro  al  ramo  FM,  poiché  polla  a  —  o,  l’e¬ 
quazione  ambedue  gli  efprime  . 

Nafcerà  generalmente  quello  cafo  ogni  qual  volta 
la  fuppofizione  di  ày  —  0,0  di  dy  —  00  ci  dia  un’efpref- 
fìone  finita  collante  ,  o  un  divifore  collante  eguale  al 
zero  ,  il  qual  valore  foflituito  nell’equazione  propolla^ 
non  porti  o  immaginario  ,  o  contradizione  ;  e  la  ragio¬ 


\ 


ne 
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ne  fi  è  ,  che  una  quantità  finita  non  può  edere  prefa^ 
per  zero  ,  fe  non  rìfpetto  a  quantità  infinita , 

ESEMPIO  VX. 

83.  Sia  la  curva  (  Fig.  54.  )  dell5  equazione^ 
x *  —  2 ax 3  +-  aaxx  zz.  y 4 ,  A Bzza\  AC ,0  A Pzz  x  ;  C Af , 
o  P  Mzzy  ;  differenziando  farà  dyzzqx* —  6axx+-  2 aax  . 


La  fuppofizione  di  dy  —  o  ci  dà  tre  valori  di  x  ,  cioè 
x  —  o  ,  x  —  a  ,  x  zz\  a  \  il  valore  x  zz  o  foffituito  nella 
propoffa  equazione  rende  y  zz  o  ,  il  valore  x~a  rende 

y  zz  o,  il  valore  x  zz\a  rende  y  —  ±:  £.  La  fuppofi- 

% 

zione  di  dyzz  00  ci  dà  y  zz  o  ,  adunque  la  y  à  il  me- 
delimo  valore  nell' una,  e  nell’altra  fuppofizione  ,  quan¬ 
do  fia  x  zz  o  ,  ed  x  zz  a  ,  quindi  i  punti  A,  B  faran¬ 
no  punti  d’incontro  de’ rami  della  curva,  ed  x  zz~  a  zz  A  C 
darà  la  ma  Ili  ma  ordinata  y  zz  ±.  d  a  zz  CM ,  o  Cm  •  II 

luogo  del  fopra  pofio  efempio  può  chiamarli  luogo  dop¬ 
pio  ,  il  quale  nafce  dall’  elle  re  alzata  al  quadrato  l’ùria, 
o  l’altra  delle  due  femplici  formule  ax  —  xx  zz  yy  ,  al 
circolo,  o  pure  xx  —  ax  zz  yy  ,  all’  iperbola  .  Quindi, 
non  farebbe  badato  il  ridurre  l’equazione  al  femplici 
circolo  ,  o  alla  femplice  iperbola  ,  ma  era  neceffario 
aver  mira  alla  complicazione  delle  dette  curve  fra  loro . 


ESEM- 
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ESEMPIO  VII. 

84.  Sia  la  curva  della  Fig.  55. ,  la  di  cui  equazio¬ 
ne  yy  —  aax  —  2  axx  +-  a?  3 ,  A  P  —  x ,  P  M—y  ,  AD  — za. 

7 a  —  X 

Differenziando  farà  dv  —  a' — •  4 aax  +■  ^axx —  x*  9  cioè 

dx  - a 

y  X  2#  —  X 

dy  —  a 3 — 4## v  —  v3.  Prima  di  andare  piu  avan¬ 
ti?  j 

#  —  x\s  x\za  —  x  z 

ti  ofTtrvo  3  che  tanto  il  numeratore  della  frazione-*  , 
quanto  il  denominatore  è  divifibile  per  a  —  x  ;  adun¬ 
que  ,  e  nella  fuppoiìzione  di  dy  =  o  ,  e  in  quella  di 
dy  —  00  fi  averà  a — x  —  o  ,  cioè  x  —  a  ,  che  follituito 
ci  dà  y  —  o  ,  e  però  la  curva  avrà  un  nodo  nell’  afle_» 
al  punto  B,  fatta  AB  —  a.  Fatta  per  tanto  la  divida¬ 
ne,  farà  dy  —  aa  —  3^^  ■+*  •  f-,a  fuppofizione  di 

dx  “  . .  . 

za  —  x  1/  2  ax  —  xx 

dy  “ o  ci  dà  x  —  z,a  ±r  a  ^  5  ;  il  valore  x  —  3 0  -h  0  5 

Z  Z 

non  ferve  ,  perchè  fodituito  nell’equazione  propoda^ 
rende  immaginaria  la  ordinata  ,  la  quale  è  generalmen¬ 
te  immaginaria  ,  qualora,  fi  aflunia  x  maggiore  di  za  , 
come  manìfertamente  fi  vede  .  SoQituito  perciò  l’-altro 


valore 
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valore  x  zz  $a~a  K5  ,  ci  dà  y  za  ±  a  .  /  ja  —  3^  ^  5  • 
2  '  di  -h  a  1/  5 

Fatta  adunque  AP  —  $a  -^-av  5 ,  faranno  PM,  P  M  le 

z 

xnaffime  ordinate  ,  pofitiva  l’una  ,  e  negativa  l’altra-.  , 

ed  —  ±,  a  /7<3  —  3  aV'^  . 

'  a  +•  a  v  5 

La  fuppofizione  di  dy  —  00  ci  dà  a?  =  o  ,  ed  xzzza; 
foftituiti  quelli  valori  nell’equazione  propofla  ,  fi  averà 
j/~o,  ed  r~oo;  vale  a  dire  ,  che  prefa  x  ~  o  ,  cioè 
nel  punto  A  ,  la  tangente  farà  parallela  alle  ordinate.* 
P  M  ,  e  prefa  x  —  z a  —  A  D  ,  la  ordinata  farà  infinita, 
cioè  afintoto  della  curva  rifpetto  ai  rami  BH ,  BI . 


ESEMPIO  Vili. 


85.  Sia  la  Concoide  dell’equazione  yy  zz 
aaxx  —  x 4  +-  zaabx  —  2 bx 3  - —  bbxx  +.  aabb .  Differenziando 

XX 

farà  dy  —  • —  x  4  —  bx 3  —  aabx  —  aabb 

dx  - —  - — - - - — — — — - 

—  xx  1 '''aaxx  —  x  4  +-  zaabx — 2 bx 3  — -  bbxx  +-  aabb 


Nel  primo  Libro  al  nura.  239.  fono  flati  da  me  con- 
fiderati  tre  cafi  di  quella  curva  ;  il  primo  quando  fìa_. 
a  —  b  ;  il  fecondo  quando  fia  b  minore  di  a  ;  ed  il  terzo 
quando  b  fia  maggiore  di  a  . 

Rifpetto  al  primo  cafo  :  la  curva  farà  quella  della-. 


540  ISTITUZIONI 

Fig.  56.,  e  l’equazione  yy  zz  a*  +-  za  3  x  —  lax 3  —  x 4  » 

XX 

prefa  GJzzGP  zza ,  GEzzx,  EMzzy ;  e  differenziando, 
Jy  =  —  at  4  ■ —  ax 3  —  « 3  a?  —  a 4  .La  fuppofizione 

dx  ,  :  •  ~  , 

±:xx\ / a* +-  2 a*  x-^-zax* —  a?4 
di  dy  —  o  ci  dà  il  numeratore  eguale  al  zero  ,  cioè 

x  +■  a  \  x*  +-  a3  —  oì  e  però  x  zz  —  a ,  il  qual  valore  ,  fo¬ 
niamo  nell’equazione  della  curva,  ci  dà  yzzo  .  La  fup- 
pofizione  di  dy  zz  00  ci  dà  il  denominatore  eguale  al  ze¬ 
ro  ,  cioè  xx  f/ x -h  a  X  aa  —  xx  —  o  ,  e  però  x  zz  o  , 
x  zz  —  a,  ed  xzza  ;  ma  il  valore  x  zz  —  a  11  è  trovato 
anche  nella  fuppofizione  di  dy  zz  o ,  adunque  quando  Ha 
x  =  —  a  ,  cioè  prefa  GPzza,  la  curva  averà  nel  punto  P 
un’  incontro  di  due  rami  , 

Il  valore  x  —  a  fodituito  nell’equazione  ci  dà  yzzo  , 
adunque  la  medefima  x  farà  zz  a  zz  G  A ,  a  cui  corrifpon- 
de  yzzo.  11  valore  xzzo  fodituito  ci  dà  jyrrco  ;  adun¬ 
que  per  lo  punto  G  ,  in  cui  xzzo  ,  condotta  una  paral¬ 
lela  alle  ordinate,  toccherà  la  curva  in  infinita  didanza, 
vale  a  dire,  farà  un’afmtoto  , 

Rifpetto  agli  altri  due  cafi:  (Fig,  57.  58.  )  da  GJzz 
GKzza  ,  G  Pzzb  ,  ed  il  redo  come  fopra  .  La  fuppod- 
zione  di  dyzzo  ci  darà  — a?4  —  bx1 — • aabx  —  aabb  zz  o  , 

cioè  x  +-  b  X —  “V 3—  aabzzo  ,e  però  xzz  —  b,  xzz^' — aab. 
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La  fuppoflzione  di  dy  —  00  ci  darà 

xx  Vaaxx  —  x 4  +-  2 aabx  —  2 bx 3  — :  bbxx  +-  aabb  zz  o ,  cioè 

xx  )/ x  b  \aa  —  xx  —  o ,  e  però  x  —  o ,  x  —  • —  b3 

££  — — .  Ct  ^  «IV  — «  iZ  •  * 

Il  valore  x  2=  —  che  nel  fecondo  cafo  foflituito 
nell’ equazione  rende  jy=:o,  ci  viene  fomminiflrato  da_, 
ambedue  le  fuppofizioni ,  adunque  (Fig.  57.)  prefa  GP 
dalla  parte  de’  negativi ,  ed  =  —  b  ,  il  punto  P  farà  un’ 
incontro  ,  o  fia  una  interfecazione  di  due  rami  di  curva. 
Lo  fletto  valore  x  — — b ,  fottituito  nell’  equazione  dettai 

curva  y^y  —  b+-x\/aa  —  xx  ,  ci  dà  nel  terzo  cafo  ne- 

OC 

gativo  il  radicale  ,  per  ettere  b  maggiore  di  a  ,  e  però 
immaginaria  la  curva  ,  quindi  a  nulla  ferve  . 

Il  valore  x  =  aab,  foflituito  nell’equazione  della 


curva,  ci  dà  y  =  hh  j/ aa  —  bb  Sabb  4-3 ab  V'—  aab  -i- 3  abb  s 

1/ abb 

cioè  immaginaria  pure  ,  quando  fia  b  maggiore  di  a 
(Fig.  58%  )»  e  però  Umilmente  a  nulla  ferve  in  queflo  ter¬ 
zo  cafo  ;  ma  ci  dà  y  reale  quando  Ha  b  minore  di  a  , 

e  però  (Fig.  57.),  fatta  Gl-V—aob  ,  farà  IN  la  maf- 


fìma  ordinata  y  —  ic  aa —  bb^abb  4-  3 ab ^ • — aab 4-  ^abb. 

F  abb 

Tom,  lì.  P 


1 


Tom.  lì. 


Il 
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Il  valore  x  =  o  ci  dà  y  —  oo  ,  cioè  afintoto  ;  Il  valore 
ss- ±:  a  ci  dà  =  o  ,  cioè  la  tangente  ne’  punti  A  ,  K, 
parallela  all*  ordinate  » 

ESEMPIO  IX. 

86.  Sia  la  mezza  Cicloide  abbreviata  A  MF  (Fig^p;), 
chiamata  AB  —  2a9BFzzb,AP  —  x,  P  M—z,  la  femi- 

periferìa  ANBzzc,  l’arco  AN—q ;  farà PN~  Vzax — xx9 

NM  —  z  — V zax  - —  xx  9  e  per  la  proprietà  della  curva  , 
è  ANB,  BF::  A N,  N.M ;  cioè  c ,  b  :  :  q ,  N M  =  bq; 


dunque  bq  —  z  —  1/2^  —  -va?  .  Differenziando  ,  bdq  - 

T  c 

dz  —  adx  +.  atìv;  ma  condotta  infinitamente  proffi- 

\y  zax  —  xx 

firaa  ad  AfP,  farà  Nn  —  dq  =  adx,  quindi  fatta  k_. 


-  ^  zax  —  xx 

fofiituzione  nell’equazione  ,  averemo  dz  zz  ab  +-  ac  —  ex . 

^ .  c  V*  zax  —  xx 

La  fuppofizione  di  dz  —  o  ci  dà  x  —  ab  +-  a  .  Se  adun- 

c 

que  H  fia  il  centro  del  circolo  ,  prefa  H  E  eguale  alla 
quarta  proporzionale  della  femiperiferìa  ANB ,  della^ 
retta  BF,  e  del  raggio  ,  la  corrifpondente  ordinata  farà 
la  mafììma  ,  che  fi  cerca  . 


La 
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La  fuppofizione  di  dz  z  oo  ci  dà  x  z  o  ,  ed  x  z  za , 
vale  a  dire  ,  che  ne’  punti  A F  la  tangente  farà  paral¬ 
lela  alle  ordinate  « 

PROB  L  E  M  A  L 

87.  Dato  il  rettangola  'AD GB,  (Fig.  <5b.)  fi  dimanda 
la  minima  retta  QH ,  che  fi  pojfa  condurre  per  lo  punto  C 
nell’  angolo  Q  A  H  . 

Sia  AB -a ,  BCzb  Si  B  H  zx ,  farà  C  Hz 1/  bbT'xx,. 
e  per  i  triangoli  fnnili  HBC„  I-IAQ,  averaffi  H B , 

H  C  :  :  HA  ,  HQ;  cioè  x  ,  1/  bh  +-  xx  :  x  +-  a  ,  HQ  ~ 

x  +  a  1/  bb  +•  a’a?  1  Supporta  per:  tanto  la  HQ  z y  ,  come 

[X: 

fe  forte  l’ordinata  di  una  curva  y  onde  fi  abbia  yz 
x  +■  a  y  bb  +-  xx  ,  e  differenziando  9,  farà  dy  z  xì  — àbb  V 

x  dx.  \s  rr~ - 

KX  V  bb  +-  xx 

La  fuppofizione  di  dyza  ci  darà  xz  jJ/  ahb  9  e  però. 

fatta  BHz  yd  abb  e  condotta  HCQ  ,,  farà  erta  la  mi¬ 
nima  ,  che  fi  cerca  La  fuppofizione  di  dy  z  oo  ci  da¬ 
rà  x  z  ix — bb  immaginaria  9,  ed:  xzo  y  che  a-  nulla-., 
ferve  ,  quando.  non  s’ intenda  ,  che  la  retta,  condotta-» 
per  lo  punto  C ,  che.  in  quello  cafo  farebbe  BC  infini- 

P  2:  tamen.- 
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tamente  prodotta  ,  fia  un  maffimo ,  appunto  per  effer 
infinita  . 

In  quelle  tali  quellioni  adunque  ballerà  differen¬ 
ziare  quell’ efpreffione  ,  che  fi  vuole  effere  un  maffimo, 
o  minimo  ,  ed  indi  fupporre  eguale  ai  zero  il  numera¬ 
tore  ,  poi  il  denominatore  . 

PROBLEMA  II. 

88.  Divifa  la  retta  AB  (  Fig.  61.)  in  tre  parti 
date  AG,  CF,  FB  ,  Jz  dimanda  il  punto  E  ,  in  cui  de- 
vejt  tagliare  la  porzione  di  mezzo  GF  per  modo  ,  che  il 
rettangolo  A  E  X  E  B  abbia  al  rettangolo  G  E  X  E  F 
minima  ragione  pojjìbile  . 

Si  chiami  A  C  ~  a  ,  CF  —  b  ,  CB  —  c  ,  e  CE  —  x] 
farà  AE  —  a  +-  x  ,  EB  —  c  —  x  ,  EF  —  b  —  x  ,  e  però 
farà  il  rapporto  AE'XEB  —  ac+cx—ax —  xx  ,  che 
CE  X  EF  bx—~-xx 

deve  effere  un  minimo  .  Il  differenziale  adunque  farà 
cxxdx — bxxdx — axxdx  +-  zacxdx  - — abcdx  ,  e  pollo  il 

_ _  Z 

bx — xx 

numeratore  eguale  al  zero,  averemo 

x  —  —  ac  ±r  V  abcc  —  abbc  —  aabc  +-  aacc  .  Un  valore  pofi- 
c  — b —  a 

rivo ,  che  ci  dà  il  punto  ricercato  E  da  C  verfo  B , 

l’ altro 
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l’altro  negativo  ,  che  ci  darebbe  il  ponto  E  da  C  verfo 
A  .  Pollo  il  denominatore  eguale  al  zero  ,  averemo 
x  —  o  s  ed  x  —  b  3  ne’  quali  due  cafi.  il  rapporto  de’ 
rettangoli  farà  il  tnaffirao  ,  perchè  prefa  x  =;  o  ,  il  pon¬ 
to  E  cade  in  C;  e  prefa  x  =  b  ,  il  punto  E  cade  in_» 
F  j  e  però  si  nell’  uno  ,  come  nell’  altro  cafo  il  rettati-» 
golo  CE  X  E  F  è  zero  » 

PROBLEMA  III. 

8p.  La  data  retta  AB  fi  debba  tagliare  talmente _> 

_  Z 

nel  punto  C  ,  che  il  prodotto  A  C  X  C  B  fia  il  majjtmo  di 
tutti  i  prodotti  Jìmili  . 

Chiamata  AB  —  a  ,  AC  —  x ,  farà  CB  —  a  —  x  , 

„ _  Z 

e  però  AC\CB~  axx  —  x3  .  Il  differenziale  farà 
2 axdx  —  3 xxdx  ,  il  quale  paragonato  al  zero  ,  darà 
x  —  2a  ,  ed  x  —  o  .  Prefa  per  tanto  A  C  —  x  —  ,  il 

~T  ì 

_ Z 

prodotto  AC  X  CB  farà  il  maffimo  ;  e  prefa  x  =  o  ,  il 
prodotto  farà  in  un  certo  modo  il  minimo  ,  perchè  fa¬ 
rà  zero  5  cadendo  il  punto  C  in  A  .  Non  effendo  la-, 
differenziale  una  frazione  3  non  à  luogo  l’altra  lolita-, 
fuppofizione  del  denominatore  eguale  a  zero  ,  ma  fe_* 
fi  voglia  confiderare  l’efpreffione  del  prodotto  axx  —  x3. 


come 
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come  un’ordinata  di  curva  ,  converrà  perla  legge  degl* 
omogenei  dividere  effo  prodotto  per  un  piano  collante, 
e  così  il  differenziale  farà  una  frazione  del  denominato- 
re  collante  ;  ma  effa  collante  non  può  mai  effer  zero, 
fe  non  relativamente  alla  x  affunta infinita,  e  certamente, 
che  allora  il  prodotto  farà,  un  m afflino  ,  quando  fia_a 
A  C  —  x  —  oo  „ 

* _ 2 

’O  detto,  che  il  prodotto  ACfiiCB  è  un  maffi- 
mo,  quando  fia  AC— za,  il  che  chiaramente  fi  vede 

ì 

dal  deferivere  la  curva  dell”  equazione:  axx- — -xl  ~  y  „ 

aa. 

poiché  tutte  le  ordinate  tra  A,  e  B  fono  minori  di 
quella  ,  che  corrifponde  all’affiffa  x  —  ra  Sofiituito 

ì 

nell’equazione  l’  altro  valore  x  —  o  ,  farà,  y  zz  o  ,  dal 
che  fi  conchiude  ,  che  effo  valore  a  nulla  ferve  . 

5>o.  Nel  Problema  antecedente  ,  ed  in  tutti  quelli 
di  lìmil  natura  fi  può  fare  ufo  di  quello  metodo  per 
conofcere  ,  fe  le  quefiioni  fono  de’  Maffimi  ,  o  de” 
Minimi  ~  , 

PROBL  E  M  A  I  V. 

5)i.  Fra  tutti  t  parallelepìpedi  eguali  ad*  un  dato  cu¬ 
bo  ,  e  de’  quali  fia  dato  un  lato  ,  fi  dimanda  quello  che: 
abbia  la  minor  fuperficie  .. 
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Il  dato  cubo  fi  a  ed  il  lato  cognito  del  paral¬ 
lelepipedo  Ila  ~  b  ,  uno  de’  lati  ,  che  fi  cercano  ,  iìa_* 
—  x  j  il  terzo  farà  —  a!  ,  poiché  il  prodotto  de"  tre  ? 

bx 

forma  il  parallelepipedo  eguale  al  dato  cubo  a%  .  I  pro¬ 
dotti  dei  Iati  prefi  a  due  a  due  >  cioè  bx  ,  aì  ,  a 3 

X  b 

formano  i  tre  piani ,  che  fono  la  metà  della  fuperfìcie 
del  parallelepipedo ,  e  però  la  fomma  di  quedi ,  cioè 
bx  +-  a*  +-  a3  deve  edere  il  minimo  ,  che  li  cerca  .  Dif- 

x  b 

ferenziando  adunque,  avremo  bdx  —  a'dx  ,  o  fia_. 

Ai  A» 

bxxdx  —  a*dx  .  La  fuppofìzione  del  numeratore  eguale 

OCX 

al  zero  ci  dà  x  ~  y'a}  ;  faranno  adunque  i  tre  lati  del 
parallelepipedo  ,  che  fi  cerca,  b  ,  j/V  ,  ed  a%  , 

^  ~~r  7^ 

cioè  y/  ,  e  però  eguali  faranno  i  due  lati  ,  che  fi 

cercano  .  La  fuppofìzione  del  denominatore  eguale  ai 
zero  a  nulla  ferve  ,  perchè  ci  dà  x  —  o  ,  il  che  difìrug- 
ge  il  problema  . 

Se  fi  volefìe  il  parallelepipedo  con  le  affegnate 


con- 
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condizioni ,  ma  lenza  affo  mere  Iato  alcuno  per  dato , 
chiamatone  uno  zz  x  ,  fono  gl’ altri  due  eguali  tra  loro, 

ed  =  y/  a 3  ,  e  la  fomma  de’  tre  piani ,  che  deve  effe- 
re  un  minimo  ,  farà  ix  . /  a3 ,  e  differenziando, 

'  X  X 


a3  dx  — •  a*  dx  , 


o  fia  a 3  xdx  —  a 3  dx 


/ 


3  ,  e  fatto 


il  numeratore  eguale  al  zero  ,  fi  averà  x  —  a  ,  e  gl’ al¬ 
tri  due  lati  parimenti  —  a  3  ed  il  cubo  fieffo  farà  il  pa¬ 
rallelepipedo  ,  che  fi  cerca  . 


PROBLEMA  V. 

<)2.  Fra  gl'  infiniti  coni  inferii  ti  in  una  sfera  ,  de¬ 
terminare  quello  ,  la  dì  cui  fuperficie  conveffa  ,  cioè  non 
comprefa  la  bafe  ,  fia  la  majfìma  » 

Nel  femicircolo  ABD  (  Fig.  6i.  )  fieno  i  triangoli 
ABC  s  AEH  ,e  fi  giri  il  femicircolo  attorno  al  diame¬ 
tro  A  D  ;  nel  mentre  ,  che  egli  deferive  la  sfera ,  i 
triangoli  deferiveranno  tanti  coni  ,  ma  poiché  da  Archi- 
mede  fi  dimofira  ,  che  le  fuperficie  de’  coni  inferirti 
fono  tra  loro  ,  come  i  prodotti  AE\EH ,  AB  X  BC, 

h 
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la  queflione  il  riduce  a  determinare  nel  diametro  AD 
il  punto  C  tale,  che  il  prodotto  ABXBC  fia  il  maf- 
fimo  . 

Chiamo  adunque  *AC  —  x  ,  AD  —  a  ;  farà  ,  per 

la  proprietà  del  circolo  ,  CB  —  Vax  — xx  ,  AB  -  \/~cìx  9 

ed  AB  X  BC-U'ax  Vax- —  xx  —  V aaxx  —  ax 3 .  Diffe¬ 
renziando  adunque  ,  averemo  2 aaxdx  —  3 axxdx  ,  e_. 

2  1/  aaxx  —  ax 3 

fatto  il  numeratore  =  o  ,  farà  x  —  2 a  ,  ed  x  —  o  ;  fatto 

3 

il  denominatore  zz  o  ,  farà  x  —  a  ,  ed  x  —  o  .  Pre-r 
fa  adunque  AC—~  AD ,  la  fuperficie  del  cono  deferi¬ 
to  dal  triangolo  ABC  farà  la  maffima ,  che  11  cercai  . 
Gl’  altri  due  valori  x  —  o,  ed  x  —  a  non  fervono  ,  co¬ 
me  è  chiaro  . 

PROBLEMA  VI. 

23*  Dato  l'angolo  FDG  ,  (  Fig.  63.  )  e  dato  di  po¬ 
rzione  il  punto  A  ,  ritrovare  la  minima  retta  ,  che  nel 
dato  angolo  pajjì  per  lo  punto  A  . 

Sia  CB  quella  ,  che  fi  cerca,  e  11  tiri  AQ  norma¬ 
le  ad  FD  ,  F  A  P  normale  a  DG  ,  e  CK  normale  ad 


Tom.  II. 


Q 


FP  . 
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FP  .  Poiché  è  dato  l’angolo  FDG  ,  e  l’angolo  F  PD 
è  retto  ,  farà  noto  l’angolo  AFQ  ,  ma  è  in  oltre  dato 
di  pofizione  il  punto  A  ,  dunque  faranno  note  le  QA, 
QF ,  FA  ,  QD  .  Sia  per  tanto  QF  ~  a  ,  QA  —  c  , 

Q  D-b  ,  e  la  QC  =  x  ,  farà  FA  =  1/  aa  4-  cc  , 

C A  —  i/ cc  +-  a?  a*  ,  F D  —  b+-  a  ,  F  C  ~  a  x- .  Ma  per  i 
triangoli  limili  F  AQ , FDP ,  è  F A  ,  FQi:  FD ,  FP; 
adunque  FP  -  aa+-ab  ,  e  però  =  ab  —  cc  ;  e_. 

t/  4-  CC  j/  i3a  +-  cc 

per  i  triangoli  limili  FCK}  FAQ,  è  AF,  FQ::FC , 
.FK  ,  adunque  FK  m  a* —  dx_  ,  onde  =  cc  -h  ax  ; 

i/;3i3  4-  CC  ^  &&  +-  CC 

e  finalmente  per  i  triangoli  fimili  ACK  ,  AB  P  ,  farà 
AKS  CA  :  :  A  P  ,  AB;  adunque  AB  —  ab  —  cc  V cc  4-  xx , 

CC  -j-  CMC 

e  però  CB  —  Vcc+-  xx  4-  ab  —  cc  1/  cc  4-  xx  ,  che  deve 

cc  4-  ax 

effer  la  minima  .  Differenziando  farà 
xdx  4-  xdx  X  ab — cc  X  cc4-  ax — adx  X  ab — cc  X  cc4-  xx, 

l/cc-h-xx  _ a  -  _i 

CC  4-  ax  X  CC  4-  XX  z 

e  pollo  il  numeratore  :=  o  5  (  riducendo  prima  al  comun 

denominatore  )  farà  x%  4-  iccxx  4-  bccx  4-  c4 —  bcc  —  o  , 

a  a  a 

equazione  folida . 


Per 
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Per  coflruirla  prendo  l’equazione  alla  parabola.. 
xx  —  ay;  fatta  la  follituzione  ,  farà 
xy  +-  zccy  +■  bccx  +-  c4 —  bcc  —  o  ,  luogo,  all’ iperbole  fra_». 

a  aa  aa  a 

gl’ afintoti . 

Ciò  pollo,,  fulla  retta  QD  fi  prenda  Q M ~  zcc  ,  e 

a 

condotta  dal  punto  M  parallella  ad  AQ  la  retta-,. 
MN—  bcc  ,  fi  tiri  NS  parallella  a  QD  ,  e  fra  gl’  a  fin- 

aa 

roti  NS,.  NT  fi  deferiva  l’iperbola  JAOV  del  rettango¬ 
lo  collante  —  zbc* aabcc — -ac*  ,  e  fieno  fulla  retta-,. 

a 3; 

QF  le  a?  prefe  dal  punto  Q  ;  e  ad  efie  normali  le  y  l 
Indi  all’ alle  A Q,  vertice  Q,  parametro  ~  a  fi  deferi¬ 
va  la  parabola  QO  dell’equazione  scx.  —  ay  ;  dal  punto 
0,  in  cui  la  parabola  taglia  l’iperbola,  condotta  OC 
parallela  ad  AQ  ,  e  dal  punto  C  condotta  per  lo  punto 
A  la  retta  CAB  ,  farà  ella  la  minima,  che  fi  cerca.. 

Ed  in  fatti,  per  la  colìruzione  ,  è  NS  —  x +~  2 cc  , 

a 

SO  —  y  +-  bcc  ,.  e  per  la  proprietà  dell’  iperboli,  deve 

aa. 

effere  NSX  SO  —  al  rettangolo  collante,  dunque-*. 
xy  -b  zccy  +*  bccx  4-  2 bcA  —  2 bc*  +-  aabcc  —  ac 4  ,  ma_& 


55i  INSTI  TU  ZIO  NI 

CO  —  y  —  xx  j  per  la  proprietà  della  parabola  ,  duri- 

a 

que  fofijtuito  in  luogo  di  y  quello  valore  ,  averemo 
x 3  4-  2 ccxx  -5-  bccx  —  bcc  —  c4  ,  cioè 

a  aa  aa  a  aa 

x3  -T-  2 ccxx  -’r-bccx  -t-  c 4 —  bcc  —  o  ,  che  è  l’equazione.*  , 

a  a  a 

da  cui  fi  doveva  ricavare  il  valore  della  x  ,  adun- 
que  ec„ 

’Q  fatta  la  fuppofizione  ,  che  fia  zero  il  numera¬ 
tore  della  frazione,  che  efprime  il  minimo. 

L’ altra  fuppofizione  ,  che  fia  zero  il  denominato- 

- Z  .  . — - 

re  ,  darà  cc  +-  ax  1/  cc  +-  xx  —  o ,  cioè  K  cc  +-  xx  —  o  , 

cc  +-  ax  —  o  ;  ma  1/  cc  4-  xx  —  o  ci  dà  x  —  —  cc  im¬ 
maginaria  5  e  però  non  ferve  ;  cc  4-  ax  —  o  ci  dà 
x  ~  —  cc  ,  ma.  prefa  Qc  =  x  —  • —  re,  e  condotta  Ac, 

a  a 

farà  il  triangolo  <9^ e  limile  al  triangolo  QF A  ,  0  fra 
PFD  ,  e  però  l’angolo  eguale  all’angolo  FDP; 

quindi  cA  farà  parallela  alla  DP  ,  vale  a  dire  Ia_» 
condotta  dal  punto  c  ,  e  per  lo  punto  A  nel  dato 
angolo  FD  G  farà  infinita ,  che  in  certo  modo  è  un-* 
maffimo . 

Più  brevemente  ancora  fi  può  vedere  ,  che  in_. 
queflo  cafo  la  retta  ,  che  fi  cerca ,  farà  infinita  ;  poiché 


nell’ 
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nell'  efpreffione  -J  cc  +-  xx  +■  ab — cc  cc  +-  xx  —  CB  , 

’  cc-t=ax 

foflituito  in  luogo  di  x  il  valore  — ££,  il  denominato- 

a 


re  diviene  zero  s  e  però  la  linea  infinita  e 


CAPO 
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CAPO  IV. 

De 9  FhJJì  contrari  ,  e  de*  Regreffi  . 

S>4-  Cofa  fieno  i  Fleffi  contrarj ,  ed  i  Regreffi, 
è  flato  abbaflanza  detto  nel  Lib.  I..  Cap..  VI. ,  pofle  le 
quali  notizie  Sia.  la  curva  ADE  M  (  Fig.  64.  )  con  le 
coordinate  parallele  ,  la  quale  abbia  in  E.  un  fleflò  con¬ 
trario,  o.  regreflo  ;  prefa  una.  qualunque  affida  AB  —  m  , 
l’ordinata  BD—y,  e  condotta  CF  parallela,  ed  infini¬ 
tamente  proffima  a  BD  ,  egli  è  manifeflo  ,  che  aflunta 
dx  — BC  collante  ,  crefcendo  Tempre  più  la  affifla_«, 
AB— a?  ,  la  differenza  GF  dell’ordinata  BD  ,  cioè.  la_«. 
dy  fi  farà  Tempre  minore  fin’ a  tanto,  che  l’ordinata  fia  la 
HE  ,  che  corrifponde  al  punto  del  fleffio  contrario  ,  o  dei 
regreflo  ,  dopo  del  qual  punto,  nell’  uno  ,  e  nell’altro  caffi 
la  dy  anderà  Tempre  facendoli  maggiore  ..  Adunque  nel. 
punto  del  fieffo  contrario  3  e  del  regreflo  la  dy  farà,  un  mi¬ 
nimo;  onde  3  per  lo  metodo  de’ m  affimi, e  minimi  vddy  —  o,: 
o  pure  ddy  —  00  farà  la  formola  de’  fleffi  contrarj ,  e  de*' 
regreffi 

Se  la  curva  farà  (  Fig..  65.  )  prima  convella,  e  poi 
concaya  all’  affé  AH:,  crefcendo,  parimente  la  affiflk- 
crefce  la  differenza  dell’  ordinata  fino  al  punto  E.  del 

fleffa 
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fleffo  contrario  ,  o  regreffò  ,  dopo  di  cui  va  calando  ; 
farà  adunque  in  quel  punto  la  dy  un  maffìmo  ,  e  però 
iffeffamente  fi  dovrà  porre  ddy  ~  o  ,  o  pure  ddy  ~  oc  . 

Lo  iìeffo  s’inferifca  ancora  dal  confiderare ,  che-» 
nelle  curve  prima  concave  all’  affé  la  differenza  fecon¬ 
da  dell’  ordinata  y ,  cioè  la  ddy  è  negativa  fino  al  pun¬ 
to  E  di  regreffò  ,  o  di  fleffo  contrario  ,  di  poi  lì  fa  po- 
fitiva  ;  e  nelle  curve  prima  conveffe  elfa  differenza  fe¬ 
conda  è  pofitiva  lino  al  punto  E ,  di  poi  fi  fa  negativa; 
ma  una  quantità  qualunque  non  può  da  negativa  farli 
pofitiva  ,  o  da  pofìtiva  farfi  negativa  ,  fe  non  paffando 
per  lo  zero  ,  o  per  l’infinito ,  adunque  nei  punto  E  di 
regreffò  ,  o  di  fleffo  contrario  deve  effere  ddy  —  o  ,  o 
pure  ddy  —  oo  . 

Sia  tangente  della  curva  A  E  M  prima  concava  all’ 
affé  ( Fig .  64. )  nel  punto  D  la  retta  DT,  e  nel  punto 
E  la  retta  E P  ;  crefcendo  l’affìffa  AB ,  crefcerà  iempre^ 
l’intercetta  A  T  fra  Ia_  tangente  ,  e  l’origi'ne  delie  affiffe 
fino  a  tanto  ,  che  il  punto  B  cada  in  H ,  dopo  di  che 
nel  calo  del  fleffo  contrario  crefcendo  ancora  l’aflìffal.  , 
calerà  effa  intercetta,  adunque  nel  pùnto  E  dì  fleffo  con¬ 
trario  i’ìntercetta  AP—ydx- — x  dovrà  effere  un  maffl- 

dy  > 

mo  e  però  differenziando  prefa  d  x  coftante_, 
dyz  dx  ■ — ydxddy  —  dyzdx  eguale  al  zero,  o  all’infinito, 

~  ^7  “ 


cioè 
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cioè  riducendo  ,  dividendo  per  — ydx  ,  e  moltiplicando 
per  dy1  ,  farà  finalmente  ddy  —  o  ,  o  pure  ddy  —  co  .  Nel 
cafo  ,  che  il  punto  E  fia  di  regreffo  ,  crefcendo  l’inter- 
cetta  AT,  crefcerà  pure  raffiffa  AB,  fino  a  che  il  pun¬ 
to  T  cada  in  P  ,  e  l’affiffa  farà  AH,  oltre  il  qual  punto 
T  l’affiffa  anderà  calando  ;  farà  adunque  AH  un  malli- 
mo ,  e  però  la  fua  differenza  eguale  al  zero  , .  o  all’  in¬ 
finito  ,  adunque  relativamente  a  tale  differenza  farà  in¬ 
finita  ,  o  zero  la  differenza  di  A  P ,  e  però  ddy  =  oo, 
o  pure  ddy  —  o  s  come  prima  . 

Se  la  curva  (Fig.6$.)  fia  prima  convella  all’  affé  3 
'  V intercetta  A  T  farà  —  x  —  ydx,  e  la  differenza^ 

dy 

dxdy 1 —  dxdy 1  +~ydxddy  ,  o  fia  ydxddy ,  e  però  diyiden- 
dy*  .  àyz 

do  per  ydx,  e  moltiplicando  per  dy1,  fi  avrà  nè  più  9 
nè  meno  ddy  —  o,  o  pure  ddy  —  oo. 

Nella  curva  DEM,  (  Fig.  6<5.  )  effendo  A  l'origine 
delle  afflile  x ,  ed  E  il  punto  del  fleffo  contrario  ,  l’in¬ 
tercetta  AP  farà  —AH-hHP,  ma  in  tale,  cafo  la  fot- 
totangente  1-1 P  è  negativa,  vale  a  dire  — ydx  ,  adun- 

dy 

qué  farà  AP-x — ydx  ,  onde  fi  vede  ,  che  in  neffun 

dy 

modo  effa  infefcetta  AP  potrà  effere  x  -h ydx . 

dy 

Serve  la  ritrovata  forinola  per  le  curve ,  che_» 


anno 
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Inno  le  ordinate  parallele,  cioè  che  fono  riferite  ad  un', 
affé  ,  o  diametro  ;  ma  ella  è  diverfa  nelle  curve  riferite 
al  fuoco . 

Sia  (  Fig.  6j.  68.  )  la  curva  ADE,  il  fuoco  Q ,  da 
cui  partono  le  ordinate  QD  ,  e  fia  Qd  infinitamente., 
proffima  alla  QD  ;  condotta  QT  normale  a  QD,  e  Qt 
normale  a  Qd ,  li  tiri  DT  tangente  della  curva  nel 
punto  D,  e  (dt)  tangente  nel  punto  d  ;  la  Qt  prodotta  , 
fe  fa  bilogno,  incontrerà  DT  nel  punto  o  .  Ora  è  chia¬ 
ro,  che  crefcendo  le  ordinate  ,  fe  la  curva  è  concava-, 
verfo  il  fuoco  Q,  (  Fig.  6j.  )  farà  Qt  maggiore  di  QT  ; 
ma  fe  la  curva  è  convella  verfo  il  fuoco  Q,  (  Fig.  6 8.  ) 
farà  Qt  minore  di  QT  ;  adunque  nel  paffare  la  curva-, 
da  concava  ad  elfer  convella,  o  vicendevolmente,  cioè 
nel  punto  del  fleffb  contrario  ,  e  regreffo  ,  la  quantità 
(ót)  dovrà  farfi  da  polì  ti  va  negativa  ,  o  all’  oppoffo  ,  e 
però  dovrà  paffare  per  lo  zero,  o  per  l’infinito  . 

Sia  pertanto  QD~y,  DM~dx  ,  e  col  centro  Q  fi 
deferivano  gli  archi  infinite!]  mi  DM ,  TH ;  faranno  li¬ 
mili  i  due  triangoli  dMD,  dQT ,  ficcome  dQo,T  Ho, 
e.  però  farà  dM,  MD  ::  dQ  ,  o  fia  DQ,'QT ,  cioè  dy, 
dx  ::  y  ,  QT  =  ydx  ,  ma  fono  filmili  pure  i  due  fettori 


dy 


DQM ,  TQH  ;  quindi  QD  ,  DM::  QT ,  TU,  cioè 
y,  dx  ::  ydx,  TH-dx z ,  e  per  la  fimilitudine  de’  trian- 


dy 

Tom.  IL 


dy 


R 


goti 
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gol!  dQo  ,  THo ,  farà  dQ  (o  Ca  DQ)  ,  Qo  (ofia- 

qT)  ::  TH ,  Ho  ;  cioè  y  ,  yiar  ::  dx 2  ,  Ho  —  dx'  ;  tua 

dy  dy  dy 2 

Ht  (  F*g.  67.  )  è  la  differenza  di  gT*,  cioè  Ht  - 
dxdy 2  —  ydxddy  ,  (prefa  per  colante  dx  )  adunque. 
dy2 

to  —  tH+-Ho  —  dxdy 2  • — ydxddy  +*  dx 5  ,  che  deve  effere 

dy  2 

eguale  al  zero  ,  o  all’infinito  ,  e  però  anche  moltipli¬ 
cando  per  dy2,  e  dividendo  per  dx  ,  farà  dy2-?—yddy+* 
dx2  eguale  al  zero  ,  o  all’infinito  . 

^  Nella  Fig.  68.  la  (of)  viene  ad  effer  negativa,  e  però 
=  —  dxdy2  +-  ydxddy  —  dx* ,  onde  dividendo  per  — dx , 
dy2 

e  moltiplicando  per  dy2 ,  farà  dx2**dy2 — yddy  eguale 
al  zero  ,  o  all’infinito  » 

Se  per  tanto  una  curva  qualunque  riferita  al  fuoco 
Q  ,  (  Fig.  6p.  )  le  di  cui  ordinate  £)B  —y  ,  e  gli  archet¬ 
ti  BC—dx ,  averà  un  fleffo  contrario  ,  o  regreffo,  la_, 
formola  generale  per  determinarlo  farà  dy2 +- dx2 — ■ 
yddy  —  o  ,  o  pure  dy 2  +- dx2— yddy  —  oo  . 

Se  fi  fupponga  y  infinita  ,  nella  formola  dx2  4-  dy2 — - 
yddy  faranno  nulli  i  primi  due  termini  rifpetto  al  ter¬ 
zo  ,  e  però  farà  — yddy  eguale  al  zero  9  o  all’infinito  , 
e  divìdendo  per  —y  ,  avererno  ddy  —  o  ,  0  ddy  —  co  , 
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cioè  la  formola  del  primo  cafo  delle  curve  riferite  al 
diametro,  come  appunto  deve  fuccedere;  perchè,  fup- 
rpofla  y  infinita ,  le  ordinate  fono  tra  loro  parallele  » 

96.  Data  la  natura  della  curva,  per  mezzo  di  un1* 
equazione  ,  e  fuppoila  dx  collante  ,  differenziando  due 
volte  ,  fe  l'equazione  è  algebraica  ;  una  fola ,  fe  è  dif¬ 
ferenziale  del  primo  grado  ,  a  fine  di  avere  il  valore»* 
della  ddy  dato  per  dx  ,  quello  paragonato  al  zero  ,  indi 
all’infinito  ci  fornirà  i  valori  dell’ afilla  x  ,  ai  quali  cor- 
rifponde  l’ordinata  y,  che  incontra  la  curva  ne’  punti 
di  flefio  contrario  o  regrefiò  ,  fe  però  ,  polli  tali  valori 
in  luogo  di  x  nell’equazione  della  curva  ,  fi  abbia  la». 
y  reale  ;  che  fe  la  y  farà  immaginaria o  in  voi  vera 
contradizione  ,  la  curva  non  avrà  tali  punti  * 

97.  Per  diilinguere  i  fleflì  contrarj  dai  regredì  s 
giacché  il  metodo  ci  dà  confufamente  gl’ uni  ,  e  gl’ al¬ 
tri  ,  baierà  vedere  a  un  di  predò  l’andamento  della»* 
curva  ,  e  quello  ci  darà  il  lume  necefiario  per  determi¬ 
narli  „ 

pfi.  Un’  altra  forta  di'  regrefiò  pofiòno  avere  le_» 
curve  diverfa  da  quella  ,  che  ora  fi  è  confiderata , 
ed  è  quando  la  curva  ritorna  indietro  verfo  la  fua  ori¬ 
gine  rivoltando  la  fua  concavità  a  quella  della  parte».  , 
a  cui  la  rivolgeva  prima  del  regrefiò  .  Dopo  aver  trat¬ 
tato  de’ Raggi  Ofculatori*  darò  alla  fine  del  feguente  Ca- 

-  R  2 


po 
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po  la  formola  generale  anche  per  i  regrefiì  di  quella-* 

feconda  forta , 

's  • 

ESEMPIO  I. 

pp»  Sia  (  Fig .  51.  )  la  parabola  cubica  dell’  equa¬ 
zione  y  —  a  +■  a 3  ■ —  2 aax  +-  axx  ,  che  fi  è  veduto 
nell’Efempio  V.  del  Capo  antecedente  num.  8r.  avere 
un  punto  d’incontro  .  Differenziando  è  adunque^ 
dy  —  ■ —  zaadx  +-  zaxdx  ,  e  differenziando  di  nuo= 

Z 

3  X  3  —  2 aax  +-  axx  3 

vo  ,  prefa  dx  collante  ,  farà 
dày  ~  —  zadx 1 

Z 

p  X  a3 —  zaax  ■+-  axx  3 

La  fuppofizione  di  ddy  —  o  ci  dà  — zadx1  —  o ,  il 
che  non  ferve  ;  fatta  adunque  la  fuppolìzione  di  ddy  — 00  , 

—  -  —  —  -h 

farà  p  X  à 1  —  zaax  +-  axx  *  —  o  ,  cioè  aa  —  2 ax  +■  \ 
xx  —  o  ,  e  però  x  —  a  .  Sollituito  ,  in  luogo  di  x  ,  que¬ 
llo  valore  nella  propofìa  equazione  ,  farà  y  ~  a  ,  adun¬ 
que  la  curva  à  un  fleffo  contrario ,  o  regreffo ,  che  cor- 
rifponde  alla  affiffa  x  —  a,  alla  quale  compete  l’ordina¬ 
ta  y  —  a  ,  e  perchè  fi  fa  altronde  ,  effere  pure  quello 


un 
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un  punto  d’incontro  9  non  potrà  dunque  effere  un  Beffo 
contrario  ,  ma  bensì  un  regreffo . 

Sia  la  Beffa  parabola  cubica  ,  ma  prefe  le  affiffe_* 
AB  —  x  dal  vertice  A  ,  (  Fig.  70.  )  e  B  C  le  y  .  L*  equa= 
zione  è  axx  ~  y 3  ,  e  differenziando  2 axdx  —  3 yydy ,  e 
differenziando  di  nuovo  ,  prefa  dx  collante  ,  ddy  = 
—  6ydyz  +-zadxz  ;  ma  per  l’equazione  ,  fi  à  3 yy  zz 

3  yy 


3* 


j/  aax  ,  e  per  la  prima  differenziazione  , 


2  axdx 


3  a?  aax 
-  2<3Ìa?  1 


,  adunque  fatte  le  foffituzioni ,  farà  ddy 


5W 


aax 


La  fuppofizione  di  ddy  =  o  non  ferve  ;  la  fuppofi- 

zione  di  ddy  —  00  ci  dà  s>x  ^ aax  —  o  ,  cioè  x  —  o  ,  il 
qual  valore  folfituito  nell’equazione  rende  y  —  o  ?  adun¬ 
que  la  curva  à  un  regreffo  nel  vertice  A  . 


ESEMPIO  II. 


100.  Sia  la  verfiera  DFM,  (Fig.  71.)  la  di  cui 


equazione  y  —  a 


AB  —  x,  BF  zzy,  AD  —  a. 


Diffe- 
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Differenziando  ,  dy  —  —  aadx  ,  e  di  nuovo  dif- 

2x  1/  ax  —  xx 

ferenziando,  prefa  dx  collante,  ddy  —  $a?dxz — 4 aaxdx * , 

ì 

_ _ —  — « 

4#  \  ax  —  xx  * 

La  fuppofìzione  di  ddy  —  o  ci  dà  3 a1  —  \%ax  —  o , 
cioè  x  —  3<z  ?  il  qual  valore  fofìituito  nell’equazione  del- 

la  curva  rende  y  —  a  v  ,  onde  prefa  AB  —  ^  a  ,  Ia_* 

ordinata  BF  —  a  1/ -  incontrerà  la  curva  nel  punto  F, 
che  farà  un  ffeffo  contrario  ,  La  fuppofìzione  di  ddy  —  co 
_ _  y 

ci  dà  4#  X  ax  —  xx  2  =  o  ,  cioè  x  — o  ,  ed  x  —  a  ,  il 
primo  valore  fofìituito  nell5  equazione  rende  y  —  00  , 
il  fecondo/  — o;  ma  nè  l’uno,  nè  l’altro  cafo  porta-» 
fieffo  contrario  ,  e  porta  folo  ,  che  sì  l’  afintoto  A  Q  9 
come  la  tangente  nel  punto  D  è  parallela  alle  or¬ 
dinate  . 

ESEMPIO  I  IL 

ioi.  Sia  (  Fig.  72.73.,  £74.)  la  Cicloide  dell’  e¬ 
quazione  dz—ardx  +■  brdx — bxdx  nurn.  47,  Differen- 

b  V  irx  —  xx 


ziando 
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alando  ,  farà  ddz  —  arx  — arr — brr  X  dx z  « 

X 

b  X  * 

La  fuppofizione  di  ddz  —o  ci  dà  arx  — •  arr  —  brr  —  o  , 
cioè  x  zz  r  +•  br  .  Se  a  lìa  maggiore  di  b  ,  la  cicloide 

a 

farà  l’ allongata  ;  onde  9  prefa  CE  dal  centro  eguale  alla 
quarta  proporzionale  di  BF ,  dei  femicircolo,  e  del  rag¬ 
gio,  e  condotta  l’ordinata  ED,  {Fig.  7^)  incontrerà 
effa  la  curva  nei  punto  del  fleffo  contrario  D  .  Se  fia_. 
a  minore  di  b  ,  (  Fig.  74.  )  la  cicloide  farà  la  raccor¬ 
ciata  ;  ma  quando  a  <  b,  la  x  —  r  -t-  br  farà  maggiore 

a 

di  ir  ,  cioè  maggiore  di  AB  ,  nel  qual  cafo  le  ordina¬ 
te  fono  immaginarie  ,  perchè  non  vi  è  curva  al  di  fotto 
del  punto  F  ,  adunque  la  curva  non  à  fleflì  contrarj  , 
nè  regredì  .  Se  Ila  a  —  b  ,  la  cicloide  farà  l’ ordinaria-.  , 
(  Fig.  72.  )  e  però  x  —  r  +-  br  —  zr  ~  AB  ,  ed  y  —B  F ,  il 

a 

che  non  ci  dà  fleffo  contrario  ,  o  regredì)  ;  ma  bensì  ci 
fa  fapere  ,  che  la  tangente  in  F  farà  parallela  alle  aflìf- 
fe  ,  o  fi  a  al  diametro  A  B  . 

______  J 

La  fuppofizione  di  ddz  —  00  ci  dà  b\/  2 rx  —  xx  1  zo, 
cioè  x  —  o ,  ed  x  —  zr  .  Il  valore  x  ~  o  in  tutti  tre  i 
cali  ci  dà  la  tangente  nel  punto  A  parallela  alle  ordi¬ 
nate  .  Il  valore  x  =  zr  nel  primo  e  fecondo  calo  ci 

dà 
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dà  la  tangente  nel  punto  F  illeffamente  parallela  alle_, 
ordinate  ;  ma  nel  terzo  cafo  ci  dà  una  contradizione* , 

poiché  effendo  l’equazione  dz  —  dx^ir —  x,  foflituito  in 

1/  x 

luogo  di  x  il  valore  ir  ,  farà  dz  —  o  ,  ma  non  può  effe», 
re  dz  —  o  ,  e  affieme  ddz  —  oo  ,  adunque  tale  valore  a- 
nulla  ferve  in  quello  cafo . 

ESEMPIO  IV. 

102.  Sia  la  Concoide  di  Nicomede  di  fopra  con- 
iìderata  al  num.  85.,  la  di  cui  equazione  è 
yy  ~  aaxx  - —  a?4  +-  2 aabx  — •  ibx 3  —  bbxx  -t~  aabb  ,  o  fia_. 

XX 

y  —  b  +■  x  1 /  aa —  xx  .  Differenziando  ,  farà 

X 

dy  —  —  x 3  dx  —  aabdx  ,  e  di  nuovo  differenziando  ,  pre- 
xx  V  aa  —  xx 

fa  dx  collante  ,  ddy  —  ia*b  —  aax 3  ■ —  3 aabxx  X  dx 1  . 

_ j! 

x3  X  aa  —  xx  z 

A  riguardo  de’  tre  foliti  cali ,  che  può  avere  que¬ 
lla  curva,  comincio  dal  primo  quando  a  —  b  .  (Fig.56.) 

Ciò  pollo,  farà  ddy  —  ia$- — ■aax3  —  3  a3  xx  X  dx1  . 

_  2, 

x 3  Xaa  —  xx  x 


La 
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La  fuppofizione  di  ddy  —  o  ci  dà  za 5  —  aax 5  — 
z)ai xx  —  o  ,  cioè  x 3  -h  3 axx  —  2^-0,  e  rifolvendo 

l’equazione,  x  —  V^aa — a,  x  — — 1/3  aa  —  a,  x  — — a\ 

'  il  primo  valore  ci  dà  l’affitta  GE  —  x  —  V^aa —  a,  a  cui 

compete  l’ordinata  E  M—y  —  \/  3  aa  ^ z  a  v  $aa  —  3  aa  , 

3  aa  —  a 

che  incontra  la  curva  nel  punto  M  del  fletto  contrario  ; 
il  fecondo  valore  a  nulla  ferve  ,  perchè  rende  l’equazio¬ 
ne  della  curva  immaginaria  ;  il  terzo  ci  dà  un  regreflb 
nel  punto  P  . 

Riguardo  agli  altri  due  cali,  la  fuppofizione  di  ddy—  o 
ci  dà  z aab — xt —  $bxx—o,oiìa.  xìjr-z>bxx —  zaah  —  o . 
Per  avere  adunque  le  radici  di  quett’  equazione ,  pongo 
xx  —  bZi  luogo  alla  parabola  apolloniana ,  e  fatta  la  folli- 
tuzione  ,  nafce  il  fecondo  luogo  xz  ■+  3 bz  —  2 ad  —  o  s 
all’  iperbola . 

Fra  gli  afintoti  A  Q ,  AD,  fatta  A  C  —  za  ,  CN 
normale  —  a,AD—ib,  e  prefe  full’ afintoto  \AD  dai 
punto  D  le  x ,  fi  deferiva  (  Fig.  75.  )  l’ iperbola  GNF 
del  rettangolo  collante  =  2 aa ,  patterà  etta  per  Io  punto 
N  ;  indi  alzata  DM  normale  alla  D  A ,  all’ atte  D  M , 
vertice  D  ,  parametro  —  b,  fi  deferiva  la  parabola  dell’ 
equazione  xx  —  bz. 

Se  adunque  fi  afluma  b  maggiore  di  a  ,  poiché 
AD  —  ^b,  AC—za,  farà  CD  maggiore  di  b,  ora  prefa 
Tom.  IL  $  nella 
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nella  parabola  la  affilia  z  —  a~  CN,  l’ordinata  farà  x  zz 

y  ab ,  ma  fe  a  è  minore  di  b ,  farà  anco  y  ab  minore.» 
di  b,  e  però  anco  minore  di  CD;  adunque  la  parabola 
taglierà  l’iperbola  tra  IV,  e  D  nel  punto  ,  per  efem- 
pio,  I. 

Ciò  pollo  ,  fe  fi  affama  x  ~  — a ,  farà  nella  para¬ 
bola  z  ~  aa,  Q  nell’ iperbola  z  —  2aa  ,  ma  aa~  è  mag- 

b  —  a  —h  \b  b 

giore  di  2 aa  ,  dunque  la  parabola  taglia  l’iperbola^ 

•—  a  -4-  \b 

nel  punto  I  tale  ,  che  farà  HIzz—x  minore  di  a,  e_* 
però  quella  affilia  averà  nella  concoide  (Fig.  58.)  la  or¬ 
dinata  reale  ,  che  ci  determina  il  Hello  contrario  nel 
punto  ,  per  efempio  N  ,  del  ramo  inferiore  KN .  La 
GM  condotta  dal  punto  G,  altra  interfecazione  della  pa¬ 
rabola  ,  e  dell’ iperbola,  farà  neceffariamente  maggiore  di 
a  ,  e  però  a  tale  affilia  non  corrifponde  nella  concoide 
ordinata  alcuna  reale,  onde  quello  valore  a  nulla  ferve. 
Finalmente  il  terzo  valore  TF  ci  darà  l’affi ffa  ,  a  cui 
compete  .l’ordinata  nel  ramo  fuperiore  ,  che  incontra  la 
curva  nel  Hello  contrario  M. 

Sia  b  minore  di  a  ,  farà  (Fig.jó.)  CD  minore  di 
b ,  e  prefa  nella  parabola  la  z  —  a  —  CN ,  l’ordinata  farà 

x  —  yab ,  cioè  maggiore  di  b,  e  però  maggiore  di  CD, 
adunque  la  parabola  palerà  tra  IV,  e  C,  quindi  o  non 
taglierà  effa  l’iperbola,  e  i  due  valori  negativi  della  x 

nell’ 
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nell’  equazione  xì  +-  3 bxx  —  2 aab  =r  o  faranno  immagi- 
narj;  o  fe  la  taglia,  faranno  efii  fempre  maggiori  di  a , 
ai  quali  nella  concoide  (Fig*  57.)  corrifpondono  ordina¬ 
te  immaginarie ,  e  però  a  nulla  fervono  .  Taglierà  però 
la  parabola  certamente  fiperbola  dalla  parte  de’  politi¬ 
vi  nel  punto  ,  per  efempio  F  ;  quindi  la  TF,  che  è 
minore  di  a  ,  farà  il  valore  della  x  , a  cui  corrifponde 
l’ordinata  nel  ramo  AM  della  concoide  ,  che  rincontra 
nel  punto  del  fletto  contrario  JVf . 

Dilli,  che  fe  la  parabola  taglia  l’iperbola  tra  N, 
ed  0  ,  i  due  valori  negativi  della  x  faranno  maggiori 
di  a  ;  imperciocché  ,  prelà  x  —  —  a  nella  parabola-, 
farà  z~aay  e  nell’iperbola  z  zi  2 aa  ,  ma  aa  è  minore 

b  3  b  —  ab 

di  2 aa  ;  dunque  fino  a  tanto  ,  che  a?  negativa  non  fia 

3  b  —  a 

maggiore  di  a,  la  parabola  non  taglierà  l’iperbok_.  , 
dunque  la  taglierà  in  un  punto,  in  cui  elTa  x  farà  mag¬ 
giore  di  a  .  Prefa  a?  pofitiva  ■=  a  ,  farà  nella  parabola¬ 
ni  —  aa  »  e  nell’iperbola  z  —  zaa  ;  ma  aa  è  maggiore  di 

b  \b  4-  a.  b 

lag  ,  dunque  la  parabola  taglierà  l’ iperboli  in  un—. 

\b  4-  a 

punto  F  tale  ,  che  farà  T F  minore  di  a  * 

— —  l 

Lafuppofìzionedi  ddy  ~  00  ci  dà  x  3X  aa  — a;  a?  2  —o } 
cioè  x  zz  o  ,  ed  a?  ~  vale  a  dire  ,  che  l’afintoto 

S  2 


e 
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e  la  tangente  in  A  fono  parallele  alle  ordinate  ih  tutti 
tre  i  cafi ,  ficconne  la  tangente  in  K  nel  fecondo ,  e 
terzo  cafo  |  e  nel  primo  ,  che  in  P  vi  è  un  punto  d’in¬ 
contro  (  come  appunto  portano  i  regredì  )  per  efferci 
flato  fora  mini  Arato  lo  lledò  valore  x  —  —  a  anche  dalla 
fuppofizione  di  ddy  —  o  ;  il  quale  punto  d’incontro  fi  è 
trovato  pure  al  num.  85, 

103.  In  altro  modo  .  Prendo  la  fleda  Curva  Con¬ 
coide  ,  ma  con  le  ordinate  tutte,  che  partano  da  un  pun¬ 
to  fido  3  cioè  dal  polo  P  . 

Sia  adunque  P  M—y  ,  (  Fig.  56.  57.  ,  e  58.  )  e  con¬ 
dotta  PF  infinitamente  proffima  a  P  M  9  e  col  centro 
P  deferirti  gl’  archetti  MB  ,  DH  ,  ,fia  MB  —  dx  , 
AG  — a,  GP  —  b3  e  chiamata  PD  —  z  ,  HO  —  dz  , 
per  la  proprietà  della  curva,  farà  l’equazione  y  —  z  iz  a, 
cioè  y  —  z  +-  a  rifpetto  alla  curva  fuperiore  al  di  fopra 
dell’afintoto  GR  9  ed  y  —  z  — a  rifpetto  alla  curva  in¬ 
feriore.  Differenziando  adunque  nell’uno,  e  nell’altro 
cafo  ,  farà  dy  —  dz  .  Per  la  fimilitudine  de’  triangoli 
PGD,  DHO  (giacché  gl’ angoli  GDP,  DOH  non 
differifeono  ,  fe  non  per  l’angolo  infinitefimo  DPH , 

e  gl’ angoli  H  ,  G  fono  retti  )  fi  averà  PG,GD::DHS 

-  r 
H  0  ;  cioè  b ,  zz — bb  :  :  zdx  ,dz9e  però  dz  —  zdx  v  zz — bb, 

by 


y 
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ma  dZ'zz  dy  ,  dunque  dy  ~  zdx  V  zz  —  bb  ;  e  difieren- 

by 

ziando  ,  prefa  dx  collante  , 

ddy  zz  zbyzz  —  b3y —  bzì  fJ’zX  dxdz  ,  mettendo  dz 
bbyy  V  zz  —  bb 

hi  luogo  di  dy ,  e  pollo  il  valore  di  dz  ,  avere mo 

ddy  zz  2 yz1  • — bbyz  —  z4-f -bbzz  X  dx1  ,  e  finalmente^ 

bby J 

fu r rogato  il  valore  di  y  zz  z  ±z  a  ,  farà 
ddy  zz  z4ir  2 az*  +:  abbz  X  dxz  . 

bb  X  ^  dz.  a 

La  formola  delle  curve  riferite  al  fuoco  fi  è  vedu¬ 
to  ,  effere  dx 1  +-  ijr — yddy  zz  0,0  pure=:  00  ;  adunque, 
polli  i  valori  di  j/  ,  di  dy  ,  e  di  ddy  ,  farà 

gabbila  abbz '^Z2azì  X  da’-  —  o  ,  o  pure  =  00  .  La  fup- 

-  a 

bb  \z±.a 

pofìzione  della  formola  eguale  al  zero  ci  àk  abb  +;^bbz 
qr  zz1  =  o  . 

Sia  in  primo  luogo  a  z:  b  ,  e  fi  voglia  confìderare 
il  ramo  fuperiore ,  farà  z 3 —  $aaz  —  a 3  zzo,  ed  i  tre 
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ma  è  y  p.  z  +■  a ,  dunque  farà  y  —  o  ,  y  —  iSjaa., 

z 

y  —  $a  —  V^aa  .  Il  terzo  valore  a  nulla  ferve  ,  perchè 

Z 

ci  dà  l’ordinata  y  minore  di  za  ,  dove  non  è  curva,.; 
il  fecondo  ci  dà  la  ordinata  y  ,  che  incontra  la  curvai 
nel  punto  del  fleffo  contrario  ,  per  efempio  M  ;  il  pri¬ 
mo  ci  viene  fomminidrato  anco  confiderando  il  ramo 
inferiore  ,  e  determina  il  punto  P  dì  regredii  ,  ed  in_. 
fatti  rifpetto  al  ramo  inferiore  farà  a3  —  saaz-h  ai  —  o, 

Z  Z 

cioè  i  tre  valori  z  —  a  ,z~  —  a  izv^aa  ;  ma  in  que- 

z 

fio  cafo  y  —  z  —  a  ,  dunque  averemo  y  —  o  ,  y  zz 
—  3 a  ±_  1^3 aa  \  i.  due  ultimi  valori  a  nulla  fervono  ,  che 
% 

ci  danno  y  negativa ,  dove  non  è  curva  . 

Riguardo  agli  altri  due  cali  (  Fìg.  57.  58.  )  farà 
z% — ibhzT^abb  —  o»  Per  avere  le  radici  di  queda_. 

•  Z  & 

equazione,  pongo  zz  —  luogo  alla  parabola  apollonia- 

Z 

na  ,  e  fatta  la  fodituzione  ,  nafce  il  fecondo  luogo  all8 
jperbola  pz  —  3 bz  zz  ±  ab,  cioè  pofitivo  l’omogeneo  di 
comparazione  rifpetto  al  ramo  fuperiore,  e  negativo  rif¬ 
petto  all’inferiore.  Fra  gli  afintoti  PQ,  MN  normali 
in  A  ,  fi  deferivano  le  oppode  iperbole  (  Fìg.  77.  )  ne- 
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gli  angoli  P  AN9  MAQ_ ,  fé  l'omogeneo  di  comparazio¬ 
ne  è  pofitivo ,  e  negli  angoli  PAM  ,  NA'Q ,  fe  è  ne¬ 
gativo  ;  e  iuppofta  b  maggiore  di  a ,  ila  AB  —  b,  BC~at 
paleranno  l’iperbole  per  i  punti  C;  e  prefa  AM—^b, 
dai  punto  M  full’ afintoto  MN  fieno  le  p  ,  indi  al  ver¬ 
tice  M,  affé  MN,  parametro  b  a  deferiva  la  parabola 

Z 

EMD  dell’equazione  zz—bp.  Poiché  pr|fa  p  —  Mb  —  ib, 

% 

la  ordinata  nella  parabola  è  z  —  b  maggiore  di  a  ,  cioè 
di  (bc) ,  pafferà  effa  parabola  al  di  fuori  de’  punti  C, 
e  taglierà  l’iperbole  DC,  CT  ne’ punti  D  ,  f ,  I,  da’ 
quali  condotte-parallele  all’ afintoto  QP  le  rette  DH, 
TV,  IO  ,  faranno  effe  le  tre  radici  della  z  nell’equa¬ 
zione  z3' — %bb%  —  abbzzo  ,  cioè  rifpetto  al  ramo  fupe- 

Z  Z 

riore  della  concoide  ;  ma  y  ~  z  +-  a,  dunque  DH  +.  a 
farà  la  ordinata  y  ,  che  incontra  la  curva  nel  fieffo  con¬ 
trario  ,  per  efempio  M.  (  Fig .  58.)  L’ altre  due  radici 
VT ,  Ola.  nulla  fervono  ,  perchè  effendo  negative,  ad 
FT  aggiunta  a  ,  la  differenza  ,  cioè  y  farà  negativa-.  s 
e  ad  01  aggiunta  a  ,  la  differenza  farà  pofitiva  ,  ma  mi¬ 
nore  di  a  ;  ed  alla  y  negativa  ,  o  minore  di  a  non  cor- 
rifponde  in  quello  calo  curva  .  Rifpetto  al  ramo  inferio¬ 
re  della  concoide,  cioè  nell’equazione  z3 — ^bbz+-abb~ o 

Z  Z 

le  tre  radici  faranno  OG,  FK,  HE ,  ma  fe  dalla  pri¬ 
ma. 
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ma  ,  e  dalla  terza  fi  fottragga  a  per  avere  la  y  ,  Ia_. 
differenza  farà  negitiva  ,  cioè  y  negativa  ,  a  cui  noru 
corrifponde  curva  ,  e  però  a  nulla  fervono  ;  fe  dalla., 
feconda  VK  fi  fottragga  a,  la  differenza  LK  farà  la  or¬ 
dinata  y  ,  che  incontra  la  curva  nel  fleffo  contrario ,  per 
efempio  ,  N . 

Supporta  b  minore  di  a  ,  la  parabola  pafferà  tra  i 
punti  c,  C  dell’iperbole  GcK,  ICT ,  e  pelò  i  due  va¬ 
lori  negativi  di  z  dell’equazione  z3 —  3 bbz —  abb  =  o  , 

Z  Z 

aggiungendo  la  a ,  daranno  y  minore  di  a  ,  a  cui  non 
corrifponde  curva  ;  il  terzo  ,  aggiunta  la  a  ,  darà  la  y  , 
che  incontrerà  la  curva  nel  fleffo  contrario  ,  per  efem¬ 
pio  5  M  (  Fig.  57.  ) . 

Rifpetto  al  ramo  inferiore  ,  cioè  all’  equazione.. 
2  3  —  ^bbz-h  abb  zzo  ,  dalle  due  radici  pofìtive,  che  fono 

Z  2 

minori  di  b ,  fottratta  a ,  e  fottratta  pure  dalla  radice  nega¬ 
tiva ,  averemo  fernprej/  negativa  maggiore  di  PK,  a  cui 
non  corrifponde  curva,  e  però  il  ramo  inferiore  della  con¬ 
coide  quando  b  è  minore  di  a-,  non  à  nè  fleffì  contrai'] , 
nè  regreffi  . 

La  fuppofizione  della  forinola  =  00  ci  dà  in  tutti  tre 
i  cafi  z  =  ^a,  e  peroro;  nella  Fig.  $ 8.  a  nulla  ferve  il 
valore  y  —  o,  perchè  non  è  in  curva  ;  nelle  Fig.  56.  57. 


ci 
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ci  dà  la  tangente  in  P,  che  è  allietile  punto  di  regreffo 
nella  Fig .  $6. ,  ma  non  già  nella  Ftg,  57» 

ESEMPIO  V. 

104.  Sia  il  circolo  A  E  D  defcritto  col  centro  B 
C Fig.jS.),  e  fia  una  curva  AFK  tale  ,  che  condotto  un 
qualunque  raggio  BFE ,  fia  Tempre  il  quadrato  FE  egua¬ 
le  al  rettangolo  del  corrifpondente  arco  A  E  in  una-* 
data  retta  b ,  e  fi  voglia  il  fleffo  contrario  della  curva-» 
AFK. 

Si  chiami  l’arco  AE~z,  B  A  —  BE~a  ,  B  F—y9 
«d  FG  —  dx,  fatta  Be  infinitamente  proffima  a  BE ,  e 
defcritto  col  centro  B,  raggio  B  F  l’archetto  FG ;  per 
la  natura  della  curva  farà  bz—aa —  2 47+-  yy,  e  però  difFe*» 
xenziando3  bdz  = — 2ady+-  2 ydy,  onde dz  —  2ydy — 2 ady  ~Ee. 

(  .  i  ,  •  •  h\  ' 

Ma  per  i  fettori  limili  BEe  ,  BFG  ,  farà  BE,  BF  :: 
Ee3  FG,  cioè  a ,  y  ::  aydy  —  2 ady  ,  dx  ,  dunque  dx  2= 

±y^~-jLaydy,  e  differenziando  ,  prefa  dx  cottanto  ; 
ab 

+•  *—  ìady\—  zayddy  =  o  ,  onde  - 

fldy  *  —  2ydy *  . 


Tcw,  IL 


T 


Nella 
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Nella  formola  generale  delle  curve  riferite  al  fuo¬ 
co  dxz+-dy2 — yddy  fi  fofìituifeano  i  valori  di  dxz , 
di  yddy  dati  per  dy  ,  ed  averemo 

4y  4  dy 1  —  8 ay 3  dy %  +-  4.2,2)^  Jy 1  +"  aabbdy 1  —  aij/ 1  +  jy  Jy 1  , 


aabb  y  —  « 

cioè  5  riducendo  al  comun  denominatore  , 

4ys —  I2^y4  4-  i2<My3 —  4*2 3  yy ; +-  3 aabby  -r—  za  *  bh  eguale 

aabb  Xy — ^ 

al  zero  ,  o  all’  infinito  .  Coflruita  per  tanto  l’equazione, 
una  delle  radici  ci  darà  il  valore  dell’  ordinata  y  ,  che» 
incontra  la  curva  nel  punto  del  fletTo .  contrario  v 


CAPO 
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C  A  P  O  V. 

Delle  Evolute ,  e  de'  Raggi  Osculatori 

ioy.  Sia  la  Curva  BDF  (Fig.  7p.)  inviluppata  dal  filo 
ÀBDF,  cioè  eilendo  il  filo  fido  nel  punto  immobile., 
F  per  un’ eflremità  ,  s’intenda  dirtelo  fopra  la  curva-, 
BDF ,  e  la  porzione  AB  cada  fulla  tangente  AR  della 
curva  nel  punto  B  .  Si  muova  il  filo  per  l’ertremità  A 
fviiuppando  la  curva ,  ma  in  maniera  ,  che  fia  Tempre^ 
tefo  ,  ed  incapace  di  dirtrazione  :  il  punto  A  defcriverà 
con  quello  moto  la  curva  AHK  . 

La  curva  BDF  li  chiama  l’evoluta  della  curva-, 
AHK,  come  è  flato  detto  anche  di  fopra  ai  num.  i<5V, 
e  la  curva  AHK  dicefi  la  generata  dallo  fviluppo  della 
BDF,  e  le  porzioni  AB,  HD,  KF  del  filo  fi  dico» 
no  raggi  dell’evoluta,  o  raggi  ofculatori  . 

106.  Poiché  la  lunghezza  del  filo  A  BDF  è  Tem¬ 
pre  la  fleffa,  ne  viene,  che  la  differenza  de’ raggi  ofcu¬ 
latori  AB,  HD  farà  eguale  alla  porzione  B  D  della-, 
curva;  ficcome  l’altra  porzione  DF  è  eguale  alla  diffe¬ 
renza  de’ raggi  HD,  KF,  e  la  curva  intiera  B  D  F  egua¬ 
le  alla  differenza  de’ raggi  AB,  KF;  e  fe  il  raggio  A B 
folle  nullo  ,  cioè  ,  fe  il  punto  A  padelle  in  B  ,  farebbe 
il  raggio  HD  eguale  alla  porzione  BD,  ed  il  raggio 
FK  a  tutta  la  curva  BDF . 

T  z  1 07. 
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107.  Dalla  generazione  della  curva  AHK  per  Io 
fviluppo  del  filo  chiaramente  fi  vede  ,  che  ciafcun  rag¬ 
gio  HDj  KF  nelle  lue  efiremità  D  ,  F  tocca  l’ evo¬ 
luta  BDF  . 

108.  L’arco  HK  della  curva  AHK  Ila  infinite!!- 
mo  ,  farà  pure  infinitefìmo  l’arco  DF  dell’  evoluta  ,  e 
poiché  ó  dimofirato  nei  corollario  4.  del  primo  Teor, 
num.6. ,  che  un  qualunque  archetto  infinitefìmo  di  cur¬ 
va  à  le  fìefle  proprietà  dell’arco  di  circolo;  e  nel  Teo¬ 
rema  4.  num.  15.  ,  che  prodotto  il  raggio  HD  ,  ficchè 
incontri  in  &  il  raggio  KF ,  tono  SH,  SK  divèrfe  tra 
loro  folo  per  una  quantità  infìnitefìma  del  terzo  grado  , 
fi  poffono  dunque  prendere  per  eguali  SH ,  SK;  e  pe¬ 
rò  fono  effe  perpendicolari  alla  curva  AHK  ne’  punti 
H,  K  .  Ma  le  due  HD,  HS  differifcono  tra  loro  della 
DS  infìnitefìma  del  primo  ordine  ,  ed  è  HD  finita..  , 
dunque  fi  potranno  affumere  per  eguali  ;  quindi  per  de¬ 
terminare  un  qualunque  punto  D  nella  curva  evoluta-,, 
vale  a  dire  ,  per  determinare  la  lunghezza  di  un  qua¬ 
lunque  raggio  ofctilatore  HD,  baderà  ,  che  data  di  po- 
fizione  la  perpendicolare  HS  della  curva  data  AHK , 

(  il  che  fi  à  dal  metodo  delle  tangenti  )  fi  determini  il 
punto  S ,  in  cui  ella  fi  taglia  con  la  perpendicolare  in¬ 
finitamente  proflìma  KS.  Ciò  faraffi  nel  feguente  modo, 

109.  Sia  in  primo -'luogo  la  curva  D  AB  E  (Fìg.So.) 

riferita  agli  affi;  i  due  archetti  infìnitefimì  AB,  RÉ, 
la  perpendicolare  e  l’altra  EQ,  che  la  incontri  nel 

ricer- 
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ricercato  purijo  Q  .  Chiamate  al  folito  DH~x,  HA—y , 
e  condotte  AF,  BG  parallele  a  D  M,  e  la  corda  PA  BC, 
che  incontri  ME  prodotta  in  C ,  e  condorta  l’altra  cor¬ 
da  EBR  ;  e  col  centro  B  ,  intervalli  BE,  BP ,  defcritti 
gli  archetti  E  S ,  PO,  farà  AF~dx,  FB~dy,  AB  ~ 

ds—V dx1  +•  dyz  ;  ma  per  Io  Corollario  2.  del  Teorema 
5.  num.  jp.  fono  limili  1  lettori  QBE ,  B  E  S;  dunquo 
averemo  QB,  BE  :  :  BE,  ES ,  cioè  Q  B ,  ds  :  :  ds ,  E  S  , 
(chiamando  ds  l’elemento  della  curva)  e  però  QB  —  ds2-. 

Ies 

Ora  poiché  l’archetto  P  0  li  può  prendere  per  il  fuo  feno 
retto,  (Corollario  1.  del  Teor.  3.  num.p.)  faranno  fumili 
i  triangoli  RPO,  BEG,  e  però  BE,  EG  ::  RP,  PO, 
cioè  ds  ,  dy  ::  RP  ,  P  0  —  RP  dy  ;  ma  fono  pure  limili 

ds 

i  fettori  BPO,  BES,  e  però  farà  B P ,  PO  :  :  BE ,  E  S , 
cioè  yds  ,  RPdy  ::  ds,  E  S  ~  R  PX  dyz ,  e  finalmente^ 

dy  ds  yds 

QB  —  yds 3  ,  formola  generale  de’ raggi  ofculitori  , 

RPXdy 7 

in  cui  nulla  altro  rimane  da  farli  ,  che  fofiituire  il  va¬ 
lore  della  RP,  differenza  della  DP—ydx  —  x ,  fecon- 

dy 

do  la  diverfa  ipotefi  della  fluffione  prima  3  che  fi  pren¬ 
de  per  collante  . 

Se  neifuna  fluffione  prima  fi  affinila  per  collante  5 

..  x 

farà  RP  =  ydyddx  —  ydxddy ,  e  però  QB  dxz  +-  dyz 

dy1  dyddx  —  dxddy 

Se 
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Se  fi  affama  rodante  dx ,  farà  RP  =  — ydxdfy 

dyz 

? 

e  però  QB  —  dxz  +-  dyz  1  l 
—  d#ddy 

Se  fi  alluma  collante  dy,  farà  RP  —yddx  ,  e  però 

dy 

_ „  l_ 

QB  ~  dx2  +  dy1  %  . 

dxddy  _ _ _ 

Se  il  alTuma  colante  ds ,  cioè  i/d^-H  dyz  »  farà 
dxddx  ■+-  dyddy  —  o  ,  e  —  ddy  —  dxddx  ,  quindi  RP  ~ 

dy 

yddx\dx2  +-  dyz  ,  e  però  O B  —  dy  dy1,  O  pure 

dy3  ddx 

furrogato  il  valore  di  ddx ,  QB~dx  \/dxz -h  dy1  •  Adun- 

• —  ddy 

_ _  X 

que  nelì’efpreffione  di  QB  —  dxz +•  dyz  1  ,  in  cui  nef- 

dyddx  —  dxddy 

luna  Aulitone  è  prefa  collante ,  baderà  cancellare  il  ter¬ 
mine  ddx  nella  fuppofizione  di  dx  collante  ;  cancellare 
il  termine  ddy  nella  fuppofizione  di  dy  collante;  e  por¬ 
re  in  luogo  di  - —  ddy  il  valore  dxddx  nella  fuppofizio- 

dy 

ne  ni  ds  collante  » 

no.  Può  la  curva  effjere  riferita  ad  un  diametro, 
vale  a  dire  con  le  coordinate  tra  loro  in  angolo  ob- 

bli- 
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bfiquo  .  Sia  DV  l’affiffa  =  x,  FK  =  dx ,  FA  l’ordinata^ 
—  y  ,  ed  il  rimanente,  come  fopra.  Poiché  è  noto  l'an¬ 
golo  DKEj  farà  noto  l’angolo  BNF ,  e  nota  la  ragio¬ 
ne  de’ lati  tra  loro  nel  triangolo  BNF ,  quindi  efTendo 
NB  =  dy ,  farà  data  N  F,  ed  FB  )  ed  in  confeguenza_. 
AB,  o  fia  ds  .  Ma  il  triangolo  RPO  è  Cimile  al  trian¬ 
golo  ABF ,  poiché  gli  angoli  in  0,  ed  F  fono  retti,  e 
l’angolo  ORP  non  è  diverto  dall’angolo  F AB ,  che  per 
l’angolo  infinitefimo  RB  P  ;  adunque  faranno  date  R  P  , 
PO,  ed  indi  ES,  e  finalmente  QB. 

ut.  Dall’ e  fi  remi  tà  del  raggio  ofculatore  BQ  fi 
tiri  QT  parallela  ali’ affé  DM,  che  incontra  in  T  l’or¬ 
dinata  B I  prodotta  ,  la  retta  B  T  chiamali  Sottofculatri- 
ce  ,  o  Co  -  raggio  .  Dato  il  raggio  BQ  ,  è  pure  ifieffa- 
mente  fempre  dato  il  co-raggio  BT,  perchè  dal  meto¬ 
do  delle  tangenti  è  data  la  normale  Bm  della  curva-., 
e  però  dalla  fìmilitudine  de’ triangoli  Bml,  BQT  farà 
data  B  T . 

Ma  fe  fi  voglia  l’efpr. ©filone  del  co-raggio  indepen- 
dentemente  dal  raggio  ,  fi  chiami  BT-z  .  li  triangolo 
BTQ  è  filmile  al  triangolo  BGC,  o  fia  BAF  ,  perchè 
e  (Tendo  retti  i  due  angoli  TBG,  QBC,  tolto  il  comu¬ 
ne  QBG ,  rimarranno  eguali  TBQ,  CBG,  e  fono  retti 

T,eG  ;  adunque  farà  dx ,  ds:  :  z,  B  Q  —  zds  —  z \ydx~~+-  dy 2 . 

dx  cix 

Ma  per  lo  Teorema  4.  num.  15.,  BQ  è  eguale  ad  EQ, 
perchè  non  differifcono  tra  di  loto  ,  fe  non  per  uni. 


quan- 


5go  '  INSTI  TUZIONI 

quantità  infinitefima  del  terzo  grado,  adunque  farà  nul¬ 
la  la  differenza  di  QB,  e  però  differenziando  ,  fenza_, 
affli  mere  fluffione  collante  , 

dxdzXdx1-*-  dyz  +■  zdx 1  ddx  +-  zdx  dy  ddy — zddx\dxz  +-  dyz  =0 

dx 1 V  dx 1  +*  dy 2 

ma  dz  —  dy  y  perchè  è  la  flefTa  la  differenza  di  TB,  e 

di  IB  ;  dunque  z  —  dxXdxz+-dyz  ==  BT,  formola  del 

dyddx  —  dxddy 

co  -  raggio  ,  in  cui  neffuna  fluffione  è  fiata  affunta  co¬ 
llante  .  Se  fia  dx  collante  ,  il  termine  dyddx  farà  nullo, 
e  però  la  formola  in  quella  fuppofizione  farà  dxz  +*  dyz  —  BT. 

—  ddy 

Se  fia  collante  dy ,  farà  nullo  il  termine  — dxddy  ,  e_. 

però  la  formola  in  quella  fuppofizione  farà  X  <iv7-  +■  =BT, 

dyddx 

Se  fia  collante  l’elemento  della  curva,  farà  — ddy  —  dxddx, 

dy 

e  però  la  forinola  in  quella  fuppofizione  farà  dxdy  ~BTs 

ddoo 

furrogato  il  valore  di  ddy  ;  0  pure  JLxz  ~  BT  ,  fur- 

p—  ddy 

rogato  il.  valore  di  ddx . 

Dato  il  co-raggio  ,  per  la  fimilitudine  de’  triangoli 
Bml  0  BgT,  farà  Umilmente  dato  il  raggio  QB  . 

3 1  2.  Se  le  coordinate  faranno  tra  loro  in  angolo 
obbliquo nell’  analogia  dx ,  ds::z,  BQ  in  luogo 

delle 
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delle  dx  ,  e  ds  ,  baderà  porre  i  rifpettivi  valori  ,  che 
in  quello  cafo  convengono  alle  AF\ ,  AB  ,  e  fare  il  ri¬ 
manente  ,  come  fopra  ,  e  fi  averà  la  formola  del  co» 
raggio  BT  nel  cafo,  che  le  coordinate  fieno  in  angolo 
obbliquo  . 

113.  In  diverfe  altre  maniere  fi  può  avere  la  flef- 
fa  formola  del  raggio  ofculatore  .  Gol  centro  Q  ,  inter¬ 
vallo  Qm  fi  deferiva  l’archetto  (mn)  .  Affumendo  l’ar¬ 
chetto  infinitefimo  ( mn )  per  la  tangente  in  n ,  faranno  fi- 
mili  i  due  triangoli  BCG  ,  (mnq)  ,  e  però  B  C,  BG  :: 

(  mot  )  j  (  mn  )  ì  cioè  1/  dx 1  +-  dy 1  ,  dx  :  :  (  mq  )  ,  (  mn  )  — 
(mq)  X  dx  ,  ma  {mq)  è  la  differenza  di  Dm  ,  cioè  dei- 

V  dx 1  +-  dy 2 

la  fottonormale  Im  con  l’ affida  DI,  o  ila  DH,  cioè  di 
x*-ydy,  adunque  differenziando  nell’  i  potè  fi  di  nefiuna 

dx 

fluffione  collante  ,  farà 

(mq)  —  dx%  +-  ydxddy  +-  dxdy  2  — ydyddx  ,  adunque-» 

dx1 

(mn)  ~  dx ì  +- ydxddy  4-  dxdy 2  —  ydyddx  ,  ma  per  i  fet- 
dx  V  dx  -  +  dy  2 

tori  fimili  Qmn  ,  gBE  ,  farà  BE  —  (w»)9  BE  :: 

(  y  i/dx2-**  dy2  )  ,  £B,  cioè  fofiituiti  i  valori  analitici, 

1 

—  dx2*-dy2  2  ,  la  qual  forinola  modificata  fecondo 

dyddx  — >  dxddy 

Tom.  II. 


V 


la 
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la  fuppofizione  di  una  fiuffione  colante  ci  darà  l’ efp-ref- 
fione  del  raggio  QB  ,  che  a  tale  fuppofizione  cor- 
rifponde . 

1 14.  In  altro  modo  ancora  . 

Si  produca  E  M  in  t ,  B  G  in  L ,  Poiché  il  trian¬ 
golo  E  GL  è  fintile  al  triangolo  BIm  ,  eflendo  gl’ ango¬ 
li  GEL,  IBm  diverfi  fra  loro  del  folo  angolo  infini  te¬ 
li  mo  B Q E  ,  farà  GL  —  dyz  ,  e  però  BL  —  dx z -h  ày  *  , 

dx 

ma  fi  è  veduto,  efiere  ( mq)—dx J  +-  ydxd'dy+-  dxdy z  —ydyddx, 

dxz 

ed  i  triangoli  fintili  QBL ,  Qmq  ci  danno  B  L — (jnq), 
BL  ::  Bm  ,  BQ  ;  dunque  follituiti  i  valori  analitici, 
_  l 

averemo  BQ  —  dxz+-dy  z  x  . 

dyddx  — 7  dxddy 

115.  Prendanfi  ora  le  curve  riferite  al  fuoco  :  e 
però  fia  (  Fig.  Si.  )  la  curva  BEG  ,  il  fuoco  A\  e  pre¬ 
fi  due  archetti  infinitefimi  BE  ,  EG,  e  condotte  le  or¬ 
dinate  AB,  AE  ,  ^/G  ,  col  centro  ^  fi  deferivano 
gl* archetti  BC ,  EF,  ed  alle  corde  GE  ,  EB  prodotte 
fieno  perpendicolari  AI,  AD  ,  e  finalmente  la  corda-. 
DE  prodotta  incontri  in  L  1*  ordinata  AG  ,  e  col  cen¬ 
tro  E  fi  deferiva  l’archetto  GR  .  Sia  A  B  ~y ,  CE—dy , 
BC—dx,  AD~p.  Col  centro  A  deferitto  l’archetto 
DH,  farà  Hl-dp ,  ma  HM  è  quantità  infinitefìma- 

del 
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del  fecondo  grado  ;  (  Teor.  5.  num.  8.  )  dunque  fi 
potranno  prendere  per  eguali  HI,  IM,  e  però  farà 
MI  —  dp  .  La  fimilitudine  des  triangoli  EBC ,  E  AD 
ci  dà  ED  —  ydy  —  E I ,  per  effer  diverfa  folo  por  un* 

ds 

infinitefimo  ,  ed  affumendo  l’archetto  G  R  per  la  fua^ 
tangente  ,  fono  fimili  i  triangoli  EIM  ,  EGR  , 
quindi  GR  —  dpdsz;  ma  condotte  EQ  ,  QG  normali 

ydy 

alla  curva  ne*  punti  E,  G  ,  fono  Amili  i  fettori  QEG  , 
EGR ,  dunque  £?  E  —  ydy .  I  triangoli  limili  EBC,  E  A  D 

dp 

ci  danno  p  zzydx  =  ydx  ;  e  però  differenziando  s 

-t-dyz 

fenza  prendere  coflante  alcuna  , 

dp  —  y  ida»  +•  dxdy  \dxz  bdyz  — ■  dxddx  —  dyddy  X  ydx , 

?  " 

dxz  b  dyz  *  ' 

cioè  dp  —  dx*  dv  b  ydyz  ddx  +-  dxdy*  — ydxdyddy  ,  onde_» 

_ _  3 

^  . -  •— « 

dxz  b  dyz  z 

foflituito  quello  valore  in  luogo  di  dp  nell’  efpreffione.» 

_ ^ 

di  jQÈ,  farà  Q  E  zz  y  X  dxz  b-  dyz  %  ,  for- 

dx 3  bydyddx  +-  dxdy 1  — ydxddy 
snoia  generale  del  raggio  ofculatore  per  le  curve  rife- 

V  2 


rite 
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rite  al  fuoco  ,  prefa  neftuna  fluffione  collante 

Se  fi  voglia  collante  dx  ,  prefo  il  valore  di  dp  ia 
quella  ipotefi  ,  e  follituito  ;  o  pure  fenz*  altro  cancella¬ 
to  nella  formola  generale  il  termine  ydyddx ,  farà 

_ _ 3 

QE  —  y  X  dx*  +- dyz  z  • 

dx 3  +•  dxdy z  — ydxddy 

Se  fi  voglia  collante  dy  ,  cancellato  nella  formola». 
generale  il  termine  — ydxddy  ,  farà 
_ _  y 

QE-  y  Xdx'-t-dy*  *  . 

dx 3  +  dxdy z  +-  ydyddx 

E  finalmente  prefa  per  collante  ds  ,  cioè  l /dx1  dyz, 
averemo  ddx  —  —  dyddy  ,  c  furrogato  in  luogo  di  ddx 

dx 

quello  valore  nella  formola  generale  ,  farà 
QE  —ydx  \ydxz  +  dyz,  o  pure  furrogato  il  valore  di  ddy, 
dx 2  — yddy 

QE  —  ydy  \ /dx 2  4 -  dyz  . 
dxdy  -\-yddx 

n 6.  Se  in  ciafcheduna  di  quelle  formole  fi  fup- 
porrà  la  y  infinita  ,  lvaniranno  tutti  que’  termini  ,  ne* 
quali  ella  non  fi  ritrova  ,  e  le  formole  faranno  le  ifeffie 
delle  ritrovate  per  le  curve  riferite  agli  affi  ,  il  che», 
deve  appunto  fuccedere  ,  poiché  fe  la  y  è  infinita  ,  il 
punto  A  farà  infinitamente  lontano,  e  però  parallele  le 
ordinate  .  117. 
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117.  In  altra  maniera.  All'archetto  EG  infinite!!- 
rao  fia  tangente  E  R  nel  punto  E ,  (Fig.  8z.  )  e  fieno 
QE,QG  due  raggi  ofculatori ,  e  fi  produca  QG  in  R . 
Dal  fuoco  A  fi  tiri  AN  normale  a  QG  ,  ed  AK  nor¬ 
male  a  QE,  e  fia  EK-t ,  farà  KMzzdt.  Poiché  il  triam 
golo  AKM  è  fìmile  al  triangolo  QNM,  c  quello  è  li¬ 
mile  al  triangolo  QER  ,  farà  QE ,  ER  ::  A K,  KM, 
cioè  QE ,  E  R  ::  *AK,  dt;  ma  per  i  triangoli  ELC ,  o 
fia  EGC ,  E^K  fimili,  è  AKnydy,  ed  E  R  fi  può  afi 

ds 

fumere  per  EG,  dunque  farà£>Es  dsr.ydy,  dt ,  e  però 

ds 

QE  —  ydy,  ma  EKzzt  —  ydx ,  dunque  fatto  il  rimanen¬ 
ti  ds 

te  ,  come  fopra  ,  cioè  prefio  differenziando  il  va- 
lore  di  dt ,  e  foflituito  nell’ efpreffione  di  QE ,  fi  ave- 
ranno  le  fielfie  forinole  . 

118.  Fattaci5  normale  ad  E  A  prodotta  in  P,  fa¬ 
ranno  Umili  i  triangoli  E  A  K,  E  QP,  e  però  E  A ,  EK  :  : 
EQ,  E  Pi  ma  fi  è  veduto  ,  effiere  EQ  -ydy  ,  dunque., 

dt 

y,  t  :  :  ydy ,  EP  —  tdy  ,  e  furrogato  in  luogo  di  t  il,  va¬ 
ti  dt 

lore  ydx  ,  ed  in  luogo  di  dt  il  differenziale 

ds 

dx  ’  dy  +•  ydy1  ddx  +-  dxdy 3  — ydxdyddy  ,  fenza  affimi  ere.. 
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fluffione  collante  ,  farà  EP  zz 

ydxds 4  “  ydx 3  +-  ydxdy 4  , 

dxds z  +■  ydyddx — ydxddy  dx 3  +-  dxdy 4  ■*-  ydyddx — ydxddy 
formola  generale  del  co -raggio,  in  cui  neffuna  Sof¬ 
fione  è  prefa  collante  ,  dalla  quale  modificata  fi  rica¬ 
vano  le  altre  ,  che  alle  fuppofìzioni  di  differenziale  co¬ 
llante  coriifpondono  ,  e  fe  in  quelle  fi  fupporrà  la  y 
infinita  ,  cioè  ,  fe  fi  cancelleranno  que’  termini ,  nè' 
quali  effa  non  trovali  ,  fi  averanno  le  fteffe  formole  , 
che  fi  fono  ritrovate  per  le  curve  riferite  agi*  affi . 

np.  Poiché  ,  qualunque  fiafi  la  curva  ,  fi  ritrova 
una  fola  efpreffione  del  raggio  ofculatore,  e  del  co -raggio 
si  nelle  curve  riferite  agl’ affi  ,  come  in  quelle  riferite  al 
fuoco  ,  ne  viene  ,  che  qualunque  curva  non  potrà  avere, 
che  una  fola  evoluta  » 

no.  Data  adunque  ,  per  mezzo  di  un’  equazione 
qualunque  ,  la  curva  ,  di  cui  fi  vuole  il  raggio  ofcula¬ 
tore  ,  o  co -raggio;  converrà  differenziare  l’equazione 
a  fine  di  avere  i  valori  di  dy,  dyz  ,  e  ddy  dati  per  dx,  o  di 
dx  ec.  dati  per  dy  9  e  follituirli  nelle  ritrovate  formole, 
con  che  fi  averà  l’ efpreffione  in  termini  finiti  ,  e  affat¬ 
to  liberi  dai  differenziali ,  del  raggio  ofculatore,  o  co¬ 
raggio  della  propoffa  curva  . 

12 1 .  Se  il  valore  del  raggio  ofculatore,©  del  co  = 
raggio  farà  pofitivo  ,  dovranno  effi  prenderli  dalla  par¬ 


te 
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te  dell’ affé  D  M,  (  Fig.  80.  )  odel  fuoco  A  (  Fìg .  81.),  co¬ 
me  ò  fin’ ora  fuppofto  ,  e  la  curva  farà  concava  su* 
quell’ affé  ,  o  fuoco  ;  ma  fe  farà  negativo  ,  dovranno 
efii  prenderfi  dalla  parte  oppoffa  ,  ed  in  quello  cafo  la- 
curva  farà  convella .  Da  ciò  ne  fegue  ,  che  nei  punto 
del  fleffo  contrario  ,.  o  regreffò  ,  fe  la  curva  ne  à  ,  il 
co -raggio  dovrà  farfì  da  pofitivo  negativo,  e  due  rag¬ 
gi  ofculatori  infinitamente  proflìmi  dall’ effere  conver¬ 
genti  paleranno  ad  effere  divergenti ,  Ma  ciò  non  può 
effere,  fe  eflì  non  divengano  prima  paralleli,  vaie  a  dire 
infinito  il  raggio  dell’evoluta  in  quei  punto,  0  pure  fe 
eflì  non  cadano  prima  l’uno  fopra  dell’altro  ,  e  così  fi 
faccia  nullo  il  raggio  dell’evoluta  .  Egli  è  affai  chiaro  , 
che  quando  l’evoluta  fia  tale  ,  che  i  raggi  vadano  ferri- 
pre  crefcendo  accodandoli  al  punto  del  fleffo  contrario  , 
o  regreffò  B ,  (  Fig.  83.  ,  e  84.  )  per  paffare  ad  effere 
da  convergenti  divegenti  ,  dovranno  farfi  prima  paral¬ 
leli  ,  effóndo  AD,  FE  l’elvoluta  della  curva  ABF. 
Ma  fe  l’evoluta  della  curva  ABF  (Fig.  85.,  e  86  ) 
farà  DEE  ,  fviluppandofi  il  filo  dal  punto  B ,  e  andan¬ 
do  verfo  A  rifpetto  alla  porzione  BA  della  curva  ,  ed 
andando  verfo  F  rifpetto  alla  porzione  BF  ,  poiché  è 
fémpre  il  raggio  minore,  quanto  più  è  vicino  al  pun¬ 
to  B  ;  converrà  ,  che  fi  faccia  nullo  prima  di  paffare 
dail'effer  pofitivo  ad  effe r  negativo  . 


ESEM- 
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ESEMPIO  I. 

122.  La  curva  AB  (  Fig .  87.  )  fia  la  parabola^, 
apolloniana  dell’equazione  ax  —yy  ,  di  cui  fi  voglia  il 
raggio  ofculatore  ad  un  qualunque  punto  B  .  Differen¬ 
ziando  farà  adx  —  2ydy  ,  e  differenziando  di  nuovo  , 
prefa  dx  collante,  fe  cosi  piace,  2dyz-i-2yddy  22  o, 
ma  dy  —  adx  9  dunque  ddy  —  —  aadxz  .  Sollituiti  per 
zy  4ys 

tanto  quelli  valori  nella  formola  del  co -raggio  dxz+-  dyz, 

—  ddy 

farà  4y 5  4-  aay  —  B  E  ,  o  pure  ,  pollo  in  luogo  di  y  il 

aa 

valore  dato  dall’  equazione  della  curva  ,  BE  =  qx  v  ax 

a 

"f-*»  CISC  • 

Dal  punto  B  fi,  tiri  la  tangente  ET,  che  incontra 
l’affe  in  T,  e  dal  punto  T  fi  conduca  TE  parallela^, 
alla  normale  BM,  incontrerà  effa  la  BP  prodotta  nel 
ricercato  punto  E  .  Imperciocché  effendo  l’angolo  BTE 
retto  ,  farà  BP  ,  PTr.  PT ,  PE9  cioè  per  la  proprietà 

della  parabola  ,  V  ax  ,  2#  :  :  ix  ,  PE  ~  qxx  —  4#  v  ax\ 

ax  a 

adunque  BP  4-  P E  ,  cioè  BE  zz  qx  k  ax  ■+-  1/  ax  . 


De- 
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Determinata  BE  ,  fi  conduca  EQ  parallela  ali’  affe_. 
AP ,  la  normale  BQ  prodotta  incontrerà  EQ  nel  pun- 
to  Q  ,  che  farà  all’evoluta  . 

O  pure  ,  a  cagione  de’  triangoli  limili  BPM  , 
BE  Q  ,  farà  B  P  ,  P M ::  BE  3  E  Q  ’7  ma  per  la  proprie¬ 
tà  della  parabola  è  PM~~a,  dunque  V  ax  3  \awatx\^~àx 

a 

V  ax ,  EQzz  ix+*  a  —  PK\  dunque  MK  zz  2x  .  Prefa_* 

2 

per  tanto  MK  doppia  di  AP  ,  o  fia  PK  -  TM,  e  con¬ 
dotta  KQ  parallela  a  PBS  incontrerà  ella  la  normale 
BM  prodotta  nel  punto  Q  ,  che  farà  all’evoluta.  E  poi¬ 
ché  B  P  ,  B-M  ::  BE  3  B  Q  ,  e  B  M  zzi^  4  ax  4-  aa  ,  farà 


V  gx  ,  ^4 ax  +-aa  1:4x1 /  ax+-  1 /  ax  3  BQ  —  ^gx-h  aa  1  3 

z  a 

raggio  ofculatore  . 


z  aa 


Prendo  la  forinola  dxz+-dyz  *  del  raggio  ofcula- 

• —  dxàdy 


tore,  fatte  le  foflituzioni  5  farà  QB  =  fyy 


-t-  aa  z  zz 


2  aa 


gax  4-  aa  a  ,  come  prima  . 


taci 


PafTando  alle  feconde  differenze  dell’  equazio 
Tom.  IL  X 


ne 
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ne  ax  zi  yy  ,  lenza  prendere  alcuna  fiuffione  cortame  ; 

poiché  adx  —  2 ydy  ,  farà  addx  —  lyddy  -h  idy 1 ,  e  ddyn 

addx  —  2ÌJ/1  .  Quindi  prefa  la  forinola  del  raggio  of~ 
_ 

_  X 

culatore  dxz+-dyz  1  ,  che  a  querto  calo  conviene  ,  e 

dyddx  —  àxddy 

fatta  la  fortituzione  del  valore  di  ddy  ,  farà  Q  %  — 

______  y 

2yX  dx1  -h  dyz  ,  e  finalmente  porti  i  vaio- 

2 y dyddx  —  adxddx  +-  2  dxdy 1 

_  X 

ri  di  y  ,  e  di  dy  ,  QB  —  ^ax-t-aa  1  ,  come  fopra  . 

zaa 

Si  troverà  la  flefTa  cofa  nell'  altre  fuppofizioni  di 
dy  ,  o  dì  ds  cortami ,  il  che  ommetto  di  fare  per  bre¬ 
vità  . 

Se  fi  volefie  il  raggio  ofculatore  ad  un  determinato 
punto  della  curva,  baderà  fofiituire  nell’efpreffione  fini¬ 
ta  già  ritrovata  del  raggio  ofculatore  per  un  qualunque 
punto  il  valore  della  x  ,  che  a  tale  determinato  punto 
conviene ,  Così  fe  fi  voglia  il  raggio  ofculatore  nel  ver¬ 
tice  A  ,  o  fia  il  punto  N ,  in  cui  1’afTe  AN  della  para¬ 
bola  tocca  l’evoluta  NQ:  poiché  nel  vertice  A  èxzo, 

_  i 

cancellato  il  termine  4 ax  nell*  efpreflìone  4 ax  +-  aa  1 

zaa 

del  raggio  ofculatore  ,  avere mo  AN  =  a_,  il  che  noti-. 

Z 

può 


-  ANALITICHE  LIB.  II.  591 

può  edere  altrimenti  ,  effendo  in  quello  calò  il  raggio 
AN  lo  Hello  ,  che  la  fottonormale  ,  la  quale  nella  pa¬ 
rabola  li  fa  edere  Tempre  la  metà  del  parametro  : 

123.  Sarà  ora  facile  il  ritrovare  l’equazione  alla_, 
Gartelìana  dell’evoluta  NQ  ,  o  da  la  relazione  delle  or¬ 
dinate  NK ,  K  Q  nel  feguente  modo  . 

Si  chiami  IV  JC  —  u  ,  K  —  ?  •  Poiché  KQ  —  PE  — 

4# ì/ax  ,  averemo  l’equazione  t  ~  qxVax  ,  ma  AK  ~ 

a  & 


AP+-PK  —  3x+-^a,  ed  AN  ~~  a  ;  dunque  NK~. 
3  x  ~  u  ,  ed  x  —  u  ,  e  però,  pollo  in  luogo  di  x  quello 


valore  nell’equazione  t~atxv' ax  ,  averemo  ?  —  4 uy'  au , 


la 

e  quadrando  ,  27 att  ~  \6u\  equazione  alla  feconda  pa¬ 
rabola  cubica  del  parametro  =  zia  ,  la  quale  efprime 


la  relazione  delle  coordinate  NK,  KQ  ,  ed  è  l’evoluta 
della  propolla  parabola  apolloniana  „ 

Egli  è  manifelìo  ,  che  la  feconda  parabola  cubica 
intiera  farà  l’evoluta  dell’intiera  parabola  apolloniana-.  , 
cioè  che  (  Fìg.  88.  )  il  ramo  NQ  farà,  l’evoluta  della^ 
parte  fuperiore  AB ,  ed  il  ramo  Nq  della,  inferiore 
Ab  ;  e  che  i  due  rami  Nq  ,  NQ  fi  voltano  le  convef- 
fità  ,  ed  anno  un  regredò  in  N .. 

124-  E*  pure  manifello  ,  che  fe  le  curve  propolle 

X  2  fono 
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fono  algebriche,  faranno  pare  algebriche  le  loro  evo» 
Iute ,  e  fi  potrà  Tempre  avere  l’equazione  in  termini  fi¬ 
niti  efprimenti  la  relazione  delle  coordinate  ,  e  che  ia_» 
oltre  effe  evolute  faranno  rettificabili ,  cioè  fi  potranno 
ritrovare  delle  rette  linee  eguali  ad  una  qualunque  por¬ 
zione  delle  medefime,  per  eferapio  NQ.  Imperciocché, 
fe  la  propofia  curva  AB  &  algebraica,  fi  avranno  Tem¬ 
pre  in  termini  finiti  i  raggi  oiculatori  BQ,  AN ,  e  da 
BQ  fottratto  AN ~  il  reddito  farà  l'arco  NQ, 

ESEMPIO  IL 

125.  Sia  la  curva  MB  M  (  Fig.  8p.  )  l'iperbola  fra 
gli  afintoti  dell*  equazione  aa~—  xy  .  Differenziando, 
xdy  -t-ydx  ~o ,  e  di  nuovo  differenziando,  prefa  dx  co¬ 
llante  ,  ddy  —  —  2 dxdy  .  Sofiituiti  i  valori  di  dy  ,  e  ddy 

X 

nella  formola  dxz +- dy1  del  co-raggio,  averemo  BE  — 

—  ddy 

xx  4-  vv  ,  valore  negativo.  Se  adunque  fia  AP~x , 

—  zy 

PB—y,  nella  prodotta  A  B "prefa  B N BA  —  Vxx  4- yy, 

2 

ed  alzata  normale  NE,  che  incontri  la  ordinata  B P  pro¬ 
dotta  in  E,  farà  BE  il  co-raggio,  che  fi  cerca;  imper¬ 
ciocché,  per  la  fimilitudine  de’ triangoli  BPA,  BNE, 

farà 
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farà  BP,BJ  r.BN,  BE,  cioè  j; ,  vxx  -t-yy  i  :  -t-jy, 

2, 

BE  ~  xx  +•  yy  ì  e  perchè  fi  prende  dalla  parte  de'  ne- 

Zjf 

gativi  3  BE—xx+*yy*  Quindi  condotta  E  <2  parallela». 

ad  AP ,  e  prodotta  in  £  la  normale  FB  alla  curva  nei 
punto  B,  farà  B<2  il  raggio  ofcijatore  3  ed  il  punto  Q 
nell’  evoluta . 

Per  determinare  il  raggio  ofculatore  nei  vertice  D 
dell’  iperbola ,  fi  ponga  x  zzAR  —  a,  e  però  y ■=.  HD  —  a, 
adunque  il  co-raggio  xx  -f -yy  nel  vertice  D  farà  zz  —  a% 

—  vy 

ed  il  raggio  ~  —  V* aa. 

Per  poco ,  che  fi  rifletta  alla  figura  della  curva-. 
MB  M ,  fi  vede,  che  l’evoluta  averà  due  rami  con  un 
punto  di  regrèflo  in  L ,  in  cui  il  raggio  DL  converrà  5 
che  fia  il  minimo  di  tutti  i  raggi  B  Q;  e  però  differen- 

_ _ x 

piando  la  formola  de’  raggi  ofculatori  dx2y-  dyz  2  3  la-, 

—  dxddy 

differenza  dovrà  effere  nulla  ,  o  infinita  ;  cioè  9  fuppo- 
fia  dx  collante  , 

_______  _ _ x 

• —  3 dxdyddy 1 1 /dxz+-dyz  4»  dxdddy  Xdxz  +-  dyz  z  —03 

dxz  ddyz 

o  pure  =  all'infinito  ,  e  dividendo  per  i/dxz+-dyz ,  e_. 

mol- 
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moltiplicando  per  dxddyz ,  farà  dxldddy  4-  dyrdddy  — 
3 dyddy1  —  o  ,  o  pure  zz  00  .  Ma  per  l’equazione  della_^ 
curva,  fi  ì  dy  —  —  aàdx ,  ddy  —  laadx 1 ,  dddy zz  — » éaadx 3 ; 

xx  xì  x* 

dunque  fatte  le  foflituzioni ,  e  fuppqlU  la  detta,  quantità, 
eguale  a  zero  ,  averemo  x  —  a  zz.  AH  ;  vale  a  dire^  , 
che  il  regreflò  farà  nel  raggio  ofculatore  al  vertice  D 
della  curva  ;  ma  fi  è  veduto ,  edere  eflo  raggio  zi  ■— » 

l zzaci  ,  farà  dunque  DL  zz — Viaa  zz  DA  . 

Nella  formola  de’  raggi  ofculatori ,  furrogati  i  valori 

_  ?'  5 

dì  dy  ,  e  di  ddy  ,r  averemo  BQ—xx-t-yy  z  zz  xx  -h  yyz  » 

e  però  differenziando  ,  a  fine  di  avere  il  minimo  rag¬ 
gio  ,  cioè  il  punto  di  regreffo  L  »  farà 

3  Ardx  -t-  K  +- jyy  zz  o  ,.  e  pollo  in.  luogo  di  dy 

il  fuo  valore  ,  farà  3 xxdx  —  $yy£x  V  xx  +-  yy  zz  o  ,  cioè 
„v  zz  _y  =z  a  ,  e  fofiituito  quello,  valore  nelL”  efpreflìone_* 

del  raggio  ofculatore  9  farà  eflo.- zz — 1/2 aa  —  DL,  co¬ 
me  fopra  o 

In  altro  modo  ancora  fi  può  coflruire  il  raggio  B  Qa 
Poiché  ddy  zz  —  zdxdy  3,  foftituiti  in  luogo  di  x  ,,  e  di 

X 

dx  i  valori  dati  per  y9  farà  ddy  —  idyzi  e  però  il  co-rag- 

y 

gio 
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gio  BE  zz  ydx*  +-  ydy1  ,  e  per  i  triangoli  dolili  BPF, 

• —  2  dy  - 

B  EQ ,  averemo  EQ  —  • — ydy  —  ydx  .  Si  conduca  ora^ 

i :dtt  %dy 

al  punto  B  la  tangente  B  T,  e  dal  punto  T  hTS  nor¬ 
male  a  B  T ,  o  Ila  parallela  a  -B  £5 ,  e  fi  prenda  B  E  — 

~  B  S,  o  PK  —  ~FT->  fe  fi  farà  E <2  parallela  alla  ^T, 

o  KQ  perpendicolare. ,  effe  incontreranno  la  normale»» 
BQ  nel  punto  <2  dell’  evoluta  ,  poiché  farà  BS  — 
ydx* +*  ydy* ,  dunque  BE  —  ydx*  +-ydy*  ;  farà  ancora-. 

dy*  ■ —  2  dy * 

FP  +-  PT  —  FT  —  ~  ydy  ^  ydx  ,  dunque  E  Q_  = 

,  da?  % 

jy  Jj/  —  ydx  . 

atte  2f(y 

Se  l’equazione  farà  y™  ~  x,  la  quale  efprime  tutte 
le  parabole  all’  infinito ,  quando  fia  m  numero  pofitivo, 
ed  in  confeguenza  anche  la  parabola  dell’  efempio  pri¬ 
mo  ;  ed  efprime  tutte  le  iperbole  fra  gli  afìntoti  all5  in¬ 
finito  ,  quando  fia  m  negativo  ,  e  però  anche  quella.» 
di  quello  efempio:  differenziando  averemo  mym~ildy  — 
dx  ,  e  di  nuovo  differenziando  ,  fuppofia  dx  collante.,, 

rnm  —  m  X  —  *  dy*  +■  mym~  1  ddy  —  o ,  e  dividendo  per 

mym~  1  9  farà  — ddy  —  m — i  X  dy*  .  Prefa  pertanto 

y 


la 
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la  forinola  dx'-i-dy*  del  co -raggio,  e  fatta  la  fofiitu- 

- —  ddy 

zione  dei  valore  di  ddy  ,  fi  averà  BE  zz  ydx z  +- ydy z  ,  e 

m  —  i  Xdy* 

però  E  fy ,  o  PK~  ydx  +•  ydy 

m  —  iX.  dy  m  —  i\dx 

Dal  punto  T  ,  in  cui  (  Fig.  87. ,  e  89.  )  la  tangen¬ 
te  ET  incontra  l'afle  AP  s  fi  tiri  ifteflaraente  TS  pa¬ 
rallela  alla  normale  BjQ  alla  curva  ,  che  incontra  m  S 
la  ordinata  BP  prodotta,  indi  fi  prenda  B  E  =  B  S  dal- 

m  —  1 

la  parte  dei  negativi  ,  fe  m  fìa  numero  negativo ,  co¬ 
me  nelle  iperbole  le  quali  fono  all’ alfe  AP  ,  cioè  all" 
afintoto  convelle  (  Fig.  89.  );  fi  prenda  BE  dalla  parte 
dei  pofitivi  ,  fe  m  fìa  numero  pofitivo  ,  e  maggiore 
dell’  unità ,  come  nelle  parabole  (  Fig.  87.  )  concave  all" 
affé  A  P ,  e  dalla  parte  dei  negativi ,  fe  m  pofitivo  fia 
minore  dell’  unità ,  nel  qual  calo  le  parabole  fono  con¬ 
veffe  all’ affé  AP  . 

Per  determinare  il  punto,  in  cui  l’affe  della  para¬ 
bola  tocca  l’ evoluta  ,  prendo  la  formola  de’  raggi  ofcu- 

_ _  j, 

latori  ?ìx  2  +■  dy z  a  ,  da  cui  ,  foftituiti  i  valori  di  dx  zz 
—  dxddy 

mym~~  1  dy  ,  e  di  — ■  ddy  zz  m  ■ —  1  X  dy z  ,  avere- 

y 


rao 
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mo  B Q  —  tnmy  zm  ~~  21 +■  i  2  ,  intendendo  ,  che  l’unità 
—  i  Xjy m z 

fupplifca  per  la  legge  degl’  omogenei  ;  quindi  fuppofia 
m  maggiore  dell'unità,  acciò  fieno  concave  le  parabo¬ 
le  all’ affé  AP  ,  fe  farà  m  minore  di  2  ,  la  y  del  deno¬ 
minatore  pafferà  ad  effere  un  moltiplicatore  del  nume¬ 
ratore  ,  e  però  fatta  y  —  o  ,  come  richiede  il  cafo  ,  che 
fi  cerca  ,  farà  BQ  —  o  ,  cioè  i’affe  toccherà  l’evoluta  nel 
vertice  A  della  parabola  ,  come  farebbe  per  efempio  la 
feconda  parabola  cubica  axx  ~  y 3  (  Fig.  70.  )  . 

Che  fe  ra  è  maggiore  di  2  ,  la  y  del  denominato- 
re  farà  elevata  a  potefià  pofitiva  ,  e  però  fatta  y  —  o  , 
farà  BQ  infinita,  vale  a  dire  che  l’affe  della  parabola 
farà  afintoto  dell’evoluta;  come  la  prima  parabola  cu¬ 
bica  AB ,  (  Fig.  (?o.  )  il  di  cui  affé  AP  è  afintoto  dell’ 
evoluta  LQ  . 

L’evoluta  CLQ  della  femi- parabola  cubica  A B M 
dell’equazione  aax~y 3  à  un  punto  di  regreffo  L  , 
però  due  rami  LQ,  LC ;  fviluppando  il  ramo  LQ , 
fi  genera  la  porzione  BA  ;  fviluppando  il  ramo  LC  , 
la  porzione  infinita  B  M . 

Per  determinare  il  fleffo  contrario  L ,  prendo  il  va¬ 
lore  del  raggio  ofcularore  ,  che  in  quella  curva  è 

______  j, 

=  aitili  »  31  fflaIe  deve  effere  un  minimo  , 
éa*y 

Tom.  IL  Y  r 
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c  però  differenziando 

t  _____  ? 

3  X  i %a*y*dy  X  9y*+-  a*  z  — a*dy  X  9V 4  +•  <3*  x  —  °  , 

<5<3 8  yy 

cioè  4 5j/  +  —  —  o  ,  quindi  y  zo  y^a*  ,  e  furrogato  que- 

45 

ilo  valore  in  luogo  di  y  nell’equazione  aax-y  %  avere- 

mo  x  ~  i/  a ^  .  Prefa  adunque  AP  —  j/  a 4  ,  e  con- 
7  9*125  91115 

dotta  l’ordinata  PB3  il  punto  di  regreffo  L  farà  nella», 
normale  al  punto  B  delia  curva;  e  nell’ efpreffione  del 

raggio  ofculatore  pollo  j/  a  *  in  luogo  di  y  ,  averemo 

45 

il  valore  di  B  L  . 

In  altro  modo  .  Differenziando  l’equazione  aax—yX 


ZI  Z  —  z 

o  ila  y  —  a  3  x  3  ,  farà  dy  —  ~  a  1  x  3  dx  ,  ddy  — 

z  —  5  z  —  8 

—  2  a  3  x  3  dx 2 ,  dddy  —  io  a  *  x  3  dx 3  ,  polla  dx 

~9  z-7 

collante  ;  quindi  ,  prefa  la  foratola 

dx1  dddy  dyz  dddy  —  3  dyddyz  —  o  ,  e  follituiti  i  valori, 

fi  averà  AP  —  a*  • 

9SJ“5 


ESEM- 
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ESEMPIO  III. 


12 6.  Sia  la  curva  ABD  (  Fig.  pi.  )  un’elliffi,  o 
un*  iperbola  ,  il  di  cui  affé  AH  —  a  ,  ed  il  parametro 
AF  —  b,  AP  ~  x  ,  PB—y,  e  l’equazione 

y~  j/ abx+:bxx .  Differenziando  ,  farà  dy  —  abdx’yi  ibxdx , 

2 K aabx^z  abxx 

e  JJy  =  .  — ■  # 3  àMv *  •  ,  prefa  dx  per  collante  . 


4  X  aabx  +:  abxx  z 


Fatte  le  foftituzioni  nella  formola  dxz-bdyz  1  del  rag¬ 
gio  ofculatore  ,  farà 


— dxddy 


BGQ  =  4 aabx  +-  4 abxx  +-  aabb a[abbx  +- 4 bbxx 

2  a'bb 

la  normale  BG  fi  troverà  effere 


Ma 


—  4. aabx  —  yabxx  +-  aabb  —  <\abbx  +-  <\bbxx  z  ,  dunque  là- 


2  a 


\  .  — 5 

ra  il  raggio  BGQ  —  4BG  ;  adunque  prefo  il  parame- 


bb 


tro  b  per  primo  termine,  la  normale  BG  per  fecon¬ 
do  ,  e  continovata  la  ferie  geometrica ,  il  quadruplo 

Y  2  del 
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del  quarto  termine  farà  il  raggio  ofculatore  B  Q  « 

Fatta  x  zz  o  nella  efpreffione  del  raggio  ofculatore  ,  fa» 

rà  BG Q  —  A  M  zz  b  ,  e  fatta  x  zz  AO  zz  ~  a  ,  fi  avrà 

Tj 

nell’  elliffi  BGQ  —  DOQ  -  a  ^ab  ,  eioè  eguale  allaj 

2  b 

X 

metà  del  parametro  dell’  afte  conjugato  ,  ed  in  Q 
vi  farà  un  regreftb  ,  e  T  evoluta  della  porzione., 
AD  zz  DH  farà  MQ  ;  della  porzione  DH  farà 
RQ  ;  ma  nell’ iperbola  il  raggio  fi  eftende  all’infi¬ 
nito  . 

Se  nell’  elliffi  fi  faccia  a  —  b  ,  il  raggio  ofculato- 
re  BGQ  farà  zza  ,  qualunque  fiafi  il  punto  B  ;  dun- 
* 

que  i  raggi  tutti  eguali  tra  loro  9  e  l'evoluta  un  pun¬ 
to  ,  cioè  a  dire  l’ elliffi  ,  che  in  quello  cafo  diviene  un 
circolo  9  à  per  evoluta  il  fuo  centro  . 

ESEMPIO  IV. 

127.  Sia  la  curva  ABD  (  Fig.  92.  )  la  logaritmi¬ 
ca  ordinaria  9  la  di  cui  equazione  è  ady  zz  dx  . 

~  y 

Differenziando  ,  prefa  dx  collante  ,  farà  ddy  zz 
dxdy  zzydx2  ,  pollo  il  valore  di  dy  .  Fatte  le  follituzio- 

a 

ni 
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ni  nella  formola  dx*  +-  dyz  del  co -raggio  ,  averemo 

—  ddy 

j>E  —  —  aa—yy  ,  e' perchè  nella  logaritmica  fi  trova  , 

~  y~ 

effere  la  fottonormale  P  H  zzyy  ,  farà  EQzz  —  a  — yy_  « 

a  & 

Prefa  adunque  PKzzTH,  ed  alzata  in  angolo  retto 
KQ,  incontrerà  ella  la  normale  HBQ.  nel  ricercato 
punto  Q  dell’evoluta  . 

Se  fi  voglia  determinare  il  punto  della  maffima- 
curvatura  nella  logaritmica  ,  cioè  il  punto  del  minimo 
raggio  ofculatore ,  fatte  le  foftituzioni  nella  forinola- 

_ _ x  _ *  i 

dxl  +-  dy1  z  del  raggio  ofculatore,  farà  aa  +-yy  z  ,  e— 
—  dxddy  —  ay 

differenziando  farà 


_______  2  _ l 

3  ayydy  \  aa  -t~  yy  z  +-  ady  X  aa  ■+•  yy  1  o  ,  e  però 

aayy 


O  pure  ,  prefa  la  formola  del  num.  125.  dx * dddy  -h > 
dy%  dddy — ^dyddyz  =  o  ,  e  fatte  le  foftituzioni  di  dy — 
ydx  9  di  ddy  —  ydx 1  5  di  dddy  —  ydx 3  ,  troveremo  ifief- 

a  aa  @  3 


famente  PB  = 


ESEM- 
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ESEMPIO  V. 

128.  Sia  ABD  (  Fig.  93.  )  la  logaritmica  fpirale  , 
la  di  cui  proprietà  è  ,  che  condotta  ad  un  qualunque»* 
punto  j B  la  tangente  ET,  e  dal  polo  A  la  ordinata^ 
AB  ,  l’angolo  ABT  fia  Tempre  lo  fteflo  ,  e  pelò  fatta 
AM  infinitamente  profilala  ad  AB,  farà  collante  la_, 
ragione  di  MR  ad  RB  ,  quindi  polla  AB  —y  ,  l'archet¬ 
to  BR  —  dx  ,  l’ equazione  farà  adx  —  bdy  ,  e  differen¬ 
ziando  ,  fatta  dx  collante  ,  ddy  —  o  .  Prefa  pertanto  la 
formola  del  co -raggio  num.  118. 

ydx 3  +-ydxdy  ~  ,  per  le  curve  riferite 

dx 3  +■  dxdy 2  +■  ydyddx  —  ydx  ddy 

al  fuoco  ,  la  quale  regolata  nell’ipotefi  di  dx  collante 
è  ydxz+-ydyz  ,  e  cancellato  in  quella  il  termine 

dx 2  h—  ày z  — yddy 

yddy  ,  perchè  la  curva  ci  dà  ddy  —  o  ,  e  fatta  la  fofiritu- 
zione  del  valore  di  dx ,  o  di  dy  ,  ovvero  divifo  il  nu¬ 
meratore  5  e  denominatore  per  dx2  +~dyz 3  farà  il  co-rag¬ 
gio  BA-y . 

Adunque  j  condotta  AC  normale  ad  AB  ,  incon¬ 
trerà  ella  la  perpendicolare  BC  nel  ricercato  punto  C 


dell' 
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dell'evoluta,  e  perchè  la  fottonormale  ACzzay  ,  farà 

BC  ~  y  1/  aa  +-  bb  . 

— 

Condotta  la  tangente  jBT  alla  curva  nel  punto  B  , 
faranno  limili  i  triangoli  TCB,  CBA  ,  e  però  eguali 
gl’ angoli  TBA,  ACB  ;  ma  l’angolo  TBA  è  Tempre 
collante  ,  dunque  Io  farà  ancora  l’angolo  ACB  ;  e  però 
l’evoluta  AC  farà  la  (Iella  logaritmica  fpirale  ABD  , 
ma  inverfamente  polla  . 

ESEMPIO  VI. 

1 29.  Sia  ABD  ( Fig .  93.)  la  fpirale  iperbolica^, 
la  di  cui  proprietà  è  ,  che  la  fottotangente  Ila  co¬ 
llante  . 

Fatte  dunque  le  (Ielle  cofe  dell’ Efempio .  antece¬ 
dente  ,  l’equazione  della  curva  farà  ydx~a ,  o  lia_. 

dy 

ydx  zz.ady  ;  quindi  differenziando  ,  polla  dx  collante.»  , 
ddy  —  dxdy  .  Prefa  per  tanto  la  formola  del  co -raggio, 

a 

che  all’ipotefi  di  dx  collante  corrifponde  ,  cioè 

y%x  z+-ydy2  ,  indi  foftituito  in  luogo  di  ddy  il  valo- 
dx 1  +-  dy 1  • — yddy 


re 
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re  dxdy  ,  ed  in  luogo  di  dy  il  valore  ydx  dato  dall" 


equazione  ,  farà  il  co -raggio  —y  \  aa^-yy  . 

aa 

Ma  poiché  la  fottotangente  A  T  è  ir:  a ,  e  la  folto- 
normale  AC—yy ,  farà  TC~  aa-^-yy  ;  dunque  la  quar¬ 
ti  a 

t a  proporzionale  della  fottangente  TA  ,  e  della  TC,  t 
dell’ordinata  AB  ci  determina  il  co*  raggio  .  Quindi 
dal  punto  C  condotta  parallella  alla  tangente  ET  la_* 
CQ  ,  che  taglia  in  Q  la  ordinata  BA  prodotta  ,  farà 
BQ  il  ricercato  co -raggio  . 

Poiché  per  i  triangoli  fienili  B*AT,  CAQ  ,  fi  ave- 
rà  CA  ,  AQ  ::  TA  ,  AB,  e  permutando  CA ,  TAr.AQ, 
AB  5  e  componendo  TC ,  AT ::  QB  ,  A B  ,  ed  inver¬ 
tendo  TA  5  TC::  B A  ,  B  Q -,  il  che  ec. 

E  S  E  M  PIO  VI. 

130.  Sia  il  fettore  di  circolo  ADN ,  (  Fig.  ^4.  ) 
e  condotto  dal  centro  A  un  raggio  qualunque  ABP  , 

m  _ . _ m 

fi  faccia  ND,  NP  ::  ^P  3  AB  ,  il  punto  E  farà  nella 
curva  ABD  ,  che  è  una  delle  fpirali  all’infinito  ,  la  di 
cui  equazione  5  fatto  NPD  =  &  ,  ZVP  =  2  ,  il  rag¬ 
gio 
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gio  AP  ~  a  9  AB —y  ,  farà  ym  —  amz ,  e  differenzian- 

T~ 

do  ,mym’~*  1dyzzamdz  .  Ma  condotto  il  raggio  Ap 

— 

infinitamente  profilato  ad  AP  ,  e  chiamata  BR  —  dx, 
per  i  lettori  limili  APp  ,  ABR  ,  farà  dz  ~  adx  , 

T 

quindi  pollo  quello  valore  in  luogo  di  dz  nell’  equa¬ 
zione  differenziale,  farà  my  m dy  ~  am 1  dx  ,  e  pe- 

1 

rò  di  nuovo  differenziando  ,  prefa  dx  collante.*  , 
mmy m—  1  dyz  +-  mym  ddy  —  o  ,  cioè  yddy  —  —  mdy1  » 
Fatta  pertanto  la  follituzione  di  quello  valore ,  e  del 
valore  di  dx  nella  formola  del  co -raggio  ,  farà  BE  ~ 

..  S;  faccia  TAC  perpendi. 

mmbby rm  -f- 1  +-  «ss  Xa im  +*  1 

colare  ad  AB,  e  fi  tiri  la  tangente  BT  della  curva  in 
B  ,  e  BC  normale  ,  -farà  AT  —  mbymjr-x  5  A  C  — 

am  -H  i 

am+- 1  ,  e  però  TC ~  mmbby  *«  +.  a »»  *■  *  9  quindi  la 

mby  m  ~  1  ~~~mba  m  'H  ly  m  ~  1 

quarta  proporzionale  di  TA+-m+-i  \.AC,  di  TC,  e 

di  AB  fata  y  X  mmbby  zm  +-  azm+~ z  zi  BE  ,  e  però 

mmbby  %m  -f,  i  -f,  m  X  a  zm  z 


Tom ,  IL 


Z 


con- 
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condotta  EQ  parallela  alla  T C ,  incontrerà  la  norma* 

le  B  C  nel  punto  Q,  che  farà  all’evoluta  . 


ESEMPIO  VII. 


131.  Sia  la  curva  ABD  (  Fig.  95.  )  la  metà 
delia  cicloide  ordinaria  ,  la  di  cui  equazione  dy  — 

dx  /  2a  —  x  ,  eilendo  AC~  la  ,  AP~x9PB  —  y  * 


Differenziando  ,  prefa  dx  collante  ,  fara  ddy  _ 
—  adxz  ,  e  polli  quelli  valori  nella  forinola- 


x  V  2 ax  —  xx 

del  raggio  ofculatore 


dx 


dy‘ 


■  dxddy 


farà  B  Q 


21/4 aa  —  2 ax  ;  ma  la  normale  BG  ~V /^aa —  2 ax  — 
alla  corda  E  C  ,  dunque  il  raggio  ofculatore  B  Q  ~ 
2  BG  ~  iEC . 


Fatta  x  —  o  ,  per  avere  il  raggio  ofculatore  nel 
punto  A ,  farà  B Q  —  AN  —  4 a,  e  però  CN  ~CA  —  ia  l 

Fatta  x  —  2 a  ,  il  raggio  ofculatore  nel  punto  D 
farà  —  o  ,  e  però  l’evoluta  principia  in  D  ,  e  termina 
in  N  . 


Poiché 
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Poiché  la  tangente  in  B  della  cicloide  è  paral¬ 
lela  alla  corda  E  A  ,  (  num.  47.  )  farà  la  normale.» 
BQ  parallela  alla  corda  EC  .  Ciò  pollo,  fi  compifca 
il  rettangolo  DON S,  ed  al  diametro  D S  ~  CNziAC 
fi  deferiva  il  femicircolo  DIS ,  e  fi  tiri  la  cordai 
DI  parallela  alla  BQ  ,  o  fia  alla  EC  .  Saranno  gl’ 
angoli  CDI  ,  DCE  eguali  ,  e  per  confeguenza  gl’ 
archi  DI  ,  CE  ,  e  le  corde  ;  dunque  DI  ,  GQ 
eguali,  e  parallele,  e  condotta  1Q,  farà  efia  eguale, 
e  parallela  a  DG  ;  ma  per  la  proprietà  della  cicloi¬ 
de,  la  DG  è  eguale  all’arco  EC,  e  però  all’arco  DI , 
dunque  l’arco  DI~  I Qt  ed  il  femicircolo  DIS=  SN, 
quindi  l’evoluta  DQJSl  è  la  fieffa  cicloide  DBA  inver» 
famente  polla  . 

132.  Avuta  fufficiente  notizia  ,  e  ritrovate  le  for¬ 
inole  de’  raggi  ofculatori  ,  non  è  difficile  il  ritrovare.» 
la  formola  de’  regrefTì  della  feconda  fpecie  di  fopra^ 
promeffa  al  num.  p8. 

Sia  la  curva  BAC  (  Fig.  96.  )  con  un  fletto  con¬ 
trario  in  A  ,  e  fi  fviluppi  dal  filo  principiando  in  un_» 
qualunque  punto  D  diverfo  dal  fiefTo  contrario  A  .  Lo 
fviluppo  della  porzione  DC  genera  la  curva  DG; 
quello  della  porzione  DA  la  curva  DE  ;  e  quello 
della  porzione  AB  la  curva  E'F  di  modo  ,  che  lo  fvi¬ 
luppo  di  tutta  la  BAC  formerà  la  intera  curva  FED  G; 

Z  2  la 


do  8  iNSTlTU^'f  Òtfl 

la  quale  à  due  regredì ,  uno  in-  D  della  folita  forma-»  a 
poiché  i  due  rami  DE,  DG  fi  voltano  le  conveflìts!, 
l’altro  in  E  della  feconda  forra  ,  per  effere  i  due  rami 
ED,  E F  concavi  verfo  la  fiefifa  parte  .  Sieno  NM$ 
Nnm  due  qualunque  raggi  infinitamente  profìfimi  dell’ 
evoluta  DA  ,  ed  NH,  nH  due  normali  alla  ftefia_. 
faranno  flmili  i  due  fettori  infinitefimi  NmM,  HNn  , 
quindi  HN ,  N M  ::  Nn  ,  Mm\  ma  nel  punto  del  flef- 
fo  contrario  A  ,  il  raggio  HAT  (  num.  121.  )  deve  effe- 
re  o  infinito,  o  eguale  al  zero,  ed  il  raggio  NM, 
che  diventa  AE ,  rimane  finito  ,  adunque  nel  cafo  del 
Aedo  contrario  A  ,  cioè  nel  punto  del  regredò  E  della 
feconda  forra  ,  la  ragione  di  Nn  ,  Mm  ,  vale  a  diro 
la  ragione  della  differenziale  del  raggio  MN  ali’  eie-» 
mento  della  curva,  deve  edere  infinitamente  grande  , 
o  infinitamente  piccola  .  Ma  la  forinola  del  raggio  MN 
_ i 

è  dx2  -t-  dy2  a  ,  prefa  dx  collante  ?  il  di  cui  differenzia- 
- —  dxddy 

_  _  3 

am  ....  I  ..  .-mi  n  I..rr  i.  ■  »■'  li  ir  ■■  •— « 

le  è  — 3 dxdyddy  2  l'  dx 2  +-  dy 2  +-  dxdddy  X  dx2+-dy2  2  , 

dxzddyz 

ed  Mm  —  V dx 1  +-  dy z  ,  dunque 

Nn  zz  dx z  dddv  ■+-  dy 2  dddv  —  3 dyddy 2  r:  al  zero  ,  o  all’in- 
Mm  dxddy 2 

finito  ,  forinola  per  i  regredì  della  feconda  forra  . 

Quella 
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Quella  formola  è  la  Beffa  della  ritrovata  al  num. 
125.,  ma  in  quel  luogo  effa  ferve  per  i  regreffi  della 
prima  forra  delle  evolute  ,  e  quella  per  i-  regreffi 
della  feconda  forca  delle  curve  genite  dell’  evoluto  , 
eflfendo  x,  ed  y  le  coordinate  nell’uno,  e  nell’altro 
cafo  delle  curve  genite  . 

FINE  DEL  SECONDO  LIBRO. 
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I  N  S  T  I  T  U  Z  I  O  NI 
ANALITICHE 

LIBRO  TERZO 

Del  Calcolo  Integrale  , 

IL  Calcolo  Integrale  ,  che  fuole  dirfi  anòora  cal¬ 
colo  fommatorio  ,  è  un  metodo  di  ridurre  una 
quantità  differenziale  a  quella  quantità ,  di  cui 
effa  è  la  differenza  ,  onde  le  operazioni  del  cal¬ 
colo  integrale  fono  oppoffe  a  quelle  del  differenziale  , 
e  però  fi  chiama  ancora  metodo  inverfo  delle  fluflìóhi , 
o  fia  delle  differenze.  Per  cagion  d’efempio  il  differen¬ 
ziale  di  x  è  dx ,  e  per  confeguenza  x  è  l’integrale  di 
dx .  Quindi  farà  fegno  ficuro,  che  fia  giuffo  quell’inte¬ 
grale  ,  che  differenziato  redimirà  la  quantità  propofia 
da  integrarfi .  In  due  diverfe  maniere  fi  ricercano  gl’in¬ 
tegrali  delle  formole  differenziali ,  in  una  per  mezzo  di 
efpreffìoni  finite  algebraiche  ,  o  ridotte-  a  quadrature»» 
fuppoffe  ;  nell’altra  facendo  ufo  delle  ferie  .  Delle  rego¬ 
le  della  prima  maniera  tratterò  nel  primo  Capo;  dell’ 
altra  nel  fecondo,  a  cui  aggiungerò  il  terzo  dell’ufo  di 
.  effe  regole  per  le  retificazioni  di  curve  ,  quadrature  di 
fpaz]  ec.  ,  e  finalmente  il  quarto,  che  tratterà  del  Cal¬ 
colo  Efponenziale  . 

a  CAPO 
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CAPO  I 

Delle  regole  dell ’  integrazioni  efprejfe  da  formale  finite 
algebraiche  ,  0  ridotte  a  quadrature  fuppojìe  . 

r.  Come  nelle  quantità  incompleffe  elevate 
qualunque  poteflà  il  differenziale  loro  è  il  prodotto  dell’ 
efponente  della  variabile  nella  variabile  fteffa  elevata— 
alla  medefima  poteflà  diminuita  dell’unità  ,  e  moltipli¬ 
cata  nella  fua  differenza;  cosi  l’integrale  del  prodotto 
d’una  variabile  elevata  a  qualunque  poteflà  nella  diffe¬ 
renza  della  fleffa  variabile  è  la  variabile  elevata  alla— 
poteflà,  il  di  cui  efponente  fia  accrefciuto  dell’unità,  di- 
vifa  per  lo  fleflò  efponente  cosi  accrefciuto  ,  e  ciò  qua¬ 
lunque  fiafi  1*  efponente  della  poteflà-  della  variabile  nel¬ 
la  formola  differenziale  ,  cioè  pofitivo,  o  negativo  ,  in¬ 
tiero  ,  0  rotto.  Per  efempio  l’integrale  di  mxm~'dx 

mxm~ 1  1  _  hj» 

farà  m—  1  +•  1  ,  cioè  xm  .  L’ integrale  di  x  ”  dx 

+-  m  4-  1  -h  n 

farà  egli  x  n  ,  cioè  nx  n  . 

4"  m  -f-i  4^  m  4-  n 

n 

2.  Nè  punto  alterano  la  regola  le  quantità  coffan- 
ti  incornpleffe,  o  compiette  ,  per  le  quali  fia  moltiplica¬ 
ta  ,  0  divifa  la  formola  differenziale ,  rimanendo  effe¬ 
ndi’ 
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nell’  integrale ,  quali  erano  nella  forinola  differenziale  , 
e  però  l’integrale  di  aaxndx  farà  aaxn+~l 


$.  Che  fe  la  forinola  differenziale  farà  una  frazio¬ 
ne,  il  di  cui  denominatore  fia  pure  una  qualunque  poteflà 
t^ella  variabile  moltiplicata  ancora ,  fe  fi  vuole,  per  qua¬ 
lunque  collante  ,  come  a  dire  la  formola  xmdx  , 

aaxn  —  bbx  n 

cioè  xmdx  ,  come  che  effa  è  ia  medefima  di 
aa  —  bb  X  x  n 

quella  xm'~n  dx ,  farà  perciò  foggetta  alla  data  regola . 

aa  —  bb 

4.  Ma  qui  fa  d’ uopo  avvertire  ,  che  acciò  gl’  inte¬ 
grali  fieno  compiti ,  devefi  ad  effi  fempre  aggiungere , 
o  da  effi  fottrarre  una  quantità  collante  a  piacere  ,  la_. 
quale  ne’  cafi  particolari  fi  determina  poi ,  come  fi  ve¬ 
drà  a  fuo  luogo  . 

Quindi  l’integrale  compito,  per  efempio,  di  dx  farà 
x±.a ,  (intendendo  per  a  una  collante  qualunque)  di  xxdx 
farà  ,  e  cosi degl’altri .  La  ragione  di  ciò  è,  che  non 

3 

avendo  le  quantità  collanti  differenziale ,  la  dx  tanto  può 
cffere  la  differenziale  di  x  ,  quanto  di  x  +•  a  ,  quanto  di 
x  ^  ec>5  e  pero  tanto  x ,  quanto  x-\r  a,  quanto  x  —  b  ec. 
poffono  efiere  gl’  integrali  di  dx  j  lo  fleffo  vale  di  qualun¬ 
que  altra  formola  . 


a  2 


/ 


\ 
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5.  La  flefìfa  regola  d’integrare  ferve  per  le  for mo¬ 
le  differenziali  complete  ,  cioè  compofle  di  molti  ter¬ 
mini ,  purché,,  fe  anno  denominatore  ,  fia  egli  o  tutto 
collante  ,  o  fe  contiene  la  variabile  ,  fu  incomplefTo  , 
cioè  d’un  folo  termine  ,  o  riducibile  ad  elfer  tale  . 

Imperocché  in  quelli  cali  la  for  mola  differenziale 
compleffa  fi  rifolve  in  altrettante  incomp.leffe ,  quanti 
fono  i  termini  della  compleffa  ,  e  però  ciafcheduna  è 
foggetta  alla  mentovata  regola  .  Sia  la  formoIa_, 
bxm dx  +-  aaxm~ 1  dx  ;  quefla  equivale  alle  duo 

m  —  bb 

bxmdx  aaxm~  1  dx  ,  e  però  gl’integrali  di  quello 

dd  — —  bb  Cld  —  bb 

due  forinole  faranno  l’integrale  della  prima  ,  cioè 
bx m  +* 1  +-  aaxm  iz  f  • 

wTfrr  V\aa  —  Tb  m  X  —  hb 

Sia  hxì  dx  —  aAdx  ;  quella  equivale  alle  duo 

axx  —  cxx 

bx*dx  • —  a* dx  ,  cioè  hxdx  —  a*x*~2dx  ,  o 


a  — .  c  X  xx  a  —  c  X  xx 

però  l’integrale  farà- 


bxx 

X  «'• 


a  —  c  a  —  c 


aAx~  1 


ir  f ,  cioè 


bxx  a4  ±r  f  • 

za  —  ic  a  —  c  X  & 

Sia  bxmdx — .aaxm  —  1  dx  ;  quella  equivale  alle  due 

sex 

bx  m  —  *  dx  —  aax  m  ~  3  dx,  e  però  l’integrale  farà  bx  m  —  1  — 

m  — .  1 

aax  m  ■”  1  i.  /  • 


?/2 


2. 


<5\ 
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6.  Se  in  oltre  la  formola  differenziale  compleffa_. 
farà  elevata  a  qualche  potellà  ,  il  di  cui  efponente  fia 
pofitivo  ,  ed  intiero  ,  ridotta  effa  attualmente  alla  data 
potefià  s  ciafcun  termine  s’integrerà  colla  fieffa  regola. 

7.  Tutto  ciò  ,  che  fin’ ora  ò  detto,  procede  quan¬ 
do  nella  forinola  differenziale  neffun  termine  vi  fia  ,  in 
cui  l’ efponente  della  variabile  fia  l’unità  negativa,  co¬ 
me  adx  ,  0  fia  ax  r— 1  dx  ,  imperocché  fecondo  la  rego- 

X 

la  l’integrale  farebbe  ax~~lJr~l  ,  o,  fia  ax° ,  cioè  infi- 

-  I  -t-  l  o 

nito  ;  il  che  nulla  ci  fa  fapere  . 

8.  In  quefti  cafi  adunque  bifogna  ricorrere  ad  altri 
metodi  .  Due  fono  quelli  ,  che  fervono  :  uno  per  mez¬ 
zo  d’ una  curva  ,  che  fi  chiama  Logaritmica  ,  ed  anco 
Logiftica ,  l’altro  per  mezzo  di  ferie  infinite.  Delie  fe¬ 
rie  infinite  ,  delle  quali  in  moltiffimi  altri  cafi  fi  può 
fare  ufo  ,  come  fi  vedrà ,  ne  parlerò  nel  fecondo  Capo . 

9.  Per  ora ,  quanto  alla  Logaritmica  ,  ella  è  ima-, 
curva  di  tale  proprietà  ,  che  prefe  nell’ affé  le  affiffe  in_, 
proporzione  aritmetica  ,  le  corrifpondenti  ordinate  fono 
in  proporzione  geometrica  .  E  però  1’ affé  AD  {Fig.  1.) 
fi  divida  in  parti  eguali  AB,  BC ,  CD  ec.  ,  fu  i  punti 
A ,  B ,  C,  D  ec.  fi  eriggano  le  perpendicolari  AE ; 
BF ,  CG,  DH  ec.  tali  ,  che  fieno  tra  di  loro  in  geo¬ 
metrica  proporzione  ;  i  punti  E,  F,  G,  FI  ec.  faranno 

nella 
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nella  curva ,  e  di  nuovo  dividendo  in  parti  eguali  le 
AB,  BC  ec. ,  e  fopra  le  divifioni  alzando  le  perpendi¬ 
colari  nella  lleffa  geometrica  proporzione  ,  li  averanno 
altri  punti  intermedj  ,  e  finalmente  moltiplicando  in  in¬ 
finito  le  divifioni ,  avremo  infiniti  punti ,  cioè  la  curva 
fleffa  . 

Divifo  adunque  l’afle  in  parti  infinitiffime,  ed  egua¬ 
li  ,  fìa  una  di  quelle  CM—dx  ,  l’ordinata  CG—y  ,  c 
ad  e  fifa  infinitamente  prolfima  MO  ,  farà  adunque^ 
NO  —  dy  .  Sia  un’altra  ordinata  DH-i,  ed  altre,  quan¬ 
te  fi  vuole,  corrifpondenti  ad  afflile  aritmeticamente  pro¬ 
porzionali  .  Averanno  adunque  effe  ordinate  tra  loro  la 
medefima  proporzione  ,  ma  per  confeguenza  faranno 
pure  nella  lleffa  proporzione  le  loro  differenziali ,  adun¬ 
que  farà  dy,  dz  ::  y,  z,  o  fia  dy,  y  ::  dz,  z  ;  onde  farà 
collante  la  ragione  di  dy  alla  y  ,  e  però  affumendofi 
collante  la  dx  ,  farà  dy ,  y  :  :  dx ,  a,  cioè  ady  —  dx ,  equa- 

~y~ 

zìone  della  curva  . 

E’  facile  il  vedere  ,  che  la  fottangente  di  quella., 
curva  farà  tempre  collante  ,  imperocché  nella  formola 

generale  della  fottangente  (~4  follituito  in  luogo  di 

y  il  valore  dato  dall’  equazione  della  curva  ,  avrallì 
ydx-adydx—a  .  Ma  comecché  la  progrelììone  geome- 

dy  dxdy 

trica  crefcente  delle  ordinate  fi  può  produrre  in  infini¬ 


to 
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to  ,  crefcendo  pure  in  infinito  aritmeticamente  le  afflile, 
anelerà  in  infinito  la  curva ,  e  Tempre  allontanandoli 
dall’ afte .  E  perchè  la  fleffa  progreflìone  fi  può  pro¬ 
durre  ancora  in  infinito  ,  ma  decrescente  ,  crefcendo 
Tempre  le  afflile  ,  anderà  da  quell’  altra  parte  in  infinito 
la  curva,  ma  Tempre  accollandoli  all’ alle  fenza  toccar¬ 
lo  mai ,  e  però  farà  egli  afintoto  di  ella  curva. 

io.  In  quell’ altra  maniera  ancora  ,  fra  le  molte  , 
fi  può  intendere  deferitta  la  Logaritmica  . 

Sia  la  retta  indefinita  MH  (  Fig.  2.  )  divifa  in  parti 
eguali  MN,  NB ,  BK  ec. ,  e  prefa  NI  a  piacere,  fui 
punto  I  lì  alzi  la  normale  IO  di  quella  grandezza  ,  che 
fi  vuole  ,  indi  fi  conduca  iVO,  e  fui  punto  A  fi  alzi  la 
normale  AC  fin  che  incontri  NO  prodotta  in  C;  dal 
punto  B  fi  tiri  BC ,  e  fui  punto  E  fi  alzi  la  normale 
ED  ,  che  incontri  BC  prodotta  in  D  ;  dal  punto  K  fi 
tiri  K  D  ,  e  fui  punto  F  fi  alzi  la  normale  FP  ,  che  in¬ 
contri  KD  prodotta  nel  punto  P;  e  nello  Hello  modo 
fi  continovi  in  infinito  l’operazione,  ed  i  punti  0  ,  C  s 
D,  P  ec.  faranno  nella  curva  logaritmica  .  Per  avere  i 
punti  intermedj  fra  0,C,D,P  ec.  fi  dividano  per  me¬ 
tà  le  porzioni  MN,  NB  ,  e  ripetuta  la  lìeffla  operazio¬ 
ne  ,  fi  avranno  altri  punti  ,  e  finalmente  col  moltipli¬ 
care  in  infinito  le  divifioni  eguali  nella  retta  MH ,  cioè 
col  Supporre  infinitefime  ,  ed  eguali  le  porzioni  MN , 
NB  ec.  averemo  infiniti  punti ,  i  quali  ci  Segneranno  la 


curva 
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curva  logaritmica,  la  di  cui  fottangente  ,  come  appari- 
fce  dalla  corruzione ,  farà  fempre;  collante  .  Chiamata 
adunque  NI— a,  e  porte  —dx  le  infinitefime  collanti 
porzioni  dell’arte  ,  fia  l’ordinata  GR—y ,  GH—dx , 
TS  —  dy  ;  per  la  fimilitudine  de’ triangoli  STR,  RG  A , 
farà  dy ,  dx::y ,  a,  cioè  ady  —  dx ,  equazione  della  curva. 

Da  quella  cortruzione  11  deduce  pure  quello  ,  che 
la  prima  fuppone  ,,  vale  a  dire  la  primaria  proprietà 
della  logaritmica ,  che  fieno  in  geometrica  proporzione 
le  ordinate,  che  corrifpondono  alle  aflìrte  in  proporzio¬ 
ne  aritmetica.  Imperocché, fuppolle  infinitertme  le  egua¬ 
li  porzioni  dell’arte  ,  l’archetto  OC  farà  la  tangente  NO 
prodotta  ,  l’ archetto  CD  farà  la  tangente  BC  prodotta, 
l’archetto  PD  la  tangente  KD  prodotta,  e  cosi  di  tutti 
gl’ altri  ;  faranno  adunque  limili  i  triangoli  OIN ,  C  ANS 
e  però  farà  01,  CAr.NI,  N A  ;  così,  pure  per  la  fimi-; 
litudine  de’ triangoli  CAB ,  DEB  farà  CA}  DEr.BA, 
BE  ;  ma  NI—BA  ,  NA—BE  ,  adunque  farà  01, 
C  A  ::  CA ,  DE  ,  q  così  fuccertivamente  ;  e  però  le  or¬ 
dinate  faranno  in  continua  proporzione  geometrica-,  . 
Quindi  anche  confiderando  l’arte  non  divifo  in  parti  in- 
finìtefime  ,  ma  finite,  ed  eguali  ,  perchè  le  intermedie 
ordinate  proporzionali  fra  IO  ,  per  efempio  ,  e  CA  fo¬ 
no  nè  più  ,.  riè  meno  di  numero  delle  intermedie  fra 
CA,  e  DE,  e  così  dell’ altre;  faranno  pure  le  1 0  , 

CA, 
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CA j  DE  in  proporzione  geometrica  corrifpondenti  ad 
affido  in  proporzione  aritmetica  .  Anzi  prefe  due  ordi¬ 
nate  a  piacere  ,  e  prefe  due  altre ,  dovunque  fi  vuole , 
purché  la  di  danza  fra  la  prima ,  e  la  feconda  lìa  la-, 
deda  della  didanza  fra  la  terza,  e  la  quarta  ,  come  fa¬ 
rebbero  20,  CA,  RG,  SH ;  farà  la  prima  alla  feconda, 
come  la  terza  alla  quarta  . 

La  curva  logaritmica  non  fi  può  geometricamente 
defcrivere  ,  bensì  organicamente  ,  e  però  è  una  curva 
mecanica  ,  e  l’impoffibilità  di  edere  geometricamente 
defcritta  è  la  deda  dell’impoffibilità  della  quadratura-, 
dello  fpazio  iperbolico  ,  come  fi  vedrà  a  fuo  luogo  ; 
quindi  gl’integrali  di  quelle  formole  diderenziali ,  che 
portano  alla  logaritmica  ,  fi  dicono  ancora  dipendere 
dalla  quadratura  dell’  iperbola  . 

Nella  logaritmica  adunque  le  porzioni  dell’ affé,  o 
fia  le  affide  prefe  da  un  punto  fido  corrifpondono  alle 
ordinate  in  quella  guifa  appunto  ,  che  nelle  tavole  tri¬ 
gonometriche  corrifpondono  i  logaritmi  alla  ferie  natu¬ 
rale  de’  numeri . 

n.  Ciò  podo  da  (  Fig.  3.  )  la  logaritmica  DC ,  la 
di  cui  fottotangente  eguale  all’  unità  ,  0  pure  ,  fe  fi 
vuole  ,  eguale  alla  collante  a ,  e  fia  l’ordinata  AD 
eguale  alla  fottangente  ,  cioè  eguale  all’  unità ,  o  fìa^ 
alla  cofiante  a  ,  che  fa  figura  d’unità  .  Prefa  una  qua¬ 
lunque  affida  AB—x ,  fia  BC—y  }  ma  l’equazione  della 

b 


curva 


I 
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curva  è  ady  =  dx  ,  adunque  !’  integrale  di  ady  farà  x  , 
y  y 


ma  x-  AB  ,  ed  AB  è  il  logaritmo  di  BC ,  cioè  di  y , 
adunque  fervendoli  del  legno  f  per  lignificare  integra¬ 
le  o  fomma  ,  che  vuol  dire  lo  Hello  ,  e  del  fegno  / , 
che  vuol  dire  logaritmo,  farà  J ady~ly  nella  logaritmi¬ 


ca,  la  di  cui  fottangente  fia  =  a 
J'dyizly  nella  logaritmica  della 


Ifteffamente 

fottangente 


farà 

i  i 


/ 

h 


bdy  —  ly  nella  logaritmica  della  fottangente  _  b  ; 


ady  —  Ib-t-y  nella  logaritmica  della  fottangente  —  a  , 

y 


cioè  prefa  nella  logaritmica  la  ordinata  BC—AH—y , 
fe  ad  effa  fi  aggiungerà  HK-b  ,  e  fi  condurrà  KG 
parallela  all’  afintoto  ,  e  fi  abbaierà  G  E  parallèla  ad 

AD,  farà  GE-y*-b,  e  però  AE-Ib-hy. 

12.  Dalla  natura  della  logaritmica  chiaramente  fi 
vede  ,  che  qualunque  volta  la  quantità ,  di  cui  fi  vuole 
il  logaritmo  ,  è  quantità  infinita ,  facendo  ella  figura  di 
ordinata  infinita  nella  logaritmica  ,  farà  pure  infinita-, 
l’intercetta  nell’ alfe  fra  ella  ,  ed  il  punto  A,  e  però  in¬ 
finito  il  logaritmo  ;  e  fe  eiTa  farà  eguale  alla  prima  AD, 
cioè  alla  fottangente  ,  il  logaritmo  farà  eguale  al  zero;. 


c 


! 
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e  fe  farà  minore  di  AD ,  come  farebbe  il  A  9  il  loga¬ 
ritmo  farà  HJ,e  negativo  ;  e  finalmente  fe  farà  ro, 
il  logaritmo  farà  infinito .  Se  la  formola  differenziale», 

foffe  —  dy  ,  l'integrale  farebbe  1 —  ly  ,  e  fe  foffe  —  dy, 

y  _ _  «  +.  y 

l’integrale  farebbe  —  la-t-y  ,  ma  fe  farà  —  dy  ,  finte¬ 
ci  —  y 

graie  farà  la — y,  e  fe  farà  dy  ,  l’integrale  farà  — la — y , 

a—y 

intendendo  quelli  logaritmi  nella  logaritmica  della  fot¬ 
tangente  eguale  all’unità  .  La  ragione  di  ciò  fi  è ,  che 

ficcome  l’ integrale  di  dy  è  ly ,  cosi  il  differenziale  di 

y 

•y  è  dy  ,  e  generalmente  parlando ,  il  differenziale  di 
~  y 

una  quantità  logaritmica  è  la  frazione  ,  il  di  cui  nume¬ 
ratore  fia  il  prodotto  della  fottangente  nel  differenziale 
della  quantità ,  ed  il  denominatore  la  quantità  fteffa- , 

adunque  il  differenziale  di  — la+-y  farà  — dy  ;  il  diffe- 

a  +•  y 

renziale  di  la — y  farà  — dy  ;  il  differenziale  di  — la — y 

9  a—  y 

far kjy_ ,  fuppoffa  la  fottangente  della  logaritmica  =  1 , 

a  —  y 

e  quando  non  fia  tale  ,  fi  moltiplicheranno  i  numerato¬ 
ri  dei  differenziali  nella  data  fottangente  . 

iji  Ma  poiché  la  logaritmica  non  à  ordinate  nega- 

b  2  tive , 
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tive  ,  pare  ,  che  non  fi  faprebbe  ritrovare  la  quantità  J 

che  corrifponda  ali’  efpreffione  ^ a — y  ,  cioè  quale  fia  il 
logaritmo  di  a — y,  qualora  a — y  ha  quantità  negativa, 
cioè  y  maggiore  di  a  ;  ma  in  quello  cafo  avvertali,  che 

è  la  ffeffa  cofa  la  —  y ,  e  ly  —  a ,  e  che  in  tale  luppo¬ 
lo  elTendo  y — a  pofìtiva  ella  può  edere  ordinata  nella 
logaritmica  ,  ed  in  fatti  differenziando  il  primo  logarit¬ 
mo  fi  à  — dy  ,  differenziando  il  fecondo  fi  à  dy  ,  e 

a  —  y  y  —  a 

mutando  i  fegni  al  numeratore ,  e  denominatore ,  fi  à  — dy, 

a~y 

che  è  Io  ffeffo  del  primo . 

14.  Dalla  proprietà  della  logaritmica  altre  fe  ne  de>- 
ducono  intorno  alle  quantità  logaritmiche  ,  ed  in  primo 
luogo  ,  che  il  multiplo  ,  o  fubmultiplo  di  un  logaritmo 
farà  il  logaritmo  della  quantità  elevata  alla  poteilà  del 
dato  numero,  cosi  ilx  —  ]xx\  ilx  —  lx'\\lx^l\/x\ 

~lx  —  Jy  x  ;  nix  ~lxn  ;  -  lx  -1x7:  ,  e  la  ragione  fi 
è  ,  perchè,  prefa  nella  logaritmica  una  qualunque  ordina¬ 
ta  OP—y ,  il  di  cui  logaritmo  è  AO  (  Fig.  3.  ) ,  fe  11 
faranno  AO,  OS,  SF  ec.  eguali  tra  logo  ,  faranno  AO, 
AS,  A V  aritmeticamente  proporzionali,  e  le  ordinate^ 
AD  ,  OP  ,  ST ,  FI  ec.  faranno  geometricamente  prò- 
porzianali ,  onde  polla  AD  eguale  all’unità,  OP  ~y  , 
farà  ST-yy ,  VÌ~y%  ec. ,  ma  AS  doppia  di  AO  è  lo¬ 


garitmo 
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garitrao  di  yy  ,  cioè  l yy  ,  ed  ^  F  tripla  di  ^  0  è  (y 1  ; 

adunque  z  ty  —  lyy,  3  ly  —  Iyz .  Cos\  pure  ,  polla  AO  —  ly% 
e  divifa  per  metà  in  M,  farà  MNzz  1 /y,  e  però  AM ~ 

•~AO}  cioè  ~  /y,  farà  ly*  .  IllelTamente  polla  QR-y  9 
e  divifa  A  Q  in  tre  parti  eguali  in  M ,  ed  0  ,  farà 

MN  y  ^  cioè  ) m  ,  nia  A  M—~l  y  ,  adunque^ 

«  ly  —  ly~,  e  cosi  degl’ altri . 

Nè  devefi  ommettere  di  avvertire  ,  che  l’integrale 

di  —  dy  non  è  folo  — ly  >  come  fi  è  veduto  al  num. 
y 

12,  ,  ma  che  può  efprimerfi  anco  per  l ^  5  o  fia  ly  ~  l  ; 

conciofiacchè  prefa  nella  logaritmica  una  qualunque  or¬ 
dinata  OP—y  ,  e  fatta  A  fi  —  A  0  ,  farà  per  la  natura^* 
della  curva  0  P  ,  AD  ::  AD  ,  si  a,  cioè  y  ,  1  :  :  1  , 
OAr:  1  ;  ma  è  il  logaritmo  negativo  di  OP  ,  cioè 
y 

di  y  ,  ed  è  affieme  il  logaritmo  di  o.a  f  dunque  farà 
—  ly  —  Zy—ly—1  ,  vale  a  dire  •,  che  il  logaritmo  nega¬ 
tivo  di  una  qualunque  quantità  farà  lo  Hello  del  loga¬ 
ritmo  pofitivo  della  frazione  ,  di  cui  ella  quantità  formi 
il  denominatore  ,  o  fia  della  quantità  flelfa  don  l’efpo» 

nente  negativo  ;  cosi  farà  — mly  zzi ~m  —  ìy~ m  . 

15.  In  oltre  la  fortuna  di  due ,  di  tre  ec.  logaritmi 

farà 
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farà  eguale  al  logaritmo  del  prodotto  delle  quantità , 
delle  quali  effi  fono  i  logaritmi  ,  e  la  differenza  di  due, 
di  tre  ec.  logaritmi  farà  eguale  al  logaritmo  della  fra¬ 
zione  ,  il  di  cui  numeratore  Ha  il  prodotto  delle  quan¬ 
tità  ,  delle  quali  effi  fono  i  logaritmi  politivi ,  ed  il  de¬ 
nominatore  Ha  il  prodotto  delle  quantità ,  delle  quali 
fono  i  logaritmi  negativi  .  Imperocché  fia  OP—y, 
QR  —  z  ,  farà  AO~  ly ,  AQ  -lz\  fi  prenda  QB=AOt 
farà  AB-ly  +*lz\  ma  AB  è  pure  il  logaritmo  di  B  C  , 
e  per  la  proprietà  della  logaritmica  ,  B  C  è  la  quarta.» 
proporzionale  di  AD,  OP ,  QR  ,  cioè  —yz,  adunque 
farà  AB—Jy+-lz  —  lzy.  Sia  un’altra  ordinata  MN—p , 
fi  prenda  BV—AM ,  farà  AV—A  M+-  AB  -  lp  +  lyz  ; 
ma  A  V  è  il  logaritmo  di  VI ,  ed  VI  —  pyz  ,  adunque 
l p  +•  ly  +-  lz  —  Ipyz  • 

Sia  di  nuovo  QR  —  z,  OPzzy  ,  e  fi  prenda  Q_M  — 
AO  ,  farà  AM—A Q — AO  —  lz — ly  ;  ma  AM  è  il  lo¬ 
garitmo  di  MN ,  e  per  la  fteffa  proprietà  della  logarit¬ 
mica  ,  MN~z  ,  adunque  A M—lz  —  ly  —  /  j  .  Sia 

T 

un’altra  ordinata  BC—ps  e  fi  prenda  2A  —  BM,  farà 
2.  J  —  —  AB^h  AM~  —  lp  +-  ;  ma  2  A  è  il  loga¬ 

ritmo  di  2  n ,  ed  2n  è  =  z  (  per  effere  la  quarta  pro- 

$y 


por- 


\ 
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porzionale  di  BC ,  MN ,  AD),  adunque  / z  —  ly  — 

h  - 1 7, ec- 

16.  Siccome  negl’ altri  cali,  cosi  ancora  in  quelli 
delle  integrazioni  per  via  di  logaritmi ,  fi  deve  Tempre 
aggiungere  la  collante  ,  cioè  il  logaritmo  di  quantità 
collante  arbitraria  ,  da  determinarli  poi  ne’  cali  par¬ 
ticolari  . 

17.  Ma  quando  le  forinole  differenziali  propolle 
da  integrarli  fieno  frazioni  col  denominatore  compleffo , 
fi  poffono  dare  alcuni  cali  ,  ne’  quali  è  facile  avere  il 
loro  integrale  col  mezzo  della  logaritmica  ,  e  farà  ogni 
qual  volta  il  numeratore  della  frazione  fia  il  differen¬ 
ziale  precifo  del  denominatore  ,  o  pure  il  multiplo  ,  o 
fubmultiplo  di  effo  differenziale  ,  anzi  ogni  qual  volta 
gli  fia  proporzionale  ,  ed  in  quelli  cafr  l’integrale  delia 
formola  è  il  logaritmo  del  denominatore  ,  o  pure  il 
multiplo  ,  o  fubmultiplo  ,  o  proporzionale  di  effo  lo¬ 
garitmo  . 

Cosi  l’integrale  di  2 xdx  farà  / aa  +.  xx  ;  l’integrale 

aa  -H  xx 

di  —  2 xdx  farà  Jaa  —  xx  ;  l’ integrale  di  ixxdx  farà 

aa  —  XX  a  s  4-  X  3 

la'  +  x'  ;  l’integrale  di  4xdx  farà  ijaa^-xx,  cioè 

aa  -t—  xx 

- - 1  _  _  t  _ _ 

1  aa  +■  xx  ;  l’ integrale  di  xdx  farà  ~  /  aa  +-  xx  , 

aa  +~  xx 


cioè 
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X 


cioè  / aa  +- xx  ;  l’integrale  di  xxdx  farà  j  la1  +-a?5  , 


a*  +-  x' 


cioè  /  y a 3  +■  x 3  ;  e  generalmente  l’ integrale  di 

mx”~"  ldx  farà  +:  mlan±xn ,  cioè  t.mjanizxn  , 
an+ixn  n 


m 


°  fia  ±:  jan±xnn  ,  Così  l’integrale  di  ai# — 


a#  —  j;» 


farà  /  —  xx  ;  l’integrale  di  “ai#  —  ard#  farà 


ax  •—  xx 


l\/ax — xx,  e  cosi  degl’ altri  a  piacere,  prefi  quelli 
logaritmi  nella  logaritmica  della  fottangente  =  i 

iS.  Ma  fe  il  numeratore  della  frazione  non  è  del¬ 
la  forma  ,  che  abbiamo  confiderata ,  quando  però  il  de¬ 
nominatore  Ila  tale  ,  che  netTuno  de’  fuoi  componenti 
lineari  lì  a  immaginario  ,  cioè  quando  tutte  le  radici , 
dal  prodotto  delle  quali  egli  è  nato ,  fieno  reali ,  allora 
fi  proceda  nella  feguente  maniera  . 

ip.  Ed  in  primo  luogo  le  radici  del  denominato- 
re  s  o  faranno  tutte  eguali  tra  loro ,  o  no  ;  fe  fono  tut¬ 


te  eguali ,  come  le  avrebbe  la  forinola 


xmdx 


.72 


,  fi  pon- 


x  ZI  a 

_ m  _ n 


ga  x ±.a~z  ,  e  però  dx~dz  ,  xvl  ~z~  a  ,  x ±: a  — zn  ; 

e 
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_ m 

e  fodituendo  nella  forinola  quelli  valori  ,  farà  z+r  a  dz. 

zn 

Fatta  pertanto  attualmente  la  potedà  m  ,  ciafcun  termi¬ 
ne  fi  faprà  integrare  ,  o  algebraicamente  ,  o  tranfcen- 
dentemente  per  mezzo  della  logaritmica  ;  quindi  redi¬ 
mito  in  luogo  di  z  il  valore  dato  per  x  ,  averemo  l’in¬ 
tegrale  della  propoda  formola  x  m  ^x 

, _ n  • 

x  Ì2  a 


Sia  per  efempio  x  '  d*  .  Pongo  x  —  a~ z  ,  e  però 

x —  a 

dx~dz,  xì  —  z3  +•  ^azz  +-  ^aaz  +-  a% ,  x  —  a  ~z* ,  e_. 
fatte  le  fodituzioni ,  farà  z 3  dz  +-  $azzdz  +■  3 aazdz  +•  a 3  dz, 

ed  integrando,  z-t-3/z —  jàa —  a%  ,  e  redituendo  ili.. 

Z  1ZZ 

luogo  di  z  il  valore  dato  per  x  ,  averemo  finalmente-» 


—  a 3 

2.  X  -v  —  a 


,  il  qual  in 


tegrale  differenziato  redimirà  la  formola  propoda  da_» 
integrarfi  . 


20.  Che  fe  le  radici  del  denominatore  non  faran¬ 
no  tutte  eguali  ,  ma  o  tutte  dìfuguali ,  o  mide  d’ugua¬ 
li ,  e  d’ineguali ,  allora  conviene  prima  preparare  la_. 
formola  col  rendere  pofitivo  il  termine  della  mafiìma-, 

potedà 


c 
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poteflà  della  variabile  nel  denominatore  ,  fe  folle  nega¬ 
tivo  j  indi  liberarla  da’  coefficienti  ,  fe  ne  à  ,  di  poi  fe 
la  variabile  nel  numeratore  ,  quando  vi  fia ,  folle  ele¬ 
vata  a  poteflà  maggiore,  o  eguale  alla  maffima,  che  a 
nel  denominatore  ,  debbell  dividere  il  numeratore  per 
lo  denominatore  fin’  a  tanto  ,  che  l’efponente  della  va¬ 
riabile  in  quello  fia  minore  ,  che  in  quello  ;  in  fine  fi 
trovino  algebraicamente  le  radici  del  denominatore^  . 
Sia  per  cagion  d’efempio  la  forinola  —  aadx  .  Mutan- 

aa—  dxx 

do  i  legni,  e. dividendo  per  4,  farà  -aadx  ,  cioè 


aadx 

4 

1  i  ,  1 

x - —  “  #  X  x  +■  ~  a 
do  per  2  ,  farà 


xx - aa 

4 

;  Sia  aadx  _ ,  dividea- 

2xx  +•  4 ax  4-  2 bx  +-  2 ab 

-  aadx  ,  cioè  ~  aadx  , 

X  4 


xx  +"  2 ax  bx  +■  2 ab  x  +-  za  X  x  -t~  b 
Se  nel  numeratore  vi  folle  fiata  la  variabile  ,  ed  eleva¬ 
ta  a  maggiore  potei! à  ,  che  nel  denominatore ,  fi  avreb¬ 
be  fatta  l’ attuai  divifìone  ,  per  cui  avremmo  avuti  degl’ 
intieri ,  e  de’  rotti  :  gl’  intieri  fi  tratterebbero  nelle  ma- 
niere^  fin’ ora  fpiegate;  i  rotti  nella  feguente  . 


zi.  Sia  la  frazione  \ aadx  ,  dico  ;  che_* 


,  ■  .  ±xf-\  x  -r-  za  X  x  +•  b 

quella  farà  eguale  a  due  frazioni ,  il  numeratore  delle 

quali 
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quali  fia  lo  dello  di  quella,  ed  i  denominatori  fieno: 
della  prima  il  prodotto  d’una  delle  radici  nella,-  diffe¬ 
renza  della  quantità  collante  dell’altra  radice  ,  e  della 
quantità  collante  della  radice  polla  ;  della  feconda  da-, 
il  prodotto  dell’altra  radice  nella  differenza  della  co- 
ftante  della  prima  radice  ,  e  della  collante  di  quella». 

feconda,  cioè  -aadx  —  ~aadx  +•  -aadx  , 

*  2  2  2  J 


»4-2«X  «4 -b  x  +-  zaV\  b  —  za  Jtf  b 

e  fe  le  radici  folfero  tre  ,  quattro  ec.  fi  proceda  fempre 
collo  flelfo  metodo  ;  ed  in  fatti  riducendo  al  comune», 
denominatore  le  frazioni  in  tal  guifa  ritrovate,  redimi¬ 
ranno  elle  la  frazione  prima  onde  fono  nate  . 

Gl’integrali  adunque  di  tali  frazioni  così  fpezzate, 
i  quali  faranno  fempre  in  nodra  mano  ,  fuppoda  la  lo¬ 
garitmica,  faranno  gl’integrali  della  propoda  forinola, 
e  però  farà 


~  aadx 
2 


-  za 


X  * 


1 


2  a  —  b 


Jx+-b —  ~a  fx-t-2  a, 
2  a  —  b 


cioè 


~  a  l^~'a  ,  o  da  a  / v x+  *  nella  logaritmica 


2  a — b  2a  —  b 

d^lla  fottangente  =  a  . 


Kv-t- 


2  a 


Sia 


-  aadx 

4 


:  elfa  fi  fpezzerà  nelle^ 


c  2 


due 


Jr- 

due 
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àddx  +«* 


-  aadx 

4 


x  +-  “* X  —  —  -  a 


x- 


1  i  1 

~  ^X  ~  ^ +*~  a 

a.  '  »  z 


,  x  adx  ■ — >  -  adx  ,  f  , 

cioè  _i _  _4 _  9  e  pero  tara 


x  —  -  a 

2» 


x  ~  a 

z 


/~  aadx 
4 


_  J,  i  x 

~  4  / 


^  ,  o  ila  = 


x+-  ~aXx  —  ~  a 

7f  a 


X  +•  ^  <3 


/ 


/*— t 0 , 


»•(•  :/i 
« 


nella  logaritmica  della  fottangente  zza. 


Sia  a%dx  \  ella  fi  fpezzerà  nelle  tre 

x  +•  a  X  £  X w -f —  c 

a1  dx  +■  a3  dx  +■  a3  dx  , 


»  >a  X  —  «Xc — «  X — b'/sd +- b/^c +- b  W4- cX  a  — C  X— * 

e  però  farà  C  a3  dx  ~  aa  ì 

v  n 


AT+-  #+« 


x  +■  a  X  *  —  *X  AT  +-  C  «f  iXa 


/  »  —  b 


aa 


l  x  +-  c  nella  logarit- 


mica  della  fottangente  “  a  . 

Sia  — a*  dx  ,  cioè  • — aì  dx 


;  effit-. 


x 3  —  aax 


x+-  a  X-»' — ^X^4-o 


fi 
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fi  fpezzerà  nelle  tre 
—  a 5  dx 
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a  *  dx 


ai  dx 


s  X  —  i<!  X  o  ~ ’  a  X~  «  XiaX  0+*  *  ,'ff  oXa  —  o  X  ®  ® 

cioè  — •  adx  —  adx  +*  adx  ;  e  però  fara 
2  \  x  -1—  2  X  .v 1 — r  a  A? 


/; 


—  /  A?  —  "  /  Af  A?  —  <3#  ,  Cioè  = 


X 


^  XX  — 


aa 


x 3  —  aax 

nella  logaritmica  della  fottangente  =  a . 

22.  Se  il  denominatore  della  formola  farà  mifio 
di  radici  eguali  ,  ed  ineguali  ,  come  per  efempio 

- ,  allora  fi  confideri  la  formola  9  come^ 

x—b  X*  +-  c 

a*  dx 


fe  fofle 


x  —  b  X  x  +.  c 

a*  dx  zz  a}dx 


-  ,  e  fpezzata  quella  al  folito  ,  farà 
-r-  &  ^  dx 


,X  ~  b  X  *+■  C 


adunque^ 


—  b'X.C  +.  l>  x-f-cX  —  b  — .  C 
moltiplicando  i  denominatori  per  x— ’-b  ,  altra  radice^, 
della  propofia  formola  ,  farà  anco 

a 3  dx  —  a* dx  +-  a 3  dx  , 

K  — 4  Xj c  +-  C  X  —  b  X  C  +-  &  »  +■  cX^1’  —  &  X  —  b  —  c 

ma  il  primo  termine  dell’omogeneo  di  comparazione  à 
il  denominatore  di  radici  tutte  eguali  ,  ed  il  fecondo 
di  radici  tutte  difuguali  ;  adunque  l’uno,  e  l’altro  ma¬ 
neggiato,  come  fi  è  detto ,  potremo  avere  l’integrale  di 

.  -  ,  il  quale  farà  in  parte  algebraico  ,  ed 

x  —  b  X  x  +-  e  in 
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in  parte  logaritmico  ,  cioè  aa  J  x  +-  c  —  a1  , 

J-TTcZ  x~ù  x—b)ib+.o 

prefo  il  logaritmo  nella  logaritmica  della  fottangente  =  a  . 

Se  le  radici  eguali  faranno  in  maggior  numero,  fi 
dovrà  nello  fielfo  modo  ripetere  l’operazione  fin  che 
fia  neceffario  . 

23.  Rimane  ora  da  confiderarfi  il  cafo,  in  cui  Ie_® 
frazioni  abbiano  in  oltre  nel  numeratore  la  variabile  a 
qualunque  potefià  ,  intendendo  però  fempre  ,  come  è 
fiato  avvertito  di  fopra ,  che  la  potefià  di  efia  variabile 
nel  numeratore  fia  minore  della  maffima  ,  che  è  nel 
denominatore  ,  e  non  lo  efiendo ,  fi  riduca  tale  coii_« 
l’ attuai  divifione  * 

In  quelli  cali  fi  tratti  la  formola  nello  Hello  mo¬ 
do  ,  come  fe  nel  numeratore  non  vi  fofie  potefià  alcu¬ 
na  della  variabile  ,  fpezzàndola  nel  modo,  fpiegato  iii_» 
altrettante ,  quante  fono  le  radici  del  denominatore.,  5 
indi ,  fe  l’efponente  della  variabile  nel  numeratore  del¬ 
la  data  formola  è  di  numero  difpari ,  fi  mutino  i  fegni 
a*  numeratori  delle  ritrovate  frazioni ,  e  fe  è  di  nume¬ 
ro  pari ,  fi  lafcino  ai  numeratori  quei  fegni  che  anno  ; 
di' poi  ciafcun  numeratore  fi  moltiplichi  per  tanta  po¬ 
tefià  della  collante  di  quella  radice,  che  è  nel  denomi¬ 
natore  ,  quanta  è  la  potefià  della  variabile  nel  numera¬ 
tore  della  propofia  formola ,  prefiggendo  ad  elfa  co¬ 
llante 
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ftante  elevata  a  tale  poteftà  quel  legno  ì  che  poxta  il 
legno  naturale  ,  che  a  nel  denominatore  , 

Sia  bbxdx  *  Confiderata  quella  #  come  fe  nel 


numeratore  la  variabile  non  vi  folle  ,  fi.  Ipezzerà  nelle 


due  bbdx  +•  _ bbdx  .  ma  perchè  nel  nume¬ 


ratore  vi  è  la  variabile  elevata  alla  poteftà  dell'unità,  fi 
mutino  i  legni  a’  numeratori ,  e  fi  moltiplichino  relati¬ 
vamente  per  la  collante  di  quella  radice  ,  che  è  nel  fuo 
denominatore  ,  cioè  la  prima  per  a  ,  la  feconda  per 
a  ,  ed  averemo 

bbxdx  =  — bbdxX  a  —  bbdx  Y — -a 

x  +•  a  X  x  — ’  4  x  +*  a  X  —  *<*  *  a  A 

cioè  n  bbdx  ^  bbdx  ?  e  però  farà 


7  J--  ~  bl  \x  x -h  a  b  l  \x  x  —  a  ,  o  fia_« 


-  b  /  ix xx  —  (367  3  nella  logaritmica  della  fottangente 

o  pure  ,  fe  fi  vuole,  farà  m  bb  l  V xx  —  aa  nella  lo¬ 
garitmica  della  fottangente  ~  i  . 

Ma  era  fuperfluo  il  ridurre  quella  formola  alle  due 
frazioni ,  poiché  effondo  efia  bbxdx  ,  il*  numeratore  è 


appunto  la  metà  del  differenziale  del  denominatore ,  e 


però 


6i6 
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però  fenz’  altra  operazione  l’integrale  farà  ,  come  al 

num.  17.  11  è  detto  ,  bb  l  Zxx  —  aa  nella  logaritmica 
della  fottangente  =:  1  . 


Sia  x^dx  ,  cioè  x*dx 


divifo  il  numeratore  per  lo  denominatore ,  avremo 
xdx  —  bx*  dx  -b  aaxxdx  +>  aabxdx  ,  e  divifo  di  nuovo 
x 3  +-  bxx  —  aax  —  aab 

il  ^termine  — bxl  dx  per  lo  denominatore  ,  avremo 
x 4  dx  ~  xdx  bdx  +■  aaxxdx  +-  bbxxdx  —  aabbdx . 

xx  —  aa  X  x  4-  b  xx  —  aa  X  x+~  b 

Ma  i  due  primi  termini  fono  intieri,  e  l’ultimo  noiu. 
a  la  variabile  nel  numeratore  ,  e  però  fi  fa  maneggia¬ 
re  ;  adunque  rimane  da  ridurli  folamente  l’altro  termine, 

cioè  aa  +“  bb  X  xxdx 
xx — aa  X  x  +-  b 

Conlìderato  quello  ,  come  fe  non  avelie  la  va¬ 
riabile  nel  numeratore  ,  farebbe  aa  -h  bb  X  dx  za 


aa  +-  bb  X  dx  +-  aa-bbbX  dx  +-  aa+-  bbX  dx 


e  per  tanto  farà  aaJr~bbX  xxdx  _  aa-bbbX  bbdx  +- 


■aa  4 -bbX  aadx  +-  aa  -bhbX  aadx 


onde  finalmen¬ 
te 
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te  pai 


x*dx 


—  xdx  —  bdx 
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aabbdx  -t- 


JMf  —  aa  X  Jf+-  i  ^  +-  b  X  —  <?«  - 

+-  bb  X  bbdx  +.  bb  X  aadx  +-  aa+-bbY,  aadx  . 

- - - -  — - - - « _ _ _ __  _  5 

SC  +•  *-X  > —  aa+-  bb  ■  x  +*  a  X  > —  z  ab  +-  2  aa.  x  a  X  zab  +■  zaa 

e  fe  vogliamo  fpezzare  anche  il  termine  aabodx 

x  +*  b  X  —  aa 

per  avere  in  fine  l’integrale  della  propolla  formòli, 
farà  x*dx  —  xdx  —  bdx  +•  b*dx  +• 


X  X  +>  b 

a  +  dx 


X  ■ 


a^dx 


x  a  X  zaa  —  zab 

tegrando  avremo  C _ 

^  XX  — - 

b 4  Jx+b  + 


b  /\  —  aa  bb 

.  Adunque  in- 


a-  —  4  X  4—  zaa 

xAdx  —xx  —  bx 


xx  ■ —  «rt 


X  x 


a‘ 


l  x 


■a 


a~ 


1 


x  —  a 


aa— bb  zaa— zab  zaa  +■  zab 

prefi  tali  logaritmi  nella  logaritmica  della  fottangen¬ 
te  =  1  . 

Così  in  quelle  ,  come  in  tutte  l’ altre  integrazioni-, 
che  fi  faranno  ,  s’intenda  doverfi  aggiungere  la  collan¬ 
te  ,  qualora  farà  da  me  per  brevità  ommefia  ,  il  che 
ballerà  d’ avere  qui  avvertito . 


24.  Ma  le  formole  differenziali  polfono  avere  ,  e 
fpelfo  anno  denominatori  tali  ,  de’  quali  non  fi  polfono 
ritrovare  algebraicamente  le  radici ,  ciò  non  oliarne., 
però  ferve  egualmente  bene  la  regola  delle  frazioni  an~ 

d  che 


6  38  ISTITUZIONI 

she  in  quelli  cali  ;  imperciocché  fi  tratti  il  denomina¬ 
tore  j  come  fé  folle  un’equazione,  e  col  mezzo  delle 
interfecazioni  delle  curve  fi  trovino  geometricamente 
in  linee  i  valori  della  variabile  in  quella  guifa  appunto, 
che  fi  cofiruifcono  i  problemi  folidi ,  e  tali  valori  o 
linee  fi  chiamino  A ,  B  ,  C,  ec.  coi  legni  politivi  ,  o 
negativi  fecondo ,  che,  fono  quantità  pofitive  ,  o  nega¬ 
tive  ;  ciafcuno  di  quefii  fottratto  dalla  variabile  formerà 
le  radici  del  denominatore  di  modo ,  che  la  propella^, 
forinola  differenziale  fi  convertirà  in  ima  di  quella-, 

forma  _ x  ”  ,  e  fopra  di  quella  nello 

x  —  A  X  x  +_  H  X  x —  C 

fi  e  fio  modo  fi  operi ,  come  fi  è  operato  nel  cafo  delle 
radici  algebraiche  » 

25.  E’  facile  a  vederli  ,  che  l’addotta  regola  ferve 
follmente  nel  cafo  ,  che  le  radici  del  denominatore  fieno 
tutte  reali ,  perchè  altrimenti  effendo  ,  fpezzata  la  for¬ 
inola  in  altre  frazioni  ,  tante  di  quelle  farebbero  imma¬ 
ginarie  ,  ed  in  confeguenza  immaginari  gl’integrali, 
quante  fono  le  radici  immaginarie  nel  denominatore 
della  propolla  forinola  differenziale  . 

26.  Quando  adunque  il  denominatore  delle  propo- 
fieformole  differenziali  Ila  compollo  di  radici  immagi¬ 
narie  o  in  tutto,  0  in  parte,  fa  d’uopo  ricorrere  ad 
altre  maniere ed  in  primo  luogo  abbiano'  le  date  for¬ 
cole 
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mole  il  denominatore  di  due  fole'  ditoenGotìi  ,  cioè  di 
due  radici  immaginarie ,  e  fia  per  efempio  bbdx 


xx  +-  aa 


L’integrale  di  quella  formola,  e  di  tutte  l’ altre 
limili  dipende  dalla  rettificazione  ,  o  quadratura  del  cir¬ 
colo  :  dilli  ^rettificazione  ,  o  quadratura  ,  poiché  data». 
l’una,  è  vicendevolmente  data  l’altra. 

Sia  pertanto  (  Fig.  4.  )  il  quadrante  di  circolo  ACG , 
il  raggio  A C—a  ,  CD  tangente  ~x  ,  farà  AB-  aa  , 


aa  +•  xx 


CB  —  a 


■aa 


,  ed  EB  — 


ax 


^  aa  -H  xx  SS'  aa  +*•  xx 

Condotta  A K  infinitamente  proflima  a d  AD  ,  farà 
LO  la  Aulitone  ,  o  differenza  dell’arco  CE  ;  e  tirata  dal 
punto  0  la  retta  0 M  parallela  ad  EB  ,  ed  EH  paralle¬ 
la  ad  AC,  farà  HE  la  differenziale  di  CB  ,  HO  la_. 

aaxdx 

- — ,  ed 


aa  +■  xx  - 
% 


differenziale  di  EB,  e  peto  EH  — 

a1  àx  t  — : — 777; 

H0  =  ^=7  ;  adunque  l’archetto  EO=  V  HE+-HQ 
aa  +•  xx  -  7 


farà— y/ a 6 dxz+-  a+xxdx1  —  aadx  ;  adunque  l’integra- 


aa  4—  xx 


aa  4-  ocx 


le  della  formola  aadx  farà  l’arco  CE  della  tangente 

aa  4-.  xx 

CD~x,  e  del  raggio  CA-a. 


d  3 


Ripi- 
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Ripiglio  ora  la  fot  mola  bbix  :  moltiplicando  il 

aa  +=  xx 

numeratore,  e  denominatore  per  ^,farà  effa  bb  X  &aàx  ; 

aa  aa  +*  xx 

ma  l’integrale  di  aadx  è  l’arco  di  circolo,  che  abbia 


per  tangente  la  x ,  ed  il  raggio  m  a ,  fari  adunque,. 
j  bbdx  quarto  proporzionale  di  aa  ,  di  bb  ,  e 

J  aa  -H  xx 

dell’ arco  di  cìrcolo  col  raggio  —  a  ,  tangente  —  x . 

Sia  la  formola  aamdx  :  come  che  moltiplicando 


tKSW  ■ 


■  nab 


il  numeratore,  e  denominatore  per  bt  equivale  a  quell’ 

altra  X  abdx  ?  farà  f  ciamdx  —  a{  quanto  pro¬ 
ni  xx  -r-  ab  —  J  nxx  +-  nab 

porzionale  di  nb ,  di  am  ,  e  dell’  arco  di  circolo  col  rag¬ 
gio  —  V  ab ,  e  tangente  —  x  ;  e  lo  Hello  fi  dica  di  tutte 
l’ altre  limili . 


27.  Per  l’oppollo  farà  adunque  il  differenziale  di 
un’arco  qualunque  di  circolo  il  prodotto  . del  quadrato 
del  raggio  nella  differenza  della  tangente  divifo  per  la 
fomma  del  quadrato  dello  Hello  raggio,  e  del  quadra¬ 
to  della  tangente  . 

E  come  agl’ altri  integrali,  o  fommatorie  devefl  ag¬ 
giungere  Tempre  la  coflante  ,  cosi  a  quelli  ancora  di 
rettificazioni  di  circolo  ,  per  avere  le  fommatorie  com¬ 
pite  ,  devefi  aggiungere  un’arco  collante  dello  Hello 

circolo. 


\ 

/ 

/ 
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circolo,  imperciocché  la  differenza  per  cui  può  crefce- 
re  ,  o  calare  l’arco  cosi  compollo  del  fluente,  e  del 
collante  ,  non  farà  mai  altro  che  il  differenziale  dell1 
arco  fluente  ;  adunque  ad  elfo  differenziale  può  compe¬ 
tere  per  integrale  la  fomma  dell’arco  fluente  con  qua¬ 
lunque  arco  collante  del  medefimo  circolo  .  Supponia¬ 
mo  ,  che  fia  zzx  la  tangente  d’ un’  arco  del  raggio  era  , 
e  fia  b  la  tangente  di  un’altro  arco  collante  del  mede- 
fimo  circolo  ;  fi  fa  ,  che  la  tangente  della  fomma  di 
quelli  due  archi  (  num.  108.  Lib.  I.  )  farà: zaab+-aax  , 

aa  —  bx 

ma  il  differenziale  dì  quella  moltiplicato  nel  quadrato 
del  raggio,  ed  il  prodotto  divifo  per  Io  quadrato  del 
raggio  più  il  quadrato  della  fleffa  tangente  fi  trova  effere 
aadx  ,  che  è  il  differenziale  dell’ arco  fluente;  adunque  ec. 

t:a  4-  xx  ,  . 

Se  folle  la  formola  aadx  ,  effendo 

aa  4—  xx  —  ibx  4-  bb 

xx  —  ibx  4-  bb  un  quadrato  ,  fi  faccia  "x~bzzz  ,  e  fo- 
ffituendo  avremo  aàdz  ,  e  però  f  aadz  zz  affi  arco 

aa  4-  zz  J  aa  4-  zz 

di  circolo  del  raggio  zza  ,  tangente  ~z,  ma  z zzx  —  b  ; 
adunque  r  aadx  —  all’arco  di  circolo  del  rag- 

J  aa  4~  xx  —  zbx  4-  bb 

gio  ~a9  tangente  —x- —  b  ,  qualora  però  fia -'a?  mag¬ 
giore  di  b  ;  ma  prefa  x  minore  di  b  ì  l’ integrale  farà 
—  arco  di  circolo  col  medefimo  raggio,  e  tangente; 

ed 
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ed  in  fatti  differenziando  ,  àverérno  aadx 

aa  +  bb  — 1 2  bx.+~  xx 

la  fleffa  formola  di  prima  » 

Siaprópofta  la  formola  qabdx  4-  $b$dx  .  Si  faccia  fpa* 

xx — 4  axi-6aa 

rire  il  fecondo  termine  nel  denominatore  col  porre 
x~y+-  ia  o  Fatte  le  foftituzioni  ,  farà 
qabdy  +  ^bydy  +-  6gbdy  ,  cioè  loabdy  .+-  $bydy. 
yy  +•  laa  yy  +•  2 aa  yy  +.  laa 

L’integrale  del  primo  termine  farà  adunque  il  ter¬ 
zo  proporzionale  di  a,  di  5&  ,  e  dell’arco  di  circolo 

col  raggio  zzViaa,  tangente  —y  ;  del  fecondo  farà 
_ _ _  1 

lyy+  iaa  1  nella  logaritmica  della  fottangente  —  b  * 
Adunque  redimendo  in  luogo  della  y  il  fuo  valore 
x  —  ia,  l’integrale  della  formola  4 abdx+-^bxdx  farà  il 

xx — 4  ax -w  6 aa 

quarto  proporzionale  di  a  ,  fi ,  e  dell’arco  di  circolo 
col  raggio  ~  1/  laa  ,  tangente  x  —  la  ,  con  di  più 

_ ______  j 

ì  xx — 4 ax-^óaa*  nella  logaritmica  della  fottangen¬ 
te  =  b  . 

28.  Paffando  ora  a  quelle  forinole  differenziali,  che 
contengono  fegni  radicali,  cioè  quantità  elevate  a  po¬ 
terà  di  efponente  rotto ,  fe  la  formola  farà ,  o  fi  potrà 


ridurre 
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ridurre  ad  effer  tale ,  che  l’incognita  fotto  il  regno  non 
ecceda  la  prima  dimenfione  ,  e  fuori  del  fegno  fia  po¬ 
terà  pofitiva ,  allora  faranno  effe  Tempre  algebraicamen- 
te  integrabili,  e  fi  avranno  le  integrazioni  col  fervirfi 
d*  una  fempliciffima  foffituzione  ,  cioè  coi  porre  la  quan¬ 
tità  fotto  il  fegno  eguale  ad  una  nuova  variabile  . 

Sia  per  tanto  adx  V  ax—^aa ..  Si  ponga  y — za  —  z  » 
e  però  ìe=zz+-aal%  dx  =  2 zdz  ,  e  fatte  le  fodituzioni  , 

a  a 


avremo  izzdz  ,  ed  integrando  22; 3  ,  e  redimendo  ìbl* 


- - — — 

luogo  di  z  il  valore  dato  per  x  ,  farà  2  X  àx —  da  1 

\ 

l'integrale  della  propoffa  forinola  0 

Se  la  formola  foffe  data  adx .  ,  procedendo 

1 /  ax  —  aa 


nello  deffomodo  averemmo  per  integrale  2  \ax — aa  a  . 
Sia  xdx  ^ a  —  x  ;  poda  y£ a  —  x-Z9  e  però  xzza  —  z^ 

dxzz—qz*  dz,  e  fatte- le  fodituzioni ,  avrafli  qaz*dz+* 
4 z*dz  ,  ed  integrando  —  4az5-t-4z%  e  redimendo  iti 

~T~  9 


luogo  di  z  il  valore  dato  per  x ,  farà  — 4 a\  a  —  x  * 

'  .  -  .X 

_  v 

4  Xa —  x  4  . 


9 


Se 
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Se  la  formola  fotte  fiata  xdx  ,  procedendo 


nello  fletto  modo,  avrebbe!!  per  integrale 

_____  i  _ ;  7 

—4 aXa  —  x*  4-  4X0 — *  4  • 

3  7 

Sia  avvi/v  y  a  +-  x  ;  pofla  1/  u-hai-z  ,  e  però 

—  .  2 

x  —  zz — a,  dx  —  zzdz,  xx  —  zz —  a,  e  fatte  le  foftitu- 
- _  ■_  2 

zioni,  avremo  zz — 5  X2 zzdz  ,  cioè  2zsdz —  ^az^dz-h 
2 aazzdz  ,  ed  integrando,  2Z7  —  402; 5  4-  zaaz%  ,  e  refli- 

7  j  ~1 

tuendo  in  luogo  di  z  il  valore  dato  per  x  ,  farà  final- 

_  Z  I  i 

niente  2  Xa+-xz  —  a x  1  *h  zaaXa-bx  % 

7  5  3 

T  integrale  cercato . 

Se  la  formola  fotte  xxdx  ,  farebbe  l’integrale^ 

y  a  4-  X 

. _ J.  i.  -  » 

2  Xsa+°x  *  —  qaXa-i-x  2 aaXa+-xz  . 

T  ~T 

1/ - 1  .  .  - z 

Sia  r  43  -f-  at  ,  cioè  xdxX  ar+-  x  z  :  pofla  al 

3  a  X  -  I 

-  1  ■  • — •  m*  imi 

folito  a  +- x  z  ==* ,  e  però  x~z  3  — a^dxzzzz^  dz  , 

3 


e  fatte 
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z 

e  fatte  le  fofli tuzioni  ,  farà  z  *  — a  X  2z  5  iz  ,  cioè 

j 

42  7  S 

2z  3  dz  —  iaz  3  dz  ,  ed  integrando  ,  22;  3  —  2#z  3  ? 

3'  i  7  s 

e  redimendo  in  luogo  di  z  il  valore  dato  per  x  ,  farà 

_  7  _  x 

2  Xa+-  x  2  —  2 a\a-b  x  2  . 

7  .  s 

Se  la  forinola  foife  xdx  ,  averemmo  per  inte- 

_ _  _j 

a -b  x  2  ■ 

graie  2  v a-b  x  +-  2 a 

V  a-b  x 

m 

29.  Generalmente  :  fia  axt  dx  X  a+-x  ”,  e  fieno 
gli  efponenti  t ,  m,  n  numeri  intieri  politivi;  polla  al  fo- 

m  71  n  —h  1 

lito  a-b  xn  —z  ,  e  però  a  x  —  z  m ,  dx  —  n  z  m  dz  , 


xt—zm —  a  ,  e  fatte  le  foflituzioni  ,  la  formola  farà 

- 1 

»  n 

z  m  —  a  X  w  z  m  dz  ,  e  fatta  attualmente  la  potellà  1 3 

m 

ciafcun  termine  ,  come  è  chiaro  ,  farà  algebraicamente 
integrabile  ,  ne’  quali  termini  integrati  redimito  in  luogo 
di  z  il  valore  dato  per  x,  averemo  l’integrale  algebraico 
della  propoila  formola.  e  30. 


6\6  ISTITUZIONI 

30.  Se  l’efponente  m  fofTe  negativo  di  modo  ,  che 
la  quantità  fotto  il  legno  paffaffe  nel  denominatore-. , 
nel  qual  cafo  I’efponente  m  viene  ad  effere  poiltivo  ; 
cioè  la  forinola  foffe  axHx  ,  fatte  le  fteffe  folli tu- 


a  +-  x 

-  ,  t 

n  11  —  z 

zioni ,  averemmo  z  m  —  a  \  an  zm  dz  ,  e  fatta  at- 

m 

tualmente  la  poteftà  1 3  farebbe  pure  ogni  termine  alge- 
braicamente  integrabile  ,  falvi  que’  cali,  ne^  quali  s’ infumi 
la  potellà  z~  1  dz,  che  obbliga  a’  logaritmi  . 

Ma  fe  l’efponente  t  farà  negativo,  non  faranno  alge- 
braicamente  integrabili  le  due  fuddette  formale  ,  faranno 
bensì  libere  da’  radicali  ,  e  ridotte  alle  quadrature  dei  cir¬ 
colo  ,  e  dell’iperbola,  come  li  vedrà  a  fuo  luogo  . 

31.  Ma  quand’anche  la  variabile  fotto  il  fegno  Ila 
elevata  a  qualunque  potellà  maggiore  dell’unità,  pur¬ 
ché  la  quantità  fuori  del  fegno  fia  la  precifa  differen¬ 
ziale  ,  o  una  proporzionale  qualunque  alla  differenziale., 
della  quantità  fotto  il  fegno  ,  per  mezzo  della  flelTa-, 
fempliciffima  foflituzione  li  avranno  gl’integrali  delle  for¬ 
inole  differenziali ,  i  quali  integrali  faranno  fempre  alge- 
braici  3  e  però 

Sia  2xdx  V  xx  4-  0a  .  Pongo  v'xx-^-aa  —  z  ,  on¬ 
de  xx  +-  aa  —  zz  ,  2 xdx  ~  zzdz  ,  e  fatte  le  follituzioni , 

avremo 
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aVremo  izzdz ,  ed  integrando  22 5  ,  e  redimendo  il  va- 

s 


lare  di  z  dato  per  x ,  farà  2  X  xx  -h  aa  *  . 

ì 

Se  la  formola  folle  2xdx  ,  averemmo  per  inte- 


V'  xx  +• 


aa 


graie  2  1/  xx  +-  aa  . 


Sia  2 adx  —  4 xdx  1/  ax  —  xx  +~bb  ,  cioè 

2  X#dx  —  2 xdx  Vax — xx  Jr-bb.  Pongo  Vax — xx  -h  bb  —  %9 
e  però  ax  —  xx  +■  bb~zz,  ed  adx  —  ixdx  —  izdz,  e_. 
fatte  le  follituzioni ,  averemo  qzzdz  ,  ed  integrando 
4zs  ,  e  redimendo  in  luogo  di  z  il  valore  dato  per  x9 

i 

_ _l 

farà  4  X  ax — xx  +-  bb  2  . 

i 

Se  la  formola  foffe  2 a^x  4 xdx  ^  averemmo 

^  ax  —  xx  ■+-  bb 

1 

per  integrale  4  Xax — xx-hbb~*  . 

■  4  _ _ 

Sia  xxdx —  2  axdx  y  x 3  —  axx  ,  cioè 

j 

n  " 1  — - — ■  4 _ _  4 . 

3 xxdx  2gxdx  y  x 3 ■ —  .  Pongo  y  x3  —  axx  —  z, 

ì 

e  però  z*~x3 — axx  ,  e  3 xxdx  —  zaxdxzzqz3  dz  ,  e_* 

e  2 


fatte 
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Fatte  le  fofiituzioni ,  avererao  4 z+dz  ,  ed  integrando  ; 

3 

4z s ,  e  redimendo  in  luogo  di  z  il  valore  dato  per  x , 


fàrà  4  X  x 3  —  axx  *  . 

*5 

Se  la  forinola  foflfe  fiata  3 xxdx  —  2 axdx  ,  averem- 


3  j/ *5  — 


axx 


_ 3 

mo  per  integrale  4  X  *3' — axx  4 
9 

c  — 

/  -y. 


Sia  ixdx  V  xx  +-  aa  ,  cioè  ixdx  X  xx  ^  aa  *  ; 

a  3 

- -  ■■■  ■■ 

pongo  xx+-aa*  —  z  ,  e  però  xx  +■  aa  —  z  z  ,  e~* 

1""  1 

ixdx  =  3  zl  dz  ,  e  fatte  le  fofiituzioni  ,  avererao 

Z 

?  I 

ex* 

3  zx  dz  ,  ed  integrando  3  z  1  ,  e  refiituendo  in  luogo 
*  s 


di  z  il  valore  dato  per  x  ,  Xxx  +-  aa  y  xx+-  'aa 

s 

Se  la  forinola  fòlle  2X^X  ,  avereramo  per  in- 


xx  +-  aa 


tegrale  3  tY  xx  +  aa  . 


Sia 
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Sia  generalmente  la  forinola  dx  Xxm^am  u  ? 

in  cui  p  ,  ed  m  poffono  anche  effcre  rjùmeri  rotti  ? 

n  ** 

pongo  xm  ■+*  cim  u  ~  1  }  6  pero  z  ”  —  xm+~  am  ?  ed 

I!—  I 

mx  1  dx  ~  u  z  ”  dz  ,  e  fatte  le  folìituzioni ,  avremo 


puzudz ,  ed  integrando,  Xz  8  ,  e  re$iv 

w;«  mu  +~mn 

tuendo  in  luogo  di  z  il  valore  dato  per  x  ,  averemo 

*  K 

per  integrale  X  -t-a1"  X ■#“  +-  u  - 

mu  +■  ma 

Se  n  folfe  negativo ,  cioè  fe  la  formola  follo 
yxm  —  ldx  }  jn  cuj  n  è  pofitivo  ,  averemmo  per  ime- 

n 

xm  -I-  a  m  8  K—  n 

graie  u  • 

)»H  >— •  JKH 

Quindi  formeremo  la  regola  generale,  che  l’inte¬ 
grale  di  tali  formole  farà  la  quantità  fotto  al  fegno ,  ac- 
crefeendo  dell’unità  l’efponente  ,  e  dividendola  per 
elio  efponente  cosi  accrefciuto  ,  o  pure  1*  integrale  farà 
un  proporzionale  di  quello  ,  fecondo  la  proporziono  , 
che  averà  la  quantità  differenziale  fuori  del  fegno  al 
differenziale  precifo  . 


32. 
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32.  Ma  più  generalmente  ancora  :  fìa  la  formola 


pxrmi-  1  y  xm  am  «  *  fuppofio  però  r  numero  in¬ 
tiero  ,  e  pofitivo  .  Ella  equivale  a  quell’  altra 

71 

pxmmm  m  X  sdx  X  xm  +-am  11  ;  pongo  al  folito 

ed 


z  —  xm  +-  a 


n  u 

IBM  -H 

,  «  n=rn  «  »*  j- /j  »*  —  «r 


,  e  pero  xm  -nam  zz  z 
u  —  1  « 


mx 


m . 


*dx—uzn  dz  ;  e  perchè  a?,w  ~  z n  — am  ,  fa- 


r—i 


rà  pure  xym—m  —  z  n  —am  .  Fatte  adunque  le  fo- 

- . —  .  r  —  i 

u  11 

^  4  1 

Eduzioni 3  averemo  pXzu  —  am  X  u  zn  dz  .  M a 

mn 

poho  r  numero  intiero,  e  polìtivo  ,  farà  pure  r — 1 
intiero  ,  e  polìtivo  ,  adunque  fatta  attualmente  la  pote¬ 
rà  r  —  1  ,  ciafcun  termine  farà  algebraicamente  inte¬ 
grabile  ,  nel  qual  integrale  redimito  in  luogo  di  z  il 
valore  dato  per  x  5  averemo  l’ integrale  della  propoda_. 
formola  » 

Se  n  folle  negativo  ,  cioè  fe  la  formola  folle-» 
fx  rm  ~~  ^x  *  jq  cuj  n  q  polìtivo  5  fatte  le  fodituzioni 9 

n 

xm  4-  am  n 


farebbe 
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r  —  1 

«  n  — *  a 

farebbe  p  X  V,ju_zn  dz  parimente  inte- 


pm 


grabile  ,  e  però  ec. 

Se  in  tutti  quelli  cafi  la  quantità  fotto  il  vincolo 
in  luogo  di  effere  xm  f-am  folTe  xm  — am  ,  o  pure_. 
am  — xm  ,  fi  proceda  nello  llclTo  modo,  che  ciò  nul¬ 
la  turba  l'operazione . 

Con  quello  metodo  troveremo  per  tanto  ,  che  farà 
J' axm~~  ldx  Ve  +-fxm  zz  za  X e  +  / x m  z 


imf 


f- 


m 


—  1  dx  —  2a  X  *  +-/#  m  s 


t/  e  +•  fx  ’ 


mf 


!  axim~~xdx  Ve+-fxm  — —  4e  +- 6fxm  X^Xe +-/# 

ijmjf 

r 

f 


ì 


—  1  dx  —  —  4?  +•  2 f xmYs  a  \  e  +-f x 


Ve  +-/#' 


J* ax 1  ab?  V  e  +  fxm  —  a  X 1(^  —  2$efxm  +-  30 ffx/'-m){e -<r fxm  x 


<sw  ldx  =  ióee —  8 efxm-h<5ff'xim)(aXi  e-i-fxm  z  , 
1/  e-hfx™  1 5mf3 


e  cosi 
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e  cosi  di  mano  in  mano  quanti  altri  11  vuole  ; 

33.  Ancora  nel  cafo ,  che  la  variabile  fuori  del  fegno 
fia  nel  denominatore  3  la  formolà  farà  algebraicamente_* 
integrabile  col  mezzo  di  due  foftituzioni ,  purché  l’efpo- 
nente  di  efla  variabile  fuori  del  fegno  abbia  una  condi¬ 


zione  ,  cioè  la  foratola  Ha  dxX  xm  +■  am  “  .  Si  faccia 


rm  +-  »jh+-  1 
X  11 


x  —  aa  5  àx  —  — ■  aady  ,  xm  —  avn  ,  xm  +-  a 

T  yy  y 


m  a 


m 


aim+.  am  ym  u  •  Fatte  le  foftituzioni ,  farà  la  formola 


mn 

y  8 


-  aady  X  azm+-  a ™ y m 

mn  vnn  4-  zmn  +~  z 

yyXy  “  X-a _ X _ 


rm  -f-  mn  4—  i 


y 


cioè 


a  zm+.am  ym  «  ><  —  y  rrn —  i  jfy  # 


ira  +-  zrnii 

a  u 

formola  ,  che  à  le  condizioni  qui  fopra  ricercate ,  e  che 
per  mezzo  della  foftituzione  notata  (  num.  32.  )  s’inte¬ 
grerà  algebràicamente  . 

Se 
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Se  folle  proporta  la  forinola  as  dx  -,  cioè 

XX 

.  ..  .  a'dx  #  avendo  quella  le  condizioni  ricercate , 

J?  _ 

x  M y  a -h  x 

farà  algebraicamente  integrabile  ,  e  ciò  fi  o (fervi  d’al¬ 
tre  ancora . 

34.  Ma  qui  avvertafi  ,  che  nella  formola  genera¬ 
le  la  u  può  anche  elfere  eguale  all’unità,  nei  qual  calo 
la  potertà  di  xm  a-  a  m  farà  razionale  ,  cioè  intera. 

Anche  in  quello  cafo  ,  fuppolla  la  n  quantità  ne¬ 
gativa  ,  (  giacché  quando  è  pofitiva  non  in  voi  ve  diffi¬ 
coltà  alcuna)  fi  può  fare  ufo  della  lidia  fortituzione_> , 
e  del  medefimo  metodo  ,  con  cui  troveraniì  gl’integrali 
delle  forinole  ,  i  quali  integrali  però  non  faranno  fem- 
pre  algebraici  ,  anzi  per  lo  più  dipenderanno  in  parte 
dalla  quadratura  dell’  iperbola ,  cioè  dalla  logaritmica. 
Col  noto  metodo  adunque  troveremo  ,  che 


/ 


—  1 


xm~“  1  dx  —  —  _i_  X  x™  +  a™ 

_ z  m 

xm  am 

1  rfx  —  1  J am  4 -  Xm  Jr- 

_ _  1  m 


,m 


f 


x  +-  a  ™ 

X'm~~  t  dx  ~am  4-  xm  ■ 


m\am  +-  x  m 
2 am  / am  +- xm  — 


m 


4 


un 


X 


m 


a 


m 


f 


m\am  +-  xm 

f* 
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/ 

/ 


am  +  x  m  2m  X  am  +•'  X  m 
xzm~l  Ax  —  — i  +-  am 


f  x ldx  m  I  lam  +-  xm  +-  2am  —  aim  » 

f  ?  YìJ  - -  2» 

am+-xm  m\amj!-xnl  2tn\am+-xm 

e  quant’  altri  fi  vuole  . 

35.  Ma  è  bene  molto  diverfa  la  facenda  allora-, 
quando  le  propofie  formole  differenziali,  che  contengo¬ 
no  radicali,  non  fono  tali,  che  la  quantità  fuori  dei  fe- 
gno  abbia  quelle  condizioni  da  me  qui  fopra  accennate . 
Quelle  formole  potranno  fempre  liberarfi  dai  radicali  , 
purché  un  folo  ne  contengano  ,  il  quale  fia  di  radice  qua¬ 
drata  ,  e  la  incognita  lotto  di  effo  non  ecceda  la  fecon¬ 
da  dimenfione  ;  ma  per  quelle  fa  d’uopo  di  qualche  ri- 
fleffione  nella  fcelta  delle  fofiituzioni  da  farli ,  acciò  fi 
liberino  da’  fegni  radicali  ;  il  che  fatto  ,  fi  palla  alle», 
integrazioni  ,  o  algebriche,  o  dipendenti  dalle  quadra¬ 
ture  del  circolo,  e  dell* iperbola  nelle  maniere  (piega¬ 
te  ,  fe  alle  date  regole  faraone?  (ottopode  ;  fe  no  ,  fi 
rapporteranno  ad  altri  canoni ,  che  fono  per  dare  in_. 
breve  . 

Se  adunque  la  radicale  della  propolla  formala  foibe 


v  ax±.  xx  5  o  pure  1/  x.x  £  ax  ,  effa  radicale  fi  pon¬ 
ga 
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ga  =:  xz  ,  intendendo  per  z  una  nuova  variabile  ,  e  per 
T 

b  una  collante  qualunque  . 

Se  la  radicale  folle  \sxx±aa,  fi  ponga  la  radica¬ 
le  zzx-h  z  ,  ovvero  ,  fe  fi  vuole  ,  ~x —  z  . 

Se  la  radicale  folle  1/  aa —  xx  3  o  da  \ sfp  —  xx  fi 
ponga  la  radicale  =  Vfp  +-  xz  ,  o  pure  —\ sfp  —  xz  . 

b  b 

Da  quelle  così  fatte  equazioni  fi  ricavi  il  valore  di  x  , 
e  di  dx  ,  che  fi  averanno  dati  per  z  ,  e  le  collanti  ; 
quelli  valori  fi  follituifcano  nelle  date  formole  ,  e 
fi  averanno  libere  dai  fegni  radicali  altre  formole  date 
per  z  ,  nelle  fommatorie  delle  quali ,  fe  fi  potranno 
avere  ,  redimito  il  valore  di  z  dato  per  x ,  fi  averanno 
le  fommatorie  delle  formole  propolle  . 

3 6.  Se  la  quantità  avefie  tre  termini,  cioè  il  qua¬ 
drato  della  variabile  col  rettangolo  di  elfa  nella  collan¬ 
te ,  e  di  più  il  termine  tutto  collante  ,  allora  0  fi  levi 
il  fecondo  termine  nella  lolita  maniera  dell’algebra  car- 
tefiana ,  o  pure  ,  fe  il  termine  collante  è  polìtivo  ,  co¬ 
me  fe  folfe  V  xx  +-  ax  +-  aa  ,  comunque  fieno  politivi , 
o  negativi  gl’  altri ,  purché  non  fia  immaginaria  la- 

quantità  ,  fi  faccia  Z  xx  +-  ax  aa—a  +-  xz  ;  e  fe  il  ter- 

~b 

f  z 


mine 
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mine  collante  è  negativo  }  come  a  dire  v*  xx  4-  ax — aa, 
fi  faccia  1/  xx  +-  ax  —  aa~x+-z  . 

Da  ciò  fi  vede  ,  che  tutto  l’ artifizio  confile  in_, 
paragonare  la  quantità  radicale  ad  una  tale  quantità 
comporta  della  data  variabile  ,•  e  di  una  nuova  colle  co¬ 
rtanti  s  ficchè  ne  rifiliti  un’  equazione ,  da  cui  fi  porta», 
avere  il  valore  di  x  ,  e  di  dx  libero  da’  fegni  radicali . 

Sia  proporta  da  fommarfi  la  formola  differenziale.*' 
x'  dx  V  ax  —  xx  .  Pongo  v*  ax  ■ —  xx  zz  xz  ,  e  però 

b  ’ 

a~—x-  xzz  ,  cioè  x  —  abb  ,  e  dx  —  —  2 abbzdz  , 

bb  zz  -j-  bb  — _ _ _  z 

zz  +-  bb~ 

x*  —  a*b6  ,  e  v ax  —  xx—xz—  ahz  .  Fatte  le  fo- 

_  5  b  fz  +-  bb 

zz  -f-  bb 

rtituzioni  nella  proporta  formola,  farà  erta  — zasbszzdz, 

6 

ZZ  +-  bb 

formola  bensì  libera  da’  fegni  radicali ,  ma  che  però  , 
ciò  non  oflante  ,  non  fi  fa  coi  dati  metodi  maneggiare 
rifpetto  alle  fommazioni . 

Sia  aadx  .  Pongo  1/  ax  +-  xx  zi  xz  ,  e  però  fa- 

X  V  ax  4.  xx  b 

rà  x  zz  abb  ,  dx  —  —  2 abbzdz  ,  V  ax  +-  xx—xz  —  ahz , 
zz  —  bb  - ttz  b  zz  —  bb 

zz  —  bb 


Fatte 
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Fatte  le  fodituzioni  nella  propolla  formola  ,  farà  effa^ 
—  2 adz  ,  ed  integrando  ,—iaz,  e  redimendo  in  luogo 


di  z  il  valore  dato  per  x ,  farà  f  aadx  —  — -  2 a  i/  ax+-  xx 


f- 

!  x\y 


ax+-  xx 


X 


Sia  xdx  .  Pongo  V  ax  +-xx  —  xz  ^  e  fatte  lem» 

T7  -  b 

v  ax  +<  xx 

neceflàrie  fodituzioni,  come  qui  fopra,  la  formola  farà 
—  2 ab1  dz  ,  cioè  —  iabì  dz  ,  ma  quella  già  fi  fa  ma- 

- *  — - 1. 

zz  —  bb  z+.  b  )\z  —  b 

neggiare  con  la  regola  delle  frazioni ,  ed  avrà  per  fom- 
matoria  abz  +-  \a  Jz —  b  nella  logaritmica  deila^ 

ZZ  —  bb  z  +•  b 

fottangente  eguale  all’  unità  ;  e  redimendo  in  luogo  di 
z  il  valore  dato  per  x  ,  farà  f  xdx  —  V  ax  xx 

>■  1/  ax 


ax  +-  xx 


_£  J\/axjc-xx  —  x  nella  logaritmica  della  della  fot- 

z  \S  ax  4-  xx  +-  x 

tangente  =  1  . 

Sia  xdx 


Pongo  1/ xx  +*  ax  —  aa  ~  x  +-  z. 


1/ 


xx  +-  ax  —  aa 


e  però  fata  x  —  zz  +-  aa  ,  dx  —  2 azdz  —  2 zzdz  +-  2 aadz  , 


a  —  zz 


a  —  zz 


e  V  xx  +  ax  —  aa  —  x  4-  z  —  aa  +-  az  —  zz  .  Fatte  le  fo- 

ftitu- 


a  —  zz 
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ftituzioni ,  farà  la  propofta  forinola  z z+-aaX  zdz  ,  cioè 

_ _ .  Z 

a  —  zz 

izzdz  +-  2 aadz  ,  ed  integrando  ,-il  che  per  le  date  re- 


a  —  iz 


gole  fi  può  fare  ,  $aa 


— ,a+-  2z+-  a  l  a — iz  nel- 
4Xa  —  iz  4  2 

la  logaritmica  della  fottangente  =  1  ,  e  redimendo  in_o 
luogo  di.  z  il  valore  dato  per  x  ,  farà  finalmente.. 

xdx  .  —  $aa  ■ — 1 


/ 


\y  xx  +*  ax  —  aa 


4  X  0+-  2x — 2  Vxx  +-  ax — aa 


a — 2x+-  2  V xx+-  ax — aa  +■  la  l  a  4-  zx —  21/XX+-  ax  —  aa 
4  4 

nella  logaritmica  della  fiefla  fottangente  eguale  all’  unità  « 

37.  Affatto  fuperflua  intorno  ad  alcune  forinole^ 
differenziali  radicali  farà  la  fatica  di  trafmutarle  per  mez¬ 
zo  dell’ accennate  fofiituzioni  in  altre  libere  da’  fegni 
radicali  *  e  cosi  prepararle  per  le  integrazioni ,  e  ciò 
per  tutte  quelle  ,  che  di  natura  fua  involvono  quadra¬ 
tura  ,  0  rettificazione  di  circolo  ;  perchè  febbene  fi 
convertiranno  in  altre  efenti  da’  radicali ,  quelle  però 
ci  porteranno  allo  fieffo  circolo.  E  però  fia  (Fig.  5.) 
il  femicircoio  GMD  ,  AD  raggio  —  a,  AB  —  x,  onde 

BF  —  V aa  —  xx  ,  e  fatta  CH  infinitamente  proffima  su. 


BF, 
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BF,  farà  BC-dx  ,  E  F  =  xdx _ .  Adunque  l'efpref- 

V'  a,  a  —  xx 


fione  del  rettangolo  infinitefimo  BCHE  farà  dxVaa —  xx, 
e  però dx  V aa —  xx  z  allo  fpazio  ABFM ,  Sarà  pu¬ 
re  adx  l’efpreffione  dell’archetto  infinitefimo  FH, 


1/ 


aa  —  xx 


e  però  C  a^x  zi  all*  arco  MF .  E  fe  l’archetto 

■J  I /  aa  —*  xx 

FH  fi  moltiplicherà  per  la  metà  del  raggio  ,  farà 
aadx  efpreffione  del  fettore  infinitefimo  AFH,  e 

2  V  aa  —  xx 

però  f  aadx  zi  al  fettore  AF  M  « 


2  V  aa  •—  xx 

Sia  ora,  nel  medefimo  circolo,  DCzx  ,  e  CBzdx , 
farà  CH  z  1/  2 ax  —  xx  ,  EF  z  adx  —  xdx  .  Pertanto 


l/  2  ax  — 


XX 


1/ 2#*  — ##  farà  =  allo  fpazio  H  CD.  Cosi  F  ó4*  — 

all’  arco  HD  ,  e  F  aadx  =  al  fettore  AHD  .  Iil., 

V  2  1/  x<J#  — ,  A-« 

quelle  adunque  farà  fuperflua  la  fatica  ;  imperciocché 

nel  primo  cafa  pongo  t/  aa  —  xx  z  a  —  xz  ,  e  pe- 

~T 


ro 
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rò  x  —  labz  ,  dx  —  lab  ’  dz  —  i abzzdz  ;  i /  aa  —  xx  — 

ZZ  +•  bb  _ _ 2> 

2,3  -}_ 

a — xz  —  abb —  azz.  Fatte  le  fodituzioni ,  farà  ^adx__  — 

b  zz  +-  bb  V  aie—  xx 


labdz ,  formola  di  rettificazione  di  circolo  ,  la  di  cui 

zz  +  bb 

tangente  =  z  ,  come  già  fi  è  veduto  al  num.  26. 

Sarà  pure  aadx  —  aabdz  ,  formola  ,  che  invol- 

n  \/  zz  -f-  bb 

Zi  v  aa —  xx 

ve  la  fielta  rettificazione  . 

_ _  ______  2 

Idedamente  farà  dxv aa —  xx  —  2 aabdz  \bb  —  zz  , 

• - 5 

zz  +-  bb 

formola  ,  che  febbene  non  fi  fa  per  ora  maneggiare-*  , 
fi  vedrà  però  in  apprefiò  dipendere  dallo  rtelfo  circolo. 

Nel  fecondo  cafo  pongo  1/2 ax  —  xx  —  xz ,  e  però 

~r 

x—  2 abb  ,  dx  —  —  ^abbzdz,c  V  2 ax  —  xx  —  xz  zz  2 abz  . 

zz+bb  _ _ 2  b  zz  +•  bb 

zz  +-  bb 

Fatte  le  fofiituzìoni ,  farà  adx  zz  —  2 abdx  ,  rettifi- 

^M*-.™  zz  +*  bì 

cazione  di  circolo  . 


Sarà  pure  aadx 

2  S/  zax~'  xx 


aabdz  ,  rettificazione.* * 

zz  -f-  bb 


di  circolo  come  fopra  . 


Ideila- 
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ìfteffamente  farà  dx^iax —  xx  ^ —  8 aabizzdz9-< 

11—  ì 

zz  +-  bb 

che  involve  lo.  fteflò  circolo  „ 

38.  Se  le  noflre  forinole  differenziali  faranno  com¬ 
pone  di  due  quantità  radicali ,  l’operazione  farà  in  que- 
flo  cafo  raddoppiata ,  ma  fuccederà  egualmente  bene  , 
purché  nelle  quantità  radicali  manchi ,  o  fia  tolto  il  fe¬ 
condo  termine  ,  e  la  formola  fia  moltiplicata  per  una— 
poteftà  difpari  dell’incognita;  e  ciò  col  porre  una  delle 
quantità  radicali  eguale  ad  una  nuova  variabile  ,  e  cosi 
la  propofta  formola  farà  ridotta  ad  un’altra  ,  che  con¬ 
terrà  una  fola  radicale  ,  e  che  per  confeguenza  fi  ma¬ 
neggierà  nella  folita  maniera  . 

Sia  per  efempio,v3d^  1 /aa+-  xx.  Pongo  V  aa+-  xx~y , 

l /  bb  +■  xx 

e  però  xx~yy —  aa  ,  xdx—ydy.  Fatte  le  foflituzioni  , 
farà  yydy  X  yy — aa9  cioè  y+dy  —  aayydy  , 

^  yy  na  +■  bb  yy—  aa  -H  bb  ^  yy  —  aa  +•  bb 

ciafcheduna  delle  quali  fi  fa  maneggiare  . 

3P.  Per  poco ,  che  fi  rifletta  a  quella  manie¬ 
ra  di  operare  ,  è  facile  a  conofcere  ,  che  in  quefle_» 
formole  radicali  non  fuccederà  di  poterle  generalmen¬ 
te  liberare  dal  vincolo  radicale  ,  fe  non  quando  fia- 
radice  quadrata  ,  e  la  incognita  fotto  il  vincolo  non— 
ecceda  la  feconda  dimenfione  .  Dilli  generalmente-»  , 

g  perchè 
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perchè  in  parecchj  cafi  fuccede  la  facenda  ,  qualunque 
fiali  il  fegno  radicale  ,  e  qualunque  la  poteftà  dell’ inco¬ 
gnita  fotto  il  fegno  ,  e  certamente  in  tutti  i  cafi  com- 
prefi  dalle  due  feguenti  formole ,  la  prima  delle  quali 
_  +2  1 

farà  dyXym  +  bm  ”,  in  cui  m9  »,  t  fono  numeri  in- 

y  tm  +-  l 

tieri ,  e  politivi ,  e  poffono  anche  eflfere  zero  ,  e  ciò 


s’ottiene  facendo  ym  +-bm  z  ,  e  però ym  -z”  —  bm3 
dy  ~  i izn~ldz  ,  onde  fatte  le  follituzioni  ,  farà 


my 


m  —  i 


I , 

nzrt—1dz  Xz“'  j  cioè  nzn~ldz  X  z 


ma-. 


my 

*■ 


tm  +-  m 


t  +-  i  X  m  ' - , — 

y  —  zs  —  b m 


t i 


my 


t  +-  x  X  m 


,  e  quando  t  fia  numero 
intiero  ,  farà  intiera  la  potellà  t  +*  i  ;  adunque  la  pro- 
pofta  formola  farà  libera  da’  radicali  . 


Se  t  folle  negativo  ,  la  formola  farebbe  il  cafo  di 
fopra  confiderato  al  numero  32.  ,  che  à  integrale  alge¬ 
brico  . 

Negl’  altri  cafi  l’integrale  dipenderà  dalle  quadratu¬ 
re  del  circolo  ,  e  dell’  iperbola  ,  come  fi  vedrà  a  fuo 
luogo  . 

_ ±1 

La  feconda  formola  è  yn  dy  Xym  +-bm  P  ,  la_. 


quale. 
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quale,  quando  fi  a  n  a-  1  numero  intiero,  fi  potrà  lem- 

m 

pre  liberare  da’  fegni  radicali ,  o  in  tutto  ,  o  almeno  da’ 
radicali  di  quantità  compiette ,  il  che  bada  .  Si  faccia-, 

— — - ~  p 

per  tanto  y™  -hbmP  =  z  ,  e  però  farà  ym  =  zi  —bm  , 

— - y  _ i — 1 

P,  1»  _?  —  1  P  m 

y  —  z  t  — bm  ,  dy  3=  p  z  t  dzX  zi  — bm  ,  ed 


yn~z~t — bm  ,  e  fatte  le  foftituzioni ,  averemo  Ia_. 

- i  -f—  n  —  1 

P  1  ir  1  p  —,  —, 

formola  p  zi  dzXz  X  zi — bm  m  m  ,  ma_. 

tm 

quando  Ila  n+-  i  numero  intiero  ,  farà  fempre  intiera., 

m 

la  poterà  1  +-  n  —  i ,  adunque  la  formola  non  avrà  mai 

m 

fegni  radicali  di  quantità  compIelTe  .  E  però  quando  fi  a  , 
1  +-n  —  1  numero  intiero ,  e  politivo  ,  l’ integrale  al  più  di- 

m 

penderà  dalla  quadratura  dell’ iperbola ,  o  fia  dalla  logaritmi¬ 
ca  ,  e  fi  potrà  avere  per  le  regole  date  ;  e  quando  fìa 
i  -f-  n — i  numero  intiero  negativo,  l’integrale  dipen- 

m 

derà  dalle  quadrature  del  circolo  ,  e  dell’  iperbola  ,  e  fi 
avera  per  le  regole  da  darli  a  fuo  luogo  . 

40.  PalTando  ora  a  quelle  forinole  ,  che  effendo 

g  2  frazioni 
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frazioni  libere  da’  radicali  s  nel  denominatore  di  effe.!* 
(  che  fuppongo  compollo  di  radici  immaginarie ,  poiché 
in  quelle  fole  llà  la  difficoltà  )  la  incognita  fia  elevata 
a  qualunque  potellà  ,  dico  :  che  ogni  qual  volta  il  de¬ 
nominatore  fia  riducibile  in  componenti  reali ,  ne’  qua¬ 
li  la  incognita  non  ecceda  la  feconda  dimenfione  3  fi 
potrà  Tempre  fpezzare  la  formola  in  tante  frazioni , 
quanti  fono  i  fuddetti  componenti  reali ,  ciafcuna  delle 
quali  farà  integrabile  ,  fuppoile  le  quadrature  del  circo¬ 
lo  ,  e  dell’  iperbola  ,  ed  in  confeguenza  la  propofta  for¬ 
mola  farà  Tempre  riducibile  alle  flelfe  quadrature  .  Per 
Io  che  fare  :  fia  propofla  la  formola 


aadx 


xx  -h  ax  i-bb  \  xx  -ì-  ex  +•  cb 
cioè  3  che  fia 
aadx 


,  fi  finga  un’  equazione^  3 


—  Axdx+-Bdx  +- 
xx  -i-  ax  +~  bb 


xx  +-  ax  4-  bb  X  xx  +-  ex  +-  cb 

Cxdx  4-  D  dx  ^  nepa  qyale  formola  le  majufcole  A ,  B , 
xx  +~  ex  +■  cb 

C ,  D  fono  collanti  arbitrarie  da  determinarfi  nel  prq- 
grelfo  . 

Cosi  fe  foffie  la  formola 


abdx 


_  ,  fi  faccia 


xx  -f-  ax  +-  bb  X  xx  jr aa  X  c 


t 
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abdx 


A  xdx  4-  Bdx  +* 


xx  +-  ax  -h  bb  X  xx  jz  aa  X  x/izc 


xx  4-  ax  4-  bb 


C xdx  -h  D dx  +-  H clx  \  £  coll’f£le£To  ordine  fi  procedi  j 
xx  iz  aa  x  ±l  e 

fe  i  componenti  del  denominatore  follerò  in  maggior 
numero  .  Il  che  fatto  ,  fi  riducano  allo  Hello  denomi¬ 
natore  i  termini  di  quelle  equazioni ,  e  finalmente  con 
la  trafpofizione  fi  riduca  l’equazione  al  zero  ,  indi  col 
paragone  de’  primi  termini  al  zero  fi  ritroverà  il  valo¬ 
re  dalla  alluma  A';  col  paragone  de’  fecondi  ,  terzi  , 
quarti  ec.  fi  troveranno  i  valori  delie  alTunte  B,CS  D ,  ec. 
dati  per  le  collanti  della  propolla  forinola  ,  i  quali  va¬ 
lori  fofiituiti  in  luogo  delle  majufcole  D  ec. 

nella  equazione,  ci  fomminifireranno  tante  frazioni,  le 
quali  equivagliono  alla  propolla ,  ed  in  fatti ,  ridotte  al 
comune  denominatore ,  appunto  redimiranno  la  formola 
da  prima  propolla  , 

Prendiamone  un’  efempio  .  Sia  propolla  da  inte¬ 
grarli  la  formola  àadx 


xx  4-  2 ax  —  aa  X  xx  4-  aa 
Fingo  adunque  ,  che  fia 

aadx  —  A  xdx  4-  Bdx  4-  C  xdx  4-  Ddx. 


Riduco  adunque  al  comune  denominatore  l’equa¬ 
zione  ,  indi  col  trafportare  il  termine  aadx ,  la  riduco 

al 
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al  zero ,  e  fi  trova  e  fiere 

Axì  dx  +•  B  xxdx  +-  A  aaxdx  +-  B  aadx 
Cx*dx+-  Dxxdx  +-2Daxdx  —  Daadx  —  o  . 

♦  +-  iCaxxdx — Caaxdx—aadx 

Per  tanto  dal  paragone  de’  primi  termini  al  zero 
fi  averà  A  4-  Czo  ,  cioè  A  za  —  C  ;  de’  fecondi 
B  - h  D  +-  2Ca  =  o  ,  cioè  ponendo  — J  in  luogo  di 
C,Bzz2Aa — D  ;  de’  terzi  Aaa+*2Da —  Cazza  o, 
cioè  C—  A  +-  2  D  ;  degl’  ultimi  B  aa —  D  aa —  aa  —  o  , 

a 

cioè'  ponendo  in  luogo  di  B  il  valore  dato  per  D  ,  e_» 
per  A,  farà  DzaAa —  \  ;  adunque  farà  C  za  3  A  a — 1, 

a 

ma  C  —  —  A  s  e  però  A  z  1  ,  Dz  — _i_,  B  —  3  , 

t\ a  44 

C  —  —  1  ,  onde  avremo  finalmente 

4<? 

aadx  —  xdx  +  3 adx  —  —  adx  . 

xx  +*  —  aa  X  «  +-  «a  4.-7  X  xx  +-  zax  — ■  aa  4^  X  **  4-  aa 

Ma  l’omogeneo  di  comparazione  ,  facendo  fparire 
ove  fa  d’uopo  il  fecondo  termine  dal  denominatore  ,  è 
integrabile  con  le  quadrature  del  circolo  ,  e  dell’  iper- 
bola  ,  il  di  cui  integrale  con  le  date  regole  fi  troverà 

c  fiere  i  I V  xx  +-  2ax  —  aa-h  i  I  v  x  +-  a  — 1/  2 aa  — 

2 1/  2 aa  . 

1;  /  y  x  +-  a  +-  1/  2 aa  —  1  Iv'xx-'r  aa  ,  fottraendo 

43 


2  \X  1  aa 


m 


ANALITICHE  LIB.  UT.  667 

in  oltre  da  quelli  logaritmi  il  quarto  proporzionale  di 
4 aa  ,  dell’  unità  ,  e  dell’arco  di  circolo  ,  che  abbia  il 
raggio  ~  a  ,  e  la  tangente  =  x  .  Adunque  l’integrale  di 
quella  formola  non  dipende  da  quadrature  più  alte  di 
quelle  del  circolo,  e  dell’ iperbola  . 

41.  Se  in  oltre  la  frazione  farà  moltiplicata  in_* 
una  qualunque  potelfà  dell’incognita,  la  quale  potefrà 
Pia  pofitiva  ,  come  fe  folle  1*  equazione 


anx  ”  dx 

xx  +>  zax  —  aa  \  xx  aa 
aax  n  dx  - 


Pi  faccia 

Ax  ”  1  dx-  +*  B  x  n  dx  +• 


xx  -I-  2 ax  — «  aa 


X 


xx  -f—  aa 


xx  +-  zax  —  aa 


Cxh  »  dx+-  D xn  dx  3  e  il  trovino  nello  PtelTo  modo. 


xx  4-  aa 

come  fopra,  i  valori  delle  majufcole  A ,  B,  C  ec. ,  o 
pure  fi  operi  ,  come  fe  la  detta  potedà  non  vi  folTe  , 
e  le  rifultanti  frazioni  Pi  moltiplichino  per  la  lìdia  po- 
telìà ,  ed  avremo  parimenti  altrettante  frazioni ,  che-, 
non  efiggeranno  quadrature  fuperiori  a  quelle  del  circo¬ 
lo  ,  e  dell’ iperbola  ,  e  che  Pi  fapranno  maneggiare  col¬ 
le  date  regole  . 

42.  E  fe  la  potelìà  della  variabile  farà  negativa-., 
cioè  ,  fe  farà  poiitiva  nel  denominatore  ,  per  quella., 
potelìà  fi  moltiplichino  tutti  i  denominatori  delle  fra¬ 
zioni  rifultanti ,  e  faranno  della  Tegnente  forma . 


Sia 
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Sia  per  cfempio  x~Hdx  _____  » 

xx  -h  ax  +-  bb  X  xx  il  aa  X  x  ~  c 
riibluta  quella,  come  fe  non  vi  folfe  la  x  ~  n ,  ed  indi 
moltiplicando  ogni  termine  per  x  —  n ,  farà 

x  —  n  dx  —  ^  xdx  +-Bdx  +. 


xx  +-  a#  +-  bbXxx  ±:aa\x±.c 

C  xdx  +-  Ddx  +- 
- — .  -  > 


xx  -i-  ax  +-bbX*n 
intendendo  già  per  le 


xx±.aaXxn  x+zcXxn 

majufcole  que’  tali  valori  ritrovati  con  la  data  maniera, 
che  rendano  la  fomma  di  quelle  frazioni  eguale  alla_. 
propolla . 

L’ultima  frazione  non  avrà  bifogno  d’altro  artifi¬ 
zio  ,  perchè  fi  faprà  integrare  colle  date  regole  . 

Quanto  alla  prima:  fia  per  chiarezza  d’efempio 
A  —  aa  3  B  ~  àbb  ,  onde  il  efprima  così 
àaxdx  +-  àbbàx  ,  f  „  • 

- - -  y  il  -1éICC!2, 


xx  +•  ax  +-  bb  X  x  n 


aaxdx  +-  abbdx  —  M  xdx  + -  N  dx  +» 

xx  4-  ax  4*  bb  X  x  n  xx  *"  ax  +■  bb 

P  xn~  1  dx  +-  Hx  n a  dx  +-  E xn  ?  dx  ec.  cosi  proie- 


x 11 

guendo  fino,  che  l’ultimo  termine  Ila  collante  ,  cioè 
zero  la  potellà  dell’incognita  x  .  Ridotte  quelle  frazio¬ 
ni  al  comune  denominatore,  e  ridotta  al  zero  l’equa¬ 


zione  , 
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zione  ,  averemo  5  come  s’è  fatto  di  l'opra ,  i  valori  delle 
majufcole  .  Lo  fieffo  fi  faccia  rifpetto  all’altra  frazione 

Cxdx  +-Ddx  ^  e  troyeraffj  finalmente  l’integrale  de’la_. 
xx  ±aa  X  x  n 
propofia  formola  . 

E  però  generalmente  ,  fuppofie  le  fole  quadrature 
del  circolo  ,  e  dell’  iperbola  ,  fi  potrà  fempre  avere  l’in¬ 
tegrale  della  formola  x  ~  "  dx  , 

xx  ax  +-  bb  X  xx  ±_  m  X  x  ±  c  ec. 
comunque  fieno  i  componenti  reali  del  denominatore  , 
purché  in  effi  la  incognita  non  ecceda  la  feconda  di- 
menfione .  ■ 

43.  Ma  fe  il  denominatore  della  propofia  formola, 
o  frazione  non  farà  rifoluto  ne’  fuoi  componenti  reali  5 
ne’  quali  l’incognita  non  ecceda  la  feconda  dimenfio- 
ne  ,  nè  tale  fi  potrà  ridurre  colle  regole  ordinarie  dell’ 
algebra,  fi  potrà  fempre  peiò  con  un  poco  d’ artifizio 
ridurlo  tale  ,  ogni  qual  volta  egli  fia  una  formola  con¬ 
vertibile  ,  0  pure  il  prodotto  di  più  formole  convertibili . 
Formole  convertibili  chiamerò  quelle  ,  nelle  quali  la_. 
variabile  abbia  il  maffimo  numero  delle  fue  dimenfioni 
pari  affermativo,  quale  fia  per  efempio  n  ,  l’ultimo  ter¬ 
mine  fia  an  ,  indi  i  termini  equidifianti  da  quello  di 
mezzo  abbiano  il  medefimo  coefficiente  ,  ed  affetto  dal 
medefimo  fegno  ,  fupplite  le  dimenfioni  colla  collante, 

h  da 
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da  cui  è  formato  l'ultimo  termine;  tale  farebbe  la  for¬ 
inola  x6^  a\  o  pure  l’altra  # bx*  +-  ccxx+-  aabx  -t- a* , 
o  l’altra  x6 — bx5+'bìxì — a*bx+-as  .  Che  le  folle 
a?5  +-bx*  +-  a*x  +-  a*b  ,  fi  feriva  ella  nell’equivalente  for¬ 
ma  a?4 -}-  X  x  +-  b ,  in  cui  at4+-^4  è  formola  conver¬ 
tibile  ,  ed  x  jr'b  è  lineare  ,  che  non  apporta  difficoltà 
alcuna  .  Lo  Hello  s’intenda  d’infinite  altre  . 

44.  Abbiafi  ora  adunque  xm  — am  da  rifolvere  in 
componenti  reali ,  ne’  quali  x  non  ecceda  la  feconda-, 
dimenfione ,  e  che  non  abbia  efponenti  rotti ,  e  ila  in 
primo  luogo  m  numero  intiero  affermativo  pari .  In  tal 

d  m  d  m  d  m  d  in 

cafo  farà  egli  divifibile  in  x  x  +-a  z  ,  ed  x  2  — a  z 
fenza  frazione  negl’ efponenti ,  per  edere  m  numero  in¬ 
tiero  pari  .  Il  primo  divifore  fi  rifolverà  per  le  regole, 
che  fi  daranno  fra  poco  per  il  binomio  xm  +- a™  .  Il 

d®  d®  x 

fecondo  xz  — a  1  ,  fe  -  m  farà  numero  pari,  fi  rifol- 

I  I  i  r 

_  ~  m  m  T.  m 

vera  nuovamente  in  a?  4  +- a  4  ,  ed  a?4  —  a 4 

fenza  frazione  negl’  efponenti  .  Ma  fe  ~  m  farà  numero 

difpari ,  fi  rifolverà  per  le  regole  da  preferiverfì  per  il  bi¬ 
nomio  xm  — am  quando  m  è  numero  difpari. 

Sia  in  fecondo  luogo  xm  +-  am  ,  e  fìa  m  numero 
intiero  affermativo  pari  ,  nel  qual  cafo  la  formola  è 


con- 
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convertibile.  Si  fupponga  xm  +- am  —  o  ,  indi  fi  formi 
una  forinola  convertibile  ,  in  cui  il  maffimo  efpontnte 
dì  x  fia  m  —  2  ,  e  che  abbia  tutti  i  termini  ,  e  l’ultimo 
termine  fia  am~l ,  ed  il  coefficiente  del  fecondo  ter¬ 
minine  fia  per  efempio  b  ,  quello  del  terzo  fia  cc ,  quel¬ 
lo  del  quarto  à%  ec.  ,  e  quella  fi  paragoni  al  zero  ,  on¬ 
de  ne  rifulti  un’equazione  .  Tale  equazione  fi  moltipli¬ 
chi  per  xx  *-fx  -h  aa  ;  il  prodotto  farà  un’ altra  equazio¬ 
ne  convertibile  ,  in  cui  l’efponente  maffimo  di  x  farà 
z:  m  .  Quella  equazione  fi  paragoni  termine  per 
termine  coll’equazione  fittizia  xm  +  am  —  o  ,  in  cui  i 
coefficienti  de’  termini  intermedj  fono  ±  o  ,  e  cavando 
dal  paragone  de’  fecondi  termini  il  valore  deIl’alTunta_. 
b  ,  dal  paragone  de’  terzi  il  valore  dell’  afiunta  cc ,  da^ 
quello  de’  quarti  il  valore  dell’  afiunta  i5  ,  e  cosi  fino 
al  termine  di  mezzo ,  comprefo  anche  quello  (  giacché 
di  là  dal  medio  l’ altre  equazioni  tornerebbero  le  mede- 
lime  ,  per  edere  le  equazioni  ,  che  fi  paragonano,  con¬ 
vertibili  )  da  quell’ultimo  fi  caverà  il  valore  di  /  elpref- 

fo  con  una  equazione  ,  che  avrà  numero  m  dimenfioni, 

2» 

di  cui  tutte  le  radici  faranno  reali  ,  e  ci  daranno  i  va¬ 
lori  di/,  che  follituiti  nel  trinomio  xx  -hfx  -t-  aa  daran¬ 
no  altrettanti  trinomj  ,  il  prodotto  de’  quali  redimirà  il 
propollo  binomio  xm  +- a™  . 

Sia  .  Prendo  un’  equazione  convertibile  del 

h  2  fe- 
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fecondo  grado  xx  -h  hx  +■  aa  =  o  ,  la  moltiplico  per 
xx  +-fx  -h  aa  —  o  }  e  ne  ricavo  un’  altra  equazione  con¬ 
vertibile  x^-^-bx 3  +-  laaxx aqfx +■  a*  _  _  p-jrawnnr» 

4-  fxf •  *-  b fxx  4-  «ftb*  "  °  *  1  "  S 

quella  con  la  fittizia  x*  -t-  a*  o  ,  e  dal  paragone  de’ 
fecondi  termini  trovo  h±  f—  o,  cioè  h  —  / ;  dal  pa¬ 
ragone  de’  termini  di  mezzo  trovo  2^ 4-hf—  o,  e_» 
fofiituìto  in  luogo  di  h  il  fuo  valore  — /  ,  trovo 

Jf  —  Maio,  onde  f—±L\/ 1  aa  . 

Sia  a?  15  +•  .  Prendo  l’equazione  convertibile., 

x*  4-  &v3  4-  ccxx  4-  aabx  4-  4  —  o ,  la  moltiplico  per 

xx-hfx-h  aa  =  o  s  e  ne  rifulta  l’equazióne 

x6  ■*-  bxs  jr-  ccx*  +-  iaabxì  •+->  a*  xx  4-  a*fx  +•  a6 
't-fxs  4-  bfx 4 4-/ aw 3  -t-  aabfxx 4- a^bx  —  o . 

4-  4  4  aaccxx 


Paragono  quella  con  la  fittizia  x 6  4-  a  *  =  o  ,  e  dal  parago¬ 
ne  de’  fecondi  termini  trovo  b  4 -/  =  o  ;  dal  paragona 
de’  terzi  trovo  cc  4-  bf  +•  aa  —  o  ,  cioè  fofiitu'endo  il  va¬ 
lore  di  b  3  cc  — ff  +  aa  —  o  ;  dal  paragone  de’  medj  tro¬ 
vo  laab  +  fcc  —  o,  cioè  foflituendo  in  luogo  di  b  ,  e^, 
di  cc  i  fuoi  valori ,  /3  —  3 aaf  —  o  . 

Facendo  attualmente  quelle  operazioni  fi  troverà, 
adunque  ,  che 

Se  m  —  4  ,  farà  ff — zaa  ~  o  . 

Se  m  —  6  ,  farà  p  —  ^aaf—  o  . 

Se  «1  =  8  ,  farà  /4  —  4 aaff 4-  za*  -  o  . 


Se 
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Se  m  -  re  ,  farà  /s  —  faaf3  4-  5<34/  ro, 

Se  m  —  12  ,  Tari  fs  —  6aaf*+-  ya'jf — 2 a6  ~  o  , 

1  Se  m  —  14  ,  farà  f7 —  Jaaf;  4-  r^4/5 — 7 a6f  —  o  , 

e  cosi  fi  può  procedere  per  gli  altri  valori  pari  di  m  - 

In  luogo  di  #44 -a4,  fìa  x* +•  zbx3  4-  zaabx  4-  a* , 
forinola  pure  convertibile  .  Moltiplico  l’equazione  con¬ 
vertibile  xx  4-  hx  4-  aa  —  o  per  xx  4-  fx  4-  aa  2:  o  ,  ed 

averò  ,  come  fopra  ,  x 4  4-  hx 3  4-  4-  4-  <2 4  _ 

+•  fx 3  +~  hfxx  +  aahx  ~~ 

Paragono  quella  con  l'equazione  fittizia  x* +-zbxl  4— 
2£ódw  4- fl4  =  o  ,  e  dal  paragone  de’  fecondi  termini 
trovo  h-i-f  —  2 b  ,  cioè  h  —  ib—f  ;  dal  paragone  de’ 
rnedj  trovo  zaa-^hf—o,  e  follituendo  in  luogo  di  h 
il  fuo  valore  ,  fi  à  ìaa  4~  2 bf — ff -2  0  5  cioè  jf —  2&f — 

2  <3  <2  2:  o  . 

Sia  xs -h  a3  x3  4-  a6  .  Prendo  l’equazione  converti¬ 
bile  x 4  4-  bx 3  4-  £yw„y+- aabx+*  a'  —  o  ;  la  moltiplico  per 
xx  4 -fx  4-  aa ed  avrò 

x  *  4-  bx 5  4-  ccx 4  4-  2 aahx 5  4 -  a*  xx  4-  a  *fx  4-  a 6 

4-  fx 5  4-  bfx 4  4-  ccfx 3  4-  aabfxx  +-a*bx  —  o  . 

4-  # <2# 4  4-  aaccxx 

Paragonata  quella  con  l’equazione  x6  a3 x3  a6  20  , 
trovo  dal  paragone  de’  fecondi  termini  b+-f—o ;  dal 
paragone  de’  terzi  trovo  cc+-hf+-aa~o  ,  e  pollo  in_, 
luogo  di  b  il  fuo  valore  ,  farà  cc  — ff +-  aa  ~  o  ;  dal 
paragone  de’  medj  trovo  2aab +■  ccf  —  a3  ,  e  polli  in_. 

luogo 
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luogo  di  b  ,  e  di  cc  i  fooi  valori ,  farà  p —  3 aaf — -a' zi  °» 
c  cosi  di  quant’  altri  fi  vuole . 

Abbiali  adunque  a?4+-  2 bx*  +-  laabx  +-  <2 4  da  rifolve- 
re  in  componenti  reali ,  ne’  quali  »  non  abbia  esponen¬ 
ti  rotti ,  e  non  ecceda  la  feconda  dimenfione  .  L'equa¬ 
zione  ,  che  deve  dare  i  valori  di  /,  è  adunque^ 
f—  2 bfzz  iaaa dalla  quale  fi  ricavano  i  valori  di/  tutti  reali, 

cioè  f  ~  b  +•  V  2 aa  +■  bb  ,  f  —  b  —  1/  2^  +-  bb  .  Soffitui- 
to  pertanto  ciafcuno  di  quelli  valori  in  luogo  di  /  nel 
trinomio  xx*-fx+  aa  ,  troveremo,  che  a?  4  4- 2&,v 3 -t- 
2 aabx  4-  è  il  prodotto  de’  due  componenti  reali 

xx  4-  hx  •+-  xViaa-h-bb  +■  aa’,  xx  +•  bx  —  ^1^2^  +■  bb-t-aa. 
Cosi  fe  fia  d3tf44-a4AW4-a5  =0  .  Elfendo  l’equa¬ 
zione  j  che  dà  i  valori  di  /,  /;  — 2^/  =  o,  dalla  quale 

fi  anno  i  valori  di  /  tutti  reali ,  cioè  f  —  o  ,  f  zz  v  laa, 
f  — —  v  laa  ,  farà  x6+  aax*  a* xx  ■*- a‘  il  prodotto 
de’  tré  efficienti  reali  xx  +-  aa  , .  xv  4-  a?  1/  2^  4-  m, 
xx  — '  x  V  laa  +■  aa  « 

Abbiali  x IO  -f~  a 10  .  L’equazione  ,  che  deve  dare  i 
valori  di  /,  è  p  —  ^af'-h  5<34/-  o ,  dalla  quale  fi  rica¬ 
vano  i  valori  di  /  tutti  reali ,  cioè  fzzo,f  zza  |/  54-1/5, 

/=  —  <3  1/ 5/T15  ,/=«  j/ 5  —  ^5  ,  /=— a  j/ 5  —  v $• 

Soffi- 
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Sodiamo  per  tanto  ogn’ uno  di  quelli  valori  in  luogo  di 
f  nel  trinomio  xx  +-fx  aa  ,  fi  troverà,  che  x^-t-a10 
è  il  prodotto  de’  cinque  efficienti  reali  xx  +■  aa  , 

xx  +*  ax 


Vi 


-h  1/  5  +•  aa  3  xx  —  ax  y  5  +-  \/  y  +.  aa 


xx  +•  ax  y  5  —  ^  5  4-  ,  ##  —  a»  y  5  — ^  5  +•  aa  5 

Z  £ 

onde  fi  conclude,  che  l’integrale  di  qualunque  forino¬ 
la  differenziale ,  il  di  cui  numeratore  ila  dx  moltiplica¬ 
to  in  qualunque  collante  ,  ed  il  denominatore  di  fimil 
natura  a  quelli ,  che  fi  fono  confiderati ,  non  dipenderà 
mai  da  quadrature  più  alte  di  quelle  del  circolo  ,  e  dell’ 
iperbola  ,  e  potraffi  avere  con  le  date  regole  . 

45.  Sia  poi  xm  ±aw  da  rifolvere ,  come  fopra  ,  e 
fia  m  numero  intiero  affermativo,  ma  difpari . 

La  formoli  fi  divida  per  xiia  ,  ed  il  quoziente^, 
(  che  nel  primo  calo  farà  xm~~  1  —  axm~~  2-t-  aaxm~~  3  — 
aixm~4  ec.  fino  all’ultimo  termine  ,  che  farà  +-am~ 
e  nel  fecondo  calo  farà  xnl—  1 axm~ z  -i-  aaxm—  1  ■ t- 
aìXm~~4  ec.  fino  all’ultimo  termine,  che  farà  +-  am~~  1  ) 
fi  fupponga  —  o  ,  e  quella  finta  equazione  ,  che  è  con¬ 
vertibile  ,  fi  paragoni  termine  per  termine  col  prodot¬ 
to  di  una  equazione  convertibile  ,  in  cui  il  numero  del¬ 
le  dimenfioni  dell’incognita  x  fia  m  —  3,  nel  trinomio 
xx  +-fx  +-  aa  ,  e  dal  paragone  de’  fecondi  termini  fi  ca¬ 
verà 
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vera  il  valore  dell*  affama  5  per  efempio  b  ,  da  quello 
de’  terzi  il  valore  di  cc  ,  da  quello  de’  quarti  il  valore 
di  d1  ;  e  finalmente  dal  paragone  de’  termini  di  mezzo 
fi  caveranno  i  valori  di  f  efprefli  con  una  equazione  di 
numero  m  —  i  dimenfioni ,  della  quale  tutte  le  radici 

Z 

faranno  reali  ,  e  determineranno  i  valori  di  /  tutti  rea¬ 
li  ,  che  follituiti  nel  trinomio  xx  +-  fx  +-  aa  ,  verranno  a 
fomminiftrarci  altrettanti  trinomj  ,  che  infieme  molti¬ 
plicati ,  e  moltiplicati  per  x±a  redimiranno  la  propo- 
fia  formola  xm  iiam  . 

Con  quello  metodo  fi  trovano  le  infrafcritte  equa¬ 
zioni  ,  che  fervono  per  la  rifoluzione  del  binomio 
xm  +-  am  quando  m  è  numero  intiero  affirmativo 
difpari  = 

Se  m  —  3  5  farà  f+-a  zzo  . 

Se  m  —  5  ,  far kff+-af — aa  zz  o. 

Se  m  zz  7  ,  farà  /3  +- aff — 2aaf—a}  zzo. 

Se  m  zz  p  ,  farà  /+  -t-  af 5  —  3  aaff —  iaìf+-aA  —  o. 

Se  m  —  fi  j  farà  f5  +■  af*~4aaf} — 3  a‘jf+-  3  a*f-h  a 5  zzo1. 

Se  m  zz  i2j  far kfs-t-afs — laqft-rQa 5/3  4*  3 a'f—a 6 

E  còsi  fi  può  procedere  per  gli  altri  valori  difpa- 
ri  di  m  • 

Se  la  formola  propofia  fotte  fiata  x'n  —  am  ,  effón¬ 
do  ?»  numero  intiero  affermativo  difpari ,  fatta  ,  come 
fi  è  detto 3  la  divifione  per  x  —  a  ,  le  medefime  equazio¬ 
ni 


/ 
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ni  avrebbero  luogo ,  mutati  i  fegni  nel  fecondo  ,  quar¬ 
to ,  fello  termine,  ed  in  tutti  gl* altri  podi  ne’  luo¬ 
ghi  pari . 

46.  Se  in  luogo  di  xm  ±.  a™ ,  pollo  m  numero  in- 
.  tiero  affermativo  difpari ,  la  formola  foffe  qualunque^ 
altra,  ma  tale  ,  che  divifa  per  x±:  una  collante  ,  ciò 
che  ne  rifulta  foffe  una  formola  convertibile  ,  come  fa¬ 
rebbe  x$*-hx 4  —  aax* —  aahxx+-a*x+-a*b)  la  quale 
divifa  per  x+-h  dà  x  +  —  aaxx+-a*  ,  trattata  qued’  ulti¬ 
ma  al  folito ,  e  trovati  i  valori  di  f ,  e  fodituiti  nel  tri¬ 
nòmio  xx  *-fx  +-  aa  ,  averemo  altrettanti  trinomj,  che 
infieme  moltiplicati,  e  moltiplicati  per  x+-b,  redimi¬ 
ranno  la  propoda  formola . 

Debba,  per  efempio,  rifolverfi  xs+-as  in  efficien¬ 
ti  reali ,  ne’  quali  x  non  abbia  efponenti  rotti ,  e  non 
ecceda  la  feconda  dimendone  .  L’ equazione  ,  che  de¬ 
ve  dare  i  valori  di  /  (  fecondo  le  cofe  dette  )  farà 
/+-*/  —  aa— o  ,  dalla  quale  cavati  effi  valori  di  /,  che 
fono  f  ~  — a  ±  a  V  5  ,  e  fodituiti  in  luogo  di  /  nel 
2 

trinomio  xx  +■  fx  4-  aa  ,  averemo  due  trinomj  reali 
xx — ax  +  ax  +■  aa  ,  ed  xx — ax  —  axvi*-aa9  il 

X  3, 

prodotto  de’  quali  con  x+-a  redituifce  la  formola  pro¬ 
poda  x 5  +  a 5  . 

Debba  dividerfi  in  efficienti  reali  la  formo- 

i  la 
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la  x 5 +,  hx +  —  a ax 3  —  aahxx  +~a*x+*a*h  ,  che  divifa  per 
x +■  h  ci  dà  x 4 — aaxx+-a*  . 

L’equazione  di  f  per  quella  farà  aa  f  ed  i 

valori  di  f  faranno  f  —  ±.  \/  $aa  .  Sollituiti  quelli  in  luo¬ 
go  di  /  nel  trinomio  xx  +•  fx  -k-aci ,  averemo  due  trino¬ 
mi  reali  xx +- x  1/ $  aa+-aa,  xx—xV^  aa-^aa,  il  pro¬ 
dotto  de’  quali  con  x  +*  h  reftituifce  la  propolla  forinola. 

47.  Da  ciò  fi  conclude  ,  che  l’integrale  di  qua¬ 
lunque  forinola  differenziale  ,  il  di  cui  numeratore  fia.,. 
dx  in  qualunque  collante  ,  ed  il  denominatore  fia  di  fi¬ 
rmi  natura  a  quelli  ,  che  il  fono  confidenti  ,  non  di¬ 
penderà  mai  da  quadrature  più  alte  di  quelle  del  circo¬ 
lo  ,  e  dell’  iperbola ,  e  potralìl  avere  con  le  date- 
regole  , 

48.  Ma  perchè  nelle  dimenfioni  più  alte  il  valore 
di  f  dalle  equazioni  di  fopra  riferite  non  può  coll’attua¬ 
le  feparazione  ricavarfi  ,  in  quelli  cali  ballerà  ri¬ 
volgerà  alla  collruzione  geometrica  delle  medefime- 
equazioni  .  Così  per  ritrovare  i  componenti  di  x7+-a7 , 
ed  indi  l’integrale  della  formola  dx  ,  divifo  il  deno- 

x7  +•  a7 

minatore  per  am -a  ,  il  quoziente  farà  x6  —  ax'  +- 
aax 4  —  a'x'+’^xx  —  a'x+-a6 .  ì  valori  di  f  per  rilol- 
vere  quella  formola  fono  fomminiilrati  dall’  equazione 
p ■+.  aff — 2 aaf — a'  =  o  .  Ritrovati  per  tanto  coi  mè¬ 
todi 
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rodi  foliti  dell’algebra,  per  mezzo  dell’ interfecazlone_» 
di  due  curve  ,  o  in  altro  modo  i  valori  veri ,  e  falli  di 
/,  che  faranno  tutti  reali,  per  efempio ,  uno  A,  l’altro 
• — B  ,  l’altro  — C,  la  quantità  x7  a7  farà  il  prodotto 
di  x  -h  a  in  xx+-Ax+-aa  in  xx  —  Bx+-aa  in  xx  — 
Cx-x-aa  ,  e  le  quantità  A ,  B,C  faranno  reali  ,  e  date  ; 
onde  li  potrà  procedere  alla  integrazione  della  formola 
dx  per  le  fole  quadrature  del  circolo  ,  e  dell' 
x7 a7 
iperbola  . 

4 p.  Col  medefimo  artifizio  ,  con  cui  li  trovano  le 
equazioni  per  rifolvere  il  binomio  xm  +:  am  ,  fi  polfono 
ritrovare  per  rifolvere  il  trinomio  x2m ±:zaaxm  -t*  aa  , 
eflendo  2 m  numero  intiero  affermativo  pari  ;  anzi  ge¬ 
neralmente  ogni  qual  volta  fi  proponga  da  rifolvere.., 
una  formola  ,  che  fia  convertibile  ,  o  il  prodotto  di  con¬ 
vertibili  in  lineari  ,  e  che  non  abbia  frazioni  negl’  efpo- 
nenti  ,  fempre  potrà  ridurli  col  metodo  di  fopra_. 
efpoffo  . 

11  cafo  del  prodotto  di  formola  convertibile  in  una 
lineare  l’abbiamo  quando  m  è  dilpari  ,  ed  altrove-»  . 
Efempio  dell’ altre  fia  x^b'x*  —  a* x* — a'b1'  ,  cioè 

*4-t-6+X*4 — »  o  fia  x*+-b*  X*x  +-  aa  Xxx—aa  . 
Rifoluto  per  tanto  ne’  fuoi  efficienti  reali  di  due  di¬ 
me  nfìoni  il  divifore  tf4+-64  ,  che  fieno  per  efem- 

i  2 


pio 
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pio  xx  4-  Ax  4»  bb  ,  xx  B  x  -h  bb  ,  farà 
x*+-  b*  Xx^—a^—xx-t-  Ax 4-  bb  Xxx-t-  Bx+-  bbXxx+-  aaX  xx — aa 
E  fe  foffe  flato  x  4  4-  b 4  X  x  4  4-  a 4 ,  rifoluto  in  oltre  x  *  4-  a  * 
in  xx+-  Cx-h  aa ,  ed  xx+-  Dx  +-  dd ,  farebbe  a;4 4-  b^Xx**-  a*— 

xx+-  Ax  -i-bbX xx+-  Bx  +-  bbXxx-t-  Cx  +-  aa  X  xx  4-  D  *4-  ad. 
50.  Per  avere  l’integrale  della  forinola  mam  dx  , 

xm  ±am 

in  cui  m  efprime  un  qualunque  numero  intiero  afferma¬ 
tivo  ,  li  chiamino  A  ,  B  ,  C,  ec.  i  valori  di  /  coi  loro 
fegni -,  che  fervono  per  la  rifoluzione  del  denominatore 
xm  4-  am  ^  e  fi  avverta  ,  che  di  quelli  valori  uno  può 
alle  volte  effere  —  o ,  il  che  feguirà  qualunque  volta  , 
effendovi  xm  4-  am  nella  detta  formola  ,  fia  m  un  nu¬ 
mero  della  ferie  2,6,  io,  14,  18  ec. ,  e  qualunque.» 
volta,  effendovi  xm  • — am  nella  data  formola  ,  fia  m  un 
numero  della  ferie  4,8,  12,  16  ec.  ;  ciò  pollo,  l’in¬ 
tegrale  cercato  farà  +;  A  j  \s  xx  4-  A  x  4-  aa  ±z 

a 

B  J  V  xx  4-  B  x  4-  aa  iz  C  J  V  xx  4-  Cx  4-  aa  ec.  ,  prefi. 

a  a 

tali  logaritmi  nella  logaritmica,  di  cui  la  fottangente  fia 
~  a  ,  aggiungendo  ,  o  fottraendo  da  quello  compleflò 
di  termini  logaritmici  (  fecondo  che  il  fegno  dei  termi¬ 
ne  am  nel  denominatore  farà  quello  del  più  ,  o  quello 
del  meno  )  il  doppio  della  fomma  di  tanti  archi  di  cir¬ 
colo  3 
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colo  ,  quanti  fono  i  valori  A ,  B,  C  ec. ,  de*  quali  archi 

I  i  _ 

i  raggi  fieno  per  ordine  V  aa — "  BB  , 

{/  aa  —  ~  CC  ec. ,  le  tangenti  fieno  col  medefirno  ordine 

x  +■  -  A ,  x  -t-  -  B ,  x  +•  -  C  ec.  Tale  farà  t’ integralo 
delia  forinola  ma™  dx  ,  fe  m  farà  numero  pari  affermati- 
x™  +-  a  m 

vo  ;  ma  fe  nella  medefìma  formola  m  farà  numero  dif« 
pari  affermativo  ,  converrà  aggiungere  al  tutto  il  loga¬ 
ritmo  di  x  +-  a  ,  perchè  il  denominatore  à  anche  la  ra¬ 
dice  reale  x+-a  .  E  fe  la  formola  farà  ma™  dx  ,  effe n- 

xm  —  am 

do  m  numero  difpari  affermativo  ,  converrà  in  luogo  del 
logaritmo  di  #+■  a  ,  aggiungere  quello  di  x  —  a  .  E  fe 
finalmente  ,  effendo  la  formola  ma™  dx  ,  farà  m  nu- 

x™  —  a™ 

mero  pari  affermativo  ,  converrà  aggiungere  il  loga¬ 
ritmo  di  x  —  a  ,  e  fottrarre  quello  di  x  +-a,  prendendo 
Tempre  anche  queffi  logaritmi  nella  logaritmica  della-, 
fottangente  —  a  . 

yi.  Ma  fe  nella  propofta  forinola  dx  il 

x™  ±  a  m 

numero  m  foffe  intiero  negativo,  cioè  fe  foffe  dx  , 
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effa  ii  efprima  cosi  dx  ,  la  quale  ridotta  al  co- 

J +;  -il 

xm  am 

mune  denominatore  equivale  a  quella  am  xm  dx  ,  e  di- 

am  +.  xm 

videndo  il  numeratore  per  lo  denominatore  ,  acciò  la 
maffima  potelìà  dell’  incognita  fia  minore  in  quello  , 
che  in  quello  ,  lì  averà  finalmente  dzam  dx+z  azmdx> 

x m 

in  cui  m  farà  numero  pofitivo  ,  ed  averanno  luogo  le 
cole  dette  di  l'opra  anche  quando  nella  forinola  dx 

xm  ±  am 

Ila  m  numero  negativo  intiero  . 

52.  Se  in  oltre  la  frazione  dx  s’intenderà 

xm  ±2  am 

mokiplicata  per  xn  ,  efiendo  n  intiero  affermativo  ,  o 
negativo  ,  rifoluto  il  denominatore  ne’  fuoi  efficienti 
reali  ,  ne’  quali  x  non  ecceda  la  feconda  dimenfione  , 
farà  ella  il  cafo  da  me  fopra  con  fiderato  ai  num.  41.  , 
e  42,  ,  e  però  riducibile  alle  quadrature  del  circolo  ,  e 
dell’  iperbola  . 

53.  Ma  quando  n  fia  negativo  ,  fi  potrà  più  fpe- 

ditamente  ridurre  così  .  Sia  in  primo  luogo  n  minore 
di  m  :  la  forinola  dx  fi  efprima  coll’equi- 

xm  a-  am  X^” 


valen- 
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valente  dx  —  xm~r'dx  ;  e  dx  _coft 

am  xn  amXxm^am  xm  —  a  m  X 
la  — dx  +-  x'^  —  ^dx  .  Sia  in  fecondo  luogo 

n  m  v,  n  .  ~~ 

a  x  am\xm—am 

n  maggiore  di  m  3  la  formola  dx  fi  efpri.ma 

xm  +-  am  X  xn 

con  l’equivalente  dx  —  dx  +>  dx  — 
am  xn  axmxn~‘-m  a^nxn~~tw 

dx  ec.  fino  a  quei  termine,  in  cui  l’efponen- 
a  xv  —  im 

te  di  x  fia  proffimamentc  maggiore  di  m  ,  ±r  (  fecon¬ 
do  ,  che  porterà  l’ alternativa  de’  fegni  )  dx  , 

Xm  +.amyar  xt 

dove  r  è  lo  fleflo  efponente  della  quantità  a  nel  termi¬ 
ne  antecedente  ,  e  la  t  è  il  refìduo  della  divifione  fat¬ 
ta  del  numero  n  per  lo  numero  m  quante  volte  fi  può. 

E  fe  fofTe  dx  ,  fuppofio  pure  n  maggio- 

Xm  __  am  )/  xn 

re  di  m  ,  tutti  i  termini  della  ferie  dovranno  edere  af¬ 
fetti  dal  fegno  negativo  ,  ed  il  termine  fuori  della  ferie, 
cioè  il  termine  _ dx_ _ dovrà  avere  Tempre 

x m  —  a™  X  aY 

prefitto  il  fegno  affermativo  .  Data  adunque  la  formo¬ 
la 
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la  dx  ,  farà  e  fifa  —  dx  —  dx  , 

a?  5  +•  <2 3  X  *  5  aix>  x%  +-  a}  X  a*  xx 

ma  Tappiamo  ,  che  —  dx  —  — dx  -b  xdx  , 

x 3  +-  a 3  X  a ’ ■**#  a  xx  a6  X* 5  +*  a 1 
adunque  farà  d#  r:  dx  —  dx  +■  xdx  , 

quantità  tutte  ,  che  fi  fanno  maneggiare  con  le  dato 
regole  . 

54.  Ma  fe  m  farà  numero  rotto  affermativo  ,  o 
negativo ,  chiamili  t  il  numeratore  della  frazione  ,  che 
è  eguale  ad  m  ,  ridotta  che  quella  Ha  ai  termini  fem- 
plicilfimi  ,  e  p  il  denominatore  della  medefima  ;  talché 
la  formola  data  fia  efprelfa  per  dx  ;  pongali 

t  t 

xp"  +: a  ? 

x—yP,  ed  a  — hi  ,  e  la  formola  11  convertirà  iio 
pyP~~  1  dy ,  che  non  à  efponenti  rotti,  onde  fi  può  ri- 
i  b  * 

folvere  per  le  date  regole  . 

Sia  adunque,  per  efempìo,  la  formola  dx  ; 

ì  '  ì 

•—«  ■— 1 

x  1  +;  a  z 

pongo  x  —  yy  ,  a  —  bb ,  farà  dx  ~  lydy  ,  e  fatte  le  fo- 
ilituzioni ,  la  formola  farà  mutata  in  2 ydy  ,  che  non 

y 3  }) 3 


i  efponenti  rotti . 


55- 
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5.5.  Se  poi  folle  data  la  formola  xn  dx  ,  in— 


x  m  +:  a  m 

cui  m ,  ed  n  fodero  numeri  rotti  ,  chiamando  r  il  nu¬ 
meratore  della  frazione  n  ,  e  p  il  denominatore  di  quel¬ 
la  ,  e  cosi  chiamando  t  il  numeratore  della  frazione  m9 
e  q  il  denominatore  della  medefima  (  intendendo ,  che 
tali  frazioni  fieno  ridotte  a’  termini  femplicifiìmi  )  la— 

r 

formola  farà  x  ?  dx  ,  in  cui  r,  p ,  q ,  t  faranno  nu- 

t  t 


x  %  ±:  aq 

meri  intieri  politivi  ,  o  negativi  . 

Pongafi  ora  x  —yM  ,  ed  a  —  bM,  la  formola  fi  con¬ 
vertirà  in  pqy1r  +•  M—  1  ày  ,  che  non  à  frazioni  negli  ef- 
yP  -h  bP 


ponenti  .  Sia  per  efempio  la  formola  x  *  dx  ;  pon- 


x  $  ±,  a  * 


go  x-y'°  ,  a  ~  b'°  ,  farà  dx  -  ioy*dy  ,  x  z  —  yli  9 
4 

x  5  —y% ,  e  fatte  le  fofiituzioni ,  farà  mutata  la  formo¬ 
la  in  ioy^dv  ,  che  non  à  efponenti  rotti . 

y  *  J 

Finalmente  fe  farà  xn  dx  ,  effendo  n,  m  , 
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ed  u  numeri  intieri  politivi  ,  fi  potrà  Tempre  averne.# 
l’integrale  ,  fuppofie  le  fole  quadrature  del  circolo  ,  c 
dell’ iperboli  ,  e  l’integrale  farà  compollo  di  quantità  al- 
gebraiche  ,  e  di  una  quantità  fommatoria ,  il  che  fi  farà 
nel  feguente  modo . 

Si  fupponga  la  forra  ola  £  xndx  — 

x  'n  j- a  m 

B  x  «  +  am  —  zm  +.  i  Qx  »  +.  um—  zm^  am—  zm—  i  eC( 


xm  a 


m 


fino  al  termine  collante  ,  cioè  fino  a  quello  in  cui  1* es¬ 
ponente  di  x  fia  zero  ,  e  fia  quello  K,  indi  fi  aggiunga 
xn  dx  cioè  faccia  C  x  n  dx 


f- 


, xm  ±l  a' 


:ia  J'  x 


xm  ±  am 

Bxf,+?  utv*~  zm+*  ?  +-  Cx”+-  um^~  ?,K+-  Dxn+-  um~  %m’~t  1  ec.  +•  K  +. 


r  xn 
J  xm  4 


_  a 


m 


dx 


,  m 


Si  differenzj  l'equazione  ,  e  fi  riduca  al  zero  ,  e  fi 
ordinino  i  termini  ;  dal  paragone  de’  primi  al  zero 
troverà®  il  valore  dell’ alluma  B  ;  dal  paragone  de’  fe¬ 
condi  al  zero  troverà®  il  valore  dell’afiurita  C;  e  cosi 
di  mano  in  mano  il  valore  dell' al  tre  ,  i  quali  valori  fo- 
fìituiti  in  luogo  delle  majufcole  ,  comecché  la  fomma¬ 


toria 
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toria  f  dx  dipende  dalle  fole  quadrature  del  cir- 

J  xm  am 

colo,  e  dell’iperbola  ,  e  gl’ altri  termini  nell’omogeneo 
di  comparazione  fono  ajgebraici  ,  cosi  la  propolla  for¬ 
inola  non  efiggerà  quadrature  fuperiori  . 

57.  Alle  volte  potrà  occorrere  ,  che  alcuno  de* 
coefficienti  B  ,  C ,  D  ec.  lì  trovi  arbitrario  ,  ma  folo 
allora  quando  fia  n  maggiore  di  m  —  1  .  E  11  noti  pu¬ 
re  ,  che  ogni  qual  volta  fia  m—n+- 1  ,  il  coefficiente  A 
fi  troverà  eguale  al  zero  ,  ed  in  confeguenza  algebraico 
l’integrale  della  propolla  forinola  . 

58.  Ma  fe  nella  propofla  forinola  differenziale 
refponente  n  foffe  intiero  negativo,  di  modo,  che  effa 
foffe  dx  ,  in  cui  ora  è  poiitivo ,  l’integrale  fa- 


II 


xnXxm±a,n 

rebbe  Bxum—  zm+  Cxum—  im~  Dxum—  1  ec.  4-  K  a- 


xn—  'X  xm  +:  am 

dx  i  quali  coefficienti  B,  C,  D  ec.  Il 


xn  Xxmì:  am 

determineranno  nello  fteffo  modo ,  come  fopra  . 

Sia  adunque  per  efempio  xdx  ;  in  quello  ca- 


x3  -h#3 
k  2 


fo 
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fa-  fi  =  w  —  2  .  Sarà  pertanto 


fz 


xdx  —  B  xx  +-  C  x  +•  K  4—  ^4 


a?3  4-  a3 
renziando, 


a?3  4-  a3 
xdx 


f- 


xdx 


diffe- 


+•  a* 


x: 


a 


_  2 
3 


2  Bxdx+-  Cdx  X  a? 3  +- £ 3  —  3  x  xdx  X  Bxx+-  Cx+-  K  4-  A  xdx , 


a?3  +-  a3 


x 3  -t-  a3 


e  rìdacendo  al  comun  denominatore  ,  ordinando  1*  e- 
quazione  ,  e  paragonandola  al  zero  ,  farà 

2 Bx *  dx  ■ f-  Cat 3  dx — 3 Kxxdx+-  2  Ba 3  xdx  +-Ca3 dx 
- — qBx^dx — 3  Cx*  dx  +-  A  a 3  xdx  zzo, 

4-  *Ax*dx  —  xdx 

e  però  dal  paragone  al  zero  de’  primi ,  fecondi  ,  terzi 
ec.  termini,  troveremo  A  —  B  —  o,  cioè  Bzz*A,Czz o, 
Kzzo }  2B  a\°h  A  a1  —  i  —  o  ,  cioè  A  a1  zzi  —  2  Ba}  ,  e_» 
ponendo  in  luogo  di  B,  farà  A  zz  1  —  B  ,  onde_* 

3^} 

finalmente 

/atìa?  —  xx  4-  1  r  xdx 

- z  i/.iV  %a 3  x*  -t~  a1 


3^3X  a?3  4- 


#3  4-  #3 

Ma  C  xdx  —  1  X  ^  ^  acat  —  «+-^ 


/ 


/a?  4 -1» 


«z  x3  -h  ai  ^aa 
con  di  più  2  moltiplicato  nell’arco  di  circolo  del  rag- 

iaa 


gìO 
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gio  y'$ aa  ,  tangente  ~  x  —  a  ;  adunque  farà 

f  xdx  —  ^ a?  +■  1  lv  xx  —  ax  +-  aa  — • 

.)  - 2 


x 5  +-  a 3 


3 a*  +  t*1 


1  l  x+- a  +<  2  X  arc0  di  circolo  del  raggio  = 

P<a 5  p* 5 

1/ 3^  ,  tangente  rz  x  —  0  ,  prefi  i  logaritmi  nella  lo- 

4  z 

garitmica  della  fottangente  z=  a . 

59.  Ma  fe  l’efponente  m  folle  negativo  ,  fi  trai¬ 
nami  la  forinola  in  altra  equivalente,  in  cui  l’efponen¬ 
te  Ila  pofitivo  nel  modo  indicato  al  num.  51. 

60.  E  fe  ambi  m  ,  ed  n  fofiero  rotti ,  fi  facciano 
le  fofiituzioni  del  numero  55. 

61.  Se  poi  l’efponente  u  non  folle  numero  intie¬ 
ro  ,  ma  rotto  affermativo  o  negativo  ,  ballerà  ,  che  Ia_. 
formola  fia  uno  de’  cafi  confiderati  al  numero  39.  ac¬ 
ciocché  fi  trafmuti  in  un’  altra  capace  d’ edere  maneg¬ 
giata  colle  date  regole 

Anzi  la  formola  xndx  ,  efièndo  gl’efponenti 

_ _ _  Il 

xm  +:  am 

j 

n  ,  m  9  u  numeri  intieri  politivi  ,  o  negativi ,  ed  anco 
in  qualunque  modo  rotti  razionali  ,  co’  fegni  del  più  , 
o  del  meno  a  piacere  ,  farà  integrabile  ,  o  almeno  ri¬ 
duci- 
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ducibile  alle  note  quadrature  ,  ogni  qualvolta  i  detti  op¬ 
ponenti  abbiano  tra  loro  tal  proporzione ,  che  una  delle 
due  quantità  da  effi  compoile  ,  cioè  u  —  i  —  i  —  n  „ 

m  m 

o  pure  i  — ■  i  +.  n  ila  eguale  ad  un  numero  qualun- 

m  tn 

que  intiero  .  Se  quello  numero  intiero  farà  pofitivo,  la 
forinola  s’integrerà  algebraicamente  ,  falvi  que’cafi,  ne” 
quali  s’infinui  la  potellà  a;-1  dx  >  che  obbliga  a’  loga¬ 
ritmi  .  Se  quello  numero  intiero  farà  negativo  ,  la  for¬ 
inola  fi  ridurrà  alle  quadrature  del  circolo ,  o  dell” 
iperbola  » 

Per  confeguire  l’intento  rifpetto  al  primo  cafo  di 
u  —  i  —  n  —  i  eguale  a  numero  intiero ,  fi  faccia.» 

m  m 

xm  +.  am  —  zxm  ;  dunque  xm  —  am  ,x~  a  s 

z  —  i  _ i 

z—lm 

xK  ~  an  ,  »”■**  1  -  anjr-1  ,  e  però 

n  i  4-  n 

z —  I  m  Z  —  I  m 

—  n  —  i  —  i 

x »  dx  — — an*~ 1  dz  X  z — -1  m  ;  ma  xmjram^. 


zxm  —  amz  ,  ed  xm  +•  am  —  amitzu  ,  dunque  fatte  Ie_» 

2 — ‘  1  - _ _  U 

I 


dovute 
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dovute  foftituzioni  nella  propofla  forinola  ,  farà  e{Ta_» 

• —  J?  —  I  ' —  14.  « 

—  aìì  +  mu  z  -  u  dz  ys  «  ~  ,  la  qua  le 

m 

man  ifeftam  ente  fi  vede  ,  edere  integrabile  algebraica- 
mente  (Calva  l’eccezione  fatta  )  quando  ila — n —  i  — 

m 

1  4-  u  eguale  a  numero  pofitivo  intero  .  Che  fe  fia_, 

—  n — !  —  n-«  numero  intero,  ma  negativo,  per  le 

m 

cofe  dette  ne’  fuperiori  paragrafi  ,  la  fommatoria  della_> 
forinola  non  dipenderà  da  quadrature  più  alte  di  quelle 
del  circolo  ,  e  dell’  iperbola  . 

Vengo  al  fecondo  cafo  ,  cioè  di _ i_  —  i  -h  ^  eguale 

m  m 

a  numero  intiero;  fi  faccia  xm  +■  am~z  ,  farà  dunque 

i  _  n 

xm~z —  am  ,  x  —  z  —  am  ìn3xn—z — ■  am  mixn^-I~ 

1  4—  n  n  +-  *  x 

z  —  am  m  ,  xn  dx  —  dz  X  z  —  am  m  ;  ma_. 

m 

m _ „ _  n 

xm+-am  =  z,  ed  xm  -*-aìn  =  zu  ,  dunque  fatte  1 
foftituzioni  nella  propofta  formola-,  ,  farà  effluì 

J!  7  •  I  72  +.  I  — -  I 

dz  X  z  —  a™  m  ,  o  fia  z  —  udz  X  z  —am  m  , 
m  z 11  m 

la  quale  è  integrabile  algebraicamente  (  falva  la  fuddet- 


ta 


6gi  INSTI  TUZ  IONI 

ta  eccezione  )  quando  da  n  4-1  —  1  eguale  a  numero 

m 

poltrivo  intiero  ,  e  quando  fia  eguale  a  numero  nega¬ 
tivo  intiero  ,  la  fommatoria  dipenderà  dalle  note  qua¬ 
drature  del  circolo  ,  e  dell’  iperbola  ,  per  i  fuperiori 
paragrafi  . 

62.  Che  fe  il  denominatore  della  propofia  frazio¬ 
ne  elevato  a  qualunque  potefià  intiera  non  folle  un  bi¬ 
nomio  ?  come  fi  è  fin’  ora  confiderato  ,  ma  fotte  un^ 
qualunque  altro  ,  purché  egli  fia  riducibile  ne*  Tuoi  com¬ 
ponenti  reali  ,  ne’  quali  la  incognita  non  ecceda  la  fe¬ 
conda  dimenitene  ,  o  per  mezzo  delle  equazioni  con¬ 
vertibili  j  o  in  altro  modo  ,  fi  potrà  Tempre  ridurre  la 
forinola  alle  note  quadrature. 

Imperciocché  fia  per  efempio  dx  ; 

- 1  - j 

xx  4-  bx  +■  aa  X  x  -h  c 
fatta  attualmente  la  potefià  del  denominatore  ,  fi  finga 
un’  equazione  cosi  ,  dx 

- 1  - 3 

xx  +■  bx  +■  QQ  X  X  +-  c 

Ax%  dx  +-  Bxxdx  +-  Cxdx  +■  D dx  +. 

x‘y  +~  2oxl  +-  2 aaxx  +-  bbxx  +-  2 aabx  +-  a^ 

Fxxdx  -t-  Gxdx  +-  Hdx  ,  ponendo  generalmente  tanti 
x 3  +-  3  cxx  +~  3  ccx  4-  c 3 

termini  9  quanti  fono  i  componenti  del  denominatore , 
ed  in  elfi  termini  tante  majufcole,  quanta  è  la  maffima 

potefià 
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potellà  dell’incognita  nel  denominatore  refpettivo  ,  mol¬ 
tiplicando  in  oltre  in  ogni  termine  la  prima  majufcola 
per  la  maffiraa  potellà  meno  uno  della  incognita  del  fuo 
denominatore  ,  la  feconda  majufcola  per  elfa  potellà 
meno  due,  e  cosi  di  mano  in  mano  fino  all’ ultima-. 

,  collante  .  Con  la  folita  maniera  fi  devono  determinare 
effe  collanti  alfunte  ,  ed  il  primo  termine  fomminiflre- 

_ : _ 2 

rà  tante  frazioni  divife  per  xx  +•  bx  +•  aa  ,  nel  qual  de¬ 
nominatore  fatto  fparire  il  termine  di  mezzo  ,  le  fra¬ 
zioni  faranno  un  cafo  particolare  del  Canone  generale-. 

x m  dx  ,  ed  il  fecondo  termine  ci  darà  tante  frazioni 

_  « 

x"  iz  an 

- 3 

divife  per  x+-c  ,  che  fi  riducono  alla  regola  ordinaria 
dei  denominatori  compolli  di  radici  eguali  . 

6 3.  Se  in  oltre  il  numeratore  della  propolla  for¬ 
inola  farà  moltiplicato  per  una  potellà  pofitiva  ,  o  ne¬ 
gativa  dell’incognita,  ritrovati  i  valori  delle  majufcole, 
operando  come  fe  la  frazione  non  folfe  moltiplicata  per 
ella  potellà  ,  i  termini  ribaltanti  11  moltiplichino  per  la 
ftelfa  potellà,  ed  il  rimanente  fi  faccia  al  folito  ec. 

64.  Finifco  quello  primo  Capo  con  foddisfare,. 
alla  prometta  fatta  al  Lettore  intorno  al  Metodo  de'  Po- 
linomj  del  Sig.  Conte  Jicopo  Riccati ,  che  è  il  feguente  . 

Col  nome  di  Polinomi  differenziali  appello  le  fra¬ 
zioni  ,  che  anno  per  numeratore  la  flutiìone  dx  ,  e  per 

1  de- 
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denominatore  un  aggregato  di  poteftà,  gl’efponenti  delle 
quali  collituilcano  una  progreffione  aritmetica  ,  che  va  a 
terminarli  nel  nulla  .  E  mentre  quella  condizione  non  fi 
adempia  ,  bifognerà  luplire  qualche  termine  affetto  dal. 
coefficiente  r:  o.  Abbiali  la  efpreffione  _ dx _ , 

i  i 

x  z  +-  x  3  +-a 

iembra  a  prima  villa  un  trinomio,  ma  realmente  è  un_. 
quadrinomio  ,  e  va  efpofla  così  dx 

5  Z  I 

— i 

x  6-bX6+'Ox6+-a 

In  qualunque  Polinomio  efpoflo  per  una  frazione,  il 
di  cui  denominatore  lìa  alzato  alla  poteflàp,  numero  in¬ 
tiero  e  pofitivo,  affi  un  metodo  ,  che  farebbe  generale  , 
fe  non  veniffe  frequentemente  refo  inutile  dalle  quantità 
immaginarie,  ed  oltre  ciò  alcuni  artiiìzj  particolari ,  che_» 
tal  volta  opportunamente  ci  foccorrono . 

Do  principio  dal  trinomio  _ _ ^ _  —  dy  , 

- p 

x  xm  +•  axm  +-  b 

conciofiacchè  a  cotale  efpreffione  ogni  trinomio  facilmen¬ 
te  fi  riduce.  Facciali  xm  ~  z  +-  A  .  (E*  z  una  nuova  va¬ 
riabile  alluma ,  ed  A  una  collante  da  determinarfi  )  Illi- 
tuiti  i  neceffarj  computi  per  giungere  alla  follituzione_,  , 

abbiamo  come  fegue 

x xm  —  zz  +-  2  A  z  +-  A  A 
ax  m  —  az  +-  a  A 

b  -  b  , 

e  per  confeguenza 

-  t  - - - P 

ximi-axm*-b  —  zz  +-  2j+-.a  X  z  *-*AA+.  aA+-  b  . 

Dee 
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Dee  fard  in  maniera ,  che  fparifcano  le  quantità 
AA  +  aA'+-b ,  ponendole  =  o,  e  ne’  cali ,  in  cui  A  non  è 
quantità  immaginaria,  fuccede  ottimamente  la  riduzione. 
E  giacché. *  m  =z+-  A,  e  prefe  le  differenze,^  m—}dx~  dz, 


k  ed  x  —  Z  Am  ,  dunque  dx  —  dz  ~  dz  . 

mxm—  1  _ m~  1 

m\z+-  A  m 

In  paffando  alle  neceflarie  foflituzioni  ,  onde.  nella., 
noflra  formola  principale  in  cambio  di  x ,  e  delle  lue  fun¬ 
zioni  redi  furrogata  la  variabile  aflunta  z  colle  fue  funzio¬ 
ni,  troveremo  dx  =  dz  , 

-  p  m  —  i  _ p. 

XrmjraXmjrb  w)/z+^  m  XzZ4- 2  A->r  a\Z 
e  liberando  la  quantità  z.,  che  moltiplica  il  binomia 
2+2  A-t-a  fotto  il  fegno  ,  farà 

dx  ~  z  ~fdz 


- P  _ _ p 

x im  -t-  ax  m  +•  b  wXz  +  i  m  Xz  +  zA  -t-  a 

Il  cafo  più  femplice  vuole  l’efponente  p  eguale  all’ 
unità,  effendo  l’altro  m  qualfivoglia  numero  intero  ,  o 
rotto ,  affermativo  ,  o  negativo  ;  e  fatto  per  brevità 
zA+a—gi  l’efpreffione  generale  palla  nella  particolare 

z  1  dz  —  mdy  . 


m  —  r  m —  x 

gXz-*-  A  m  +-  z  X  £  +•  A  m 

Idituìfco  una  prima  dividono,  partendo;  cioè  il  nume¬ 
ratore  della  frazione  per  lo  fuo  denominatore,  ed  il  primo. 

1  z  qua- 
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quoziente  farà  z~~ 1 * * * * *  dz  ,  e  fatta  la  moltiplicazione  , 

m  — 1 1 

gXz+-A  m 

e  la  fottrazione conforme  la  pratica  ordinaria,  il  refiduo 
farà  —  dz,  da  eder  partito  per  lo  denominatore ,  e  perciò 

~F 

Z~~'  dz  =  Z~  — 

m  —  i  m  —  i  _ —  » 

gXz-t-A  m  +-zXz+-A  m  * 

 dz 

ih  —  i  m —  i 

ggXz  +■  A  m  4-  gzXz+-  A  m 

Il  primo  termine  del  fecondo  membro  è  già  ridotto 
alle  quadrature  note,  e  l’altro  termine  facilmente  vi  fi  ri* 
duce,  ponendo  z+-A  —  u,  e  fatte  le  debite  fodituzioni , 

—  m+.  i 

avremo  — dz  —u  m  du  . 


1  gg  -  g  A  +-  sn 


gg  X  Z+-  A  m  +-gzXz-t-A  m 

Seguitando  la  nodra  ricerca,  fia  l’ esponente  p  eguale 
a  qualfivoglia  numero  polltivo ,  ed  intiero.*  per  ottenere^ 

l' intento  ballerà  prolungare  alquanto  l’ operazione .  Ripi¬ 
gliata  per  mano  la  forinola  generale 
_ dx  —  z  dz  zz  dy  , 

-  p  m~  i 


ZW2 


ax7 


®Xz+-  A  m  Xz+-g 


epodo,  per  efempio,^  —  al  binario,  fi  ridurrà  alla  feguente 
_ _  z  dr. _ _ _ ; _ _  —  mdy 


ggXz-hA 


m 


2 gzX^+-A  m  -hzzysz+A 


Di- 
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Divido,  come  fopra,  il  numeratore  di  queftc  frazio¬ 
ni  per  lo  fuo  denominatore,  ed  il  primo  quoziente  farà 

2 dz  j  c  dopo  le  neceffarie  operazioni  avremo 

m  e 

ggX  z  +•  A  m 

il  refiduo  —  iz  ~~  *  dz  —  dz  da  effere  nuovamente  per 
g  ss 

l’intero  denominatore  diyifo  .  Iftituifco  una  feconda  divi- 
fione  nella  frazione 

—  2z~ *  1 * * * 5  dz 

— = - -  - i . . . . . fi 

m  —  i  ni  — -  i  fw*—  i 

g 1  X  z  +  A  m  +.  2 ggz  Xz+-A  m  +■  gzz  X  z  +-  A  m 
e  dopo  le  debite  operazioni  fi  averà  il  refiduo  4ÌZ+-  zzdz 

g  gg 

da  partirfi  per  l’intiero  denominatore  .  Nafcerà  pertanto 

la  feguente  equazione  _ z  1  dz _  — 

_ "in.1  _ x 

z+-  A  m  X  z  +-  g 


z  1  dz  2z  dz 


gg  X?z  +-  A  m  g*  Xzi-A  m 


4 g  —  I  x  dz  4-  _ Zzdz _ . 

m —  1  m— 1 

-  -  - z  -  - -  •  2, 

ggXz+A  m  Xz-Hg  gg  Xz  +  A  m  Xz-f -g 

I  primi  due  termini  nell’omogeneo  di  comparazione 

fono  due  binomj ,  e  gli  altri  due  poffono  facilmente  ridur- 

fi  alla  forma  del  binomio ,  facendo  z  +-  A  —  u  ,  ovvero 

z+-g~u.  Ne’  cafi  piu  compofti ,  in  cui  fi  mette  p— 3 ,  4, 

5  ec. 
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5  ec.  crefce  il  tedio  del  calcolo ,  ma  il  metodo  non  ci  ab¬ 
bandona  . 

Elio  metodo  fi  eflende  a  tutti  i  polinomj  in  infinito  , 
mentre  p  fìa  numero  intiero,  e  pofitivo  ,  perchè  fe  folle 
negativo,  ed  intiero,  la  cofa riefee  talmente  facile,  che 
non  occorre  favellarne .  Per  applicare  il  metodo  altro  non 
fi  richiede  ,  che  replicare  la  foftituzione  x  —■  z  +-  A  , 
z  —  u-h  B,  facendo  Tempre  fvanire que.” termini ,  ne’  quali 
le  fole  quantità  collanti  fi  ritrovano;'  laonde,  per  cagiona 
d’efempio,  fi  riduca  il  quadrinomio  al  trinomio,  e  quello 
al  binomio.  In  oltre  è  d’uopo  di  valerli  di  tempo  in  tempo 
d’una  dimezzata  divifione  ,  perchè  non  abbiano  a  turbarci 
gli  efponenti  negativi ,  che  bene  fpefib  ci  fi  prefentano 
nel  numeratore  delia  frazione.  Fra  tanto  il  modo  d'operare 
fi  mofira  più  fpeditamente  cogli  efemp] ,  che  coi  precetti. 

Sia  il  quadrinomio  dx  —dy  .  Le 


x  +-  ax 1W  4-  bx  m  4-  c 

coftanti  a,  b  poffono  dTere  r:o  .Pongo#”*— z-t-  A  ì  ed  avralfi 

x^m  4-  axzm+-bxm  +-  c  —  z3  4-  3  Azz  +■  $AAz  4-  A 3 

-h  azz  +  zaAz  4-  a  A  A 

+“  fe  f  Ab  4-  c  . 
Faccio  A3  b-aAA+-  Ab  4-  c—  o,  e  cosi  determino  il  valore 
della  collante  afliinta  A.  Quinci  ripetute  le  operazioni, 
come  nel;  trinomio  5  trovo  z  p dz 


ZA-  A  m  X  Z2L4-  gz  4-  h 

Le  fpezie  g ,  h  fono  collanti  furrogate  in  luogo  d’ altre  più 
compofie;  e  fiante,  che  p  è  un  numero  pofitivo,,  ed  intie¬ 
ro  ,  alzo  il  trinomio  zz  +■  gz  +-  b  alla  potefià  p .  Dopo 
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Dopo  ciò  intraprendo  tante  divifioni,  quante  fieno 
badanti,  per  fare,  che  laddove  nel  numeratore  ci  fia  l' di- 
ponente  negativo,  nel  denominatore  non  fi. -rinvenga  altra 

m  —  i 

quantità ,  che  il  binomio  z  +-  A  m  ,  e  metto  da  parte  si 
fatte  frazioni , che, trafcurati  i  coefficienti , faranno  analoghe 

alla  feguente  z  ”  dz  ,  pollo  n  qualfivoglia  numero  po- 

m  —  i 

z  +-  A  m 

fitivo,  ed  intiero  .  Gli  altri  termini  fono  rapprefentati 
dalla  formola  generale  zn  dz 

m  —  i 

-  - - - P 

z  +■  A  m  X  zz  +■  gz  h 

Ripeto  dunque  l’operazione,  facendo  z~u  +-  B  ,  indi  fatto 
fparire  l’ultimo  termine,  conforme  il  folito,  ed  alzato  il 
binomio  u  4-  B  alla  potefià  qualunque  n+-  1 ,  e  furrogati  in 
cambio  di  z,e  delle  fue  funzioni ,  i  valori  efpoflà  per  la  nuo¬ 
va  indeterminata u,  tutti  i  membri  compariranno  fotto  l’afpet- 
to  efpreiro  dalla  feguente  formola  u n  ~  P  du _ . 

m  —  1 

-  -  -  p 

u+~  A-h  B  m 

Quando  fiap  maggiore  di  »,  onde  l’efponente  » — p  fia_ 
negativo,  fi  mettano  in  pratica  le  divifioni,  e  la  formola 


indi  nafcente  farà 

u  —  ndu 

;  efiendo  poi  »  — p 

m —  1 

u  +-  A  +-  B  m 

pofitivo ,  avremo 

undu 

;  e  finalmente 

m —  1 

p 

«  -f-  A  +-  B  m  Xu  +*  k 


po- 


/ 
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ponendo  «+-  k  ~  oc,  ed  e  (Tendo  tanto.»,  quanto  numeri 
intieri,  faranno  Tempre  riducibili  alle  quadrature  più  fem- 
plici  i  binomj,che  nafceranno  dalle  accennate  operazioni . 

Egli  è  vero ,  che  a  cagione  delle  immaginarie  il  meto¬ 
do  riefce  limitato;  ma  oltreché  bene  fpeffo  le  radici, o tut¬ 
te,  o  in  parte  fono  reali;  oltreché  in  molti  cafi  particolari 
poflono  fcanfarfi  le  quantità  immaginarie,  non  bifogna^ 
trafcurare  quel  molto,  che  fi  può  avere,  perchè  il  tutto 
non  può  confeguiriì  . 

Abbiali  per  efempio  il  trinomio  dx _ . 

- _ p 

,  X  +>  2  1/  X  +•  2 

Faccio  x 1  ~i ',+•  A,  dunque  x +- 2  !/*+-  2~zz+-2Az+-- 
22  4-'  AA+-  ZÀ+-  2  .  Mettendo  AA  ■*- 2A  +  2~o  ,  trovo 
A  —  V —  i  —  1  ;  ed  ecco  in  campo  una  grandezza  mifta  di 
reale, ed  immaginario,  e  procedendo  a  norma  del  metodo 
avremo  z"~Pdz  zz  z'~Pdz  +■  Az~Pdz  . 

- —  1  - p  - - p - —  p 

Z+- A  ><S+-  2A+  2  2-1-21/ — I  z  +-21/ — I 

Perchè  fi  tolgano  di  mezzo  le  immaginarie, mutiamo  ma¬ 
niera,  e  nella  grandezza  zz  +-  2  A  4-  2  )<  z  +-  AA  +-  2  A  +-  2 
facciamo,  che  fi  dilegui  il  termine  di  mezzo  2 Az  +.  2z,  po¬ 
nendolo  =0,  onde  fia^—  —  1  ,e  di  più  AA+  2 A+  2  =  1, 
c  la  formola  farà,  come  fegue 

dz  —  zdz  —  dz  ;e  ne’ due 

il _ ~i  - -P  - P  - - p 

z — 1  X  zz  +- 1  zz-hi  zz-hi 

binomj  dell’omogeneo  di  comparazione,  che  fono  equiva¬ 
lenti  agl’ altri  due  giàconfiderati,  non  s’incontra  difficoltà. 

CAPO 
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Delle  Regole  dell' Integrazioni  facendo  ufo  delle  Serie. 

t.  '  '  •  -  . 

<55.  F Acendo  ora  palfaggio  all’altra  maniera-- 
d’integrare  nel  principio  indicata  ,  cioè  coi  mezzo  del¬ 
le  ferie  ,  è  neceftario  di  premettere  le  feguenti  Regole . 

Regola  I.  Ridurre  una  frazione  a  ferie  infinita-,  . 

Si  divida  il  numeratore  per  lo  denominatore  con  la 
regola  ordinaria  della  divilìone  ,  ed  il  rimanente  di  nuo¬ 
vo  fi  divida,  e  cosi  di  mano  in  mano  in  infinito,  e  fi 
avrà  una  ferie  d’infiniti  termini  eguale  alla  propolfa^ 
frazione .  Si  avverta  però  di  porre  tanto  nel  numerato¬ 
re  ,  quanto  nel  denominatore  della  frazione  propolla_. 
per  primo  termine  quello  ,  che  farà  il  maggiore  .  Con 
quello  modo  operando  averemo  per  tanto 

f  —  f  —  fn  +-  fon  — fni  +-  fo*  ec. 
m*-n  m  mm  m*  m* 

f  —  f  -h  fo  +-  fon  4-  fo 3  +•  fn 4  ec. 
m  —  n  m  mm  m 3  m*  s  m 5 

af  =  af__  4=  afon  +  afo*  qr  afo6  +-  afos  ec, 

mm +^nn  mm  in*  m6  ms  ml° 

cioè  coi  fegni  alternativi ,  quando  il  fecondo  termino 


del 


0 


m 


7cz 
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del  denominatore  fia  pofitivo  ;  e  tutti  politivi ,  quando 
fia  col  legno  negativo  . 

Similmente  farà 

f  zz  f  —  fn  +-  fnn  +:  fn 5  +*  fn*  ec. 

772 * * *  4 


nm  ±z mn  mm  m  3  m  '  m 

i  ~  i — xx+-x* — x6 x%  ec. 


s  4-  xx 

^  1  1  i  ~ 

2%  i  —  x  x  —  2#  1  ' —  2»  +■  7 a?  1  13»»  -h  34»  "  ec. 

~~  ) 

I  4-  x  *• — 3» 

y  zz  f  iz  2/72  +-  3/72^  47  <\fn 3  +-  rfn 4  ec. 

« _ _  »  7^  772 3  «2 4  272  s  S 

772  71  72 

y  =  /  ±.  3/72  +-^fnn  t:  I0/^3  ’H  x5/«+  ec. 

772  * 


3 


mzzn 


m 


772  4 


772 


772  t 


Sia  una  frazione  ,  il  di  cui  numeratore  ,  e  deno¬ 
minatore  fieno  due  ferie  infinite  ,  e  fia  per  efempio 


14-7  (ix X' — 4  aax^  +-  ~6al x6 


128 


airxt  ec. 


1  —  ~  bxx  — •  -g  bb% 4 — ’~£J»5 — ^-g  & 4 » 8  ec. 

farà  efla  —  1  4-  ~  £##4,  ■~bbx4r  4-  ~  b  3  a? 6  4-  -—^b^x*  ec. 

4-  7  axx  4-  7  abx*  +.  ~  àbbx  s4 -  ~  abìxt  ec. 

2»  4-  IO  j  £ 


■g  <?#» 4  —  pó  —  44  8  ec. 

4-  4  <3  3  A7  6  4-  -  £  3  hx  8  ec< 


31 


128 


^ 4  2V  *  ec. 
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66.  Regola  IL  Ridurre  una  quantità  complefTa_ 
radicale  in  ferie  infinita  . 

Sia  per  efempio  v/aa±_xx  .  Si  efiragga  la  radice., 
quadrata  dal  primo  termine ,  indi  fi  profeguifca  in  infi¬ 
nito  l’operazione  nella  folita  maniera  dell’ effrazione  del¬ 
le  radici  ,  e  fi  avrà 

aa  xx  —  a  ±:  xx —  x  +  +;  xs —  $x  ‘  ec. 

2  a  8a3  i 6as  i28a7 

_  i.  Z  1  i  z  Z 

^axi:xx  —  azxl±:  xz  —  x  z  jz7  x  z  —  $x  1  ec. 

J,  i  Ì  '  z 

2 a  z  8 az  1 6a  a  1285  z 

Si  noti  ,  che  nell’  una  ,  e  nell’  altra  di  quelle  due 
ferie  ,  fe  fi  moltiplicherà  per  3  il  numeratore  ,  e  de¬ 
nominatore  di  ciafcun  termine  ,  principiando  dal  quar¬ 
to  ,  i  coefficienti  numerici  faranno  nel  numeratore  per 
ordine,  principiando  dal  quarto  ,  3,3X5j$X5X7£c. 
nati  dalla  vicendevole  moltiplicazione  de’  numeri  difpari . 

Nel  denominatore  poi,  principiando  dal  fecondo,  fa¬ 
ranno  2,  2X4»  2X  4X  6,  2X4X  <*X8  ec.  nati  dalla 
vicendevole  moltiplicazione  de’  numeri  pari  . 

6j.  Regola  III.  Tutto  ciò  fi  può  fare  più  gene¬ 
ralmente  per  mezzo  del  feguente  Canone 

m  m 

P+  PQ  n  zzP  n  4-  m  AQ  -t-  m  —  n  BQ  +-  m  —  in  CQ+-  m — 3 nDQ  ec. 

W  j  n 


m  2 


4» 

in 
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la  cui  P  +•  PQ  è  la  quantità  data  ,  m  è  l' elponente  nu- 

n 

raerico  ,  P  rapprefenta  il  primo  termine  ,  il  rima¬ 
nente  di  tutti  gl’ altri  termini  divifi  per  il  primo  , 
ciafcuna  delle  lettere  A ,  B ,  C3  D  ec.  lignificano  rifpec- 
tivamente  il  termine  anteriore  di  modo  ,  che  per  A 


m 

s’intenda  P~  ,  per  B  s’intenda  m_AQ,?erC  s’intenda 

H 

m  —  n  BQec, 

zn 

Sia  da  ridurfi  in  ferie  la  formola  1/  aa  +*  xx ,  adun¬ 
que  farà  P  zz  aa  3  Q  —  xx  ,  m  zz  i  ,  »  —  2  ,  e  però 

aa 

1/ aa  +-  xx  -a+-  xx  —  x*  4-  x6  —  $x 8  ec. 

2a  8  a3  1 6a5  128  a{ 

___ _ 1 

Sia  —  x5  ,  cioè  a5-i-a*x — xs  *  , 

farà  p  -  as  ,  Q  -  a*x  —  xs  ,  m~  1  ,  «cj  ,  e  però 

a s 

I 

as+-a*x  —  xs  J  —  x  5  —  2# 8 AW 4- 4 x 6  —  2,yI0ec'. 

5^4  2$as 


Sia 


,  cioè  b  X  y  3  ’ —  aay  3  s  farà 


j/  y'  —  aay 


p  —  j/ 5  ,  Q  zz  —  aa 


m 


1  ,  n  -  3  j  e  pe- 


>7 


ro 


!  .  \ 

* 

' 

•  ,  I . -  iv*  ' 

;  .  -  ■: 

.00  ■-  *  , 

£ 
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Abbiali  da  elevare  una  ferie  infinita  ad  una  data  poteftà .  E  (la  per  efempio  y  +.  ayy -h  by*  +.  cy*-bfys  ec. 
da  elevarli  alla  potellà  m  ;  farà  dunque  P  =  y  ,  Q  —  ay  -t-byy  +•  cyì  -hfy*  ec. ,  n~i  ,  m  —  m  ,  onde  averemo 


y  *h  ayy  4-  by 3  -t-  cy*  •+-  fy 5  ec.  “ 


ym  +■  may™  *  +.  m  X  m —  1  aaymJr‘Zjr-m\m  —  1  X  m  —  2  ysa’iymjr  3  m  —  1  \m  —  z%m  —  3  a*vm  +"4  ec. 

1X2X3 


1  X  2 

+■  m\bym^  a 
1 


1 X^X3  X4 


+-  mXm  —  1  aby  m  +•  J' 
1  A  2 

•+-  mcy  m*~  l 

1 


—  1  \m  —  2  X aaby m ■*“ *  ec. 
142X3 


’h  m'Xm  —  1  X  dry  4  ec. 
iX  2 


■f -fflXw  —  1  bbym+m4  ec. 

LX^ 

«f-  »z/y w  +■ 4  ec. 
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rò  b  X y  3  —  ciay  5  —  b  -f-  aab  +■  "la^b  +-  14# 6b  ec. 

/  37 3  97s  8i77 

_  —  ^ 

Se  fede  b  ,  fi  efpdmerebbe  cosi^Xa+-^  * , 


K  0-t-A? 


ed  il  rimanente  fi  farebbe ,  come  fopra  . 


Sia  b  ,  cioè  bXa+-x  ,  farà  P  —  a3  Q—xt 


■  ì 


a+<  x 


—  3 


m—  —  3  ,  n—  1  ,  e  però  bX  a*-x  —  3^_  +■ 

6&#a/  —  io bx*  ece 


tf3  ^  + 


aia“' 

<58.  Abbiafi ,  da  elevare  una  quantità  compiei 
ad  una  data  potertà  3  e  ila  per  efempio  «  4-  a?  da  ele¬ 


varli  alla  poteftà  m  ,  cioè  a-b  x  .  Sarà  P  —  a,  Q—  x  , 


_ _ m 

m~m  j  n  —  1  ,  onde  #  +-  x  —  am  b  tnamm~  x x  +=* 


m  X  m — 1  X&mm~zxfi  +*  mX'<n — 1  — iXam~l  x  3  ec, 

1X2  1X2X3 


Abbiafi  ec. 
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<5p.  Ciò  pollo  :  Sia  da  integrar  fi  la  forinola  diffe¬ 
renziale  bdx  .  Ridotta  in  ferie  la  frazione  b  , 

a  +-  x  a  +.  x 

moltiplicato  ciafcun  numeratore  per  dx  ,  avremo 
bdx  zz  bdx  —  bxdx  +-  bxxdx  —  bx 1  dx  +  bx*dx  ec.  8 


a  -t-x  a  aa  a 5 
ed  integrando 

/bdx  zz  bx  —  bx  x  +•  bx  ì 
/i.+-x  n  2  aa  3  aì 


a‘ 


a 1 


bx 4  +-  bx*  ec. 


a-t-x  a  laa  4a*  $as 

70.  Sia  la  formola  adx.  Fatta  x  —  b+-  z,  intenderà* 


X 


do  per  la  b  una  qualunque  collante  a  piacere  ,  e  per 
z  una  nuova  incognita  ,  farà  adx  zz  adz  . 

X  b  -f_  z 

Ridotta  in  ferie  la  frazione  a  ,  e  moltiplicato 

b  +-  z 

ciafcun  numeratore  per  dz  ,  farà 

adz  zz  adz  —  azdz  +-  azzdz  —  az ? dz  +•  az*dz  ec. , 
b  +-  z  b  bb  b] 


ed  integrando 


/ac, 

~bl 


adz  zz.  az 
1  ~b 


b*  b* 

azz  +-  az*  —  tfz4  +* 
2 bb  3 b*  4 b* 


az 5  «c.  ,  cioè  r  adx  zz  a  X  se- — b  ■ —  a  X  *  —  b  +- 
5&s  J  x  b  2  bb 

a  X  se  —  b 


3 


<3  X  * — &  ec„ 
4&+ 


71. 
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Sia  la  forinola  bdx 


lo? 

ridotta  iti  ferk^ 


V 


3 


farà  bdx 


f 


bdx- 

a~ 


+•  a 

qbxdx  +~  1  xbxxdx 


l^a 


7 


5 ibx  5  dx  ec., 

18 

125,3  i 


a  -b  x  a  >  5  a 

e  però  integrando  farà 

J'  bdx  zz  bx  —  3 bxx  4-  iibx1  • —  5 ibx 4  ec. 


-  3 

a  +•  x 


3 

£  * 


8 

10,3  ^ 


13 

75^  5 


l8 

5005  * 


E  cosi  fi  faccia  di  qualunque  altra  propofta  formola. 

72.  Se  le  ferie  così  ritrovate,  che  efprimono  l’in¬ 
tegrale  delle  propofie  forinole  differenziali,  e  compren¬ 
dono  un  numero  infinito  di  termini ,  faranno  di  valore 
infinito,  farà  infinito  l’integrale  delle  propofie  formole 
differenziali  .  E  fe  effe  ferie  faranno  di  valore  finito  ,  e 
di  più  fommabili  ,  cioè  a  dire  ,  che  fi  fappia  ritrovare 
il  valore  di  effe  ferie  ,  quantunque  compofie  di  termini 
infiniti  di  numero,  il  che.  molte  volte  fuccede  ,  fi  avrà 
in  quantità  finite  ,  e  però  algebriche  l’ integrale  ddle_, 
propofie  formole  differenziali .  Ma  le  le  ferie  effendo  di 
valore  finito  non  faranno  fommabili ,  quanti  più  termini 
nella  ferie  fi  prenderanno ,  tanto  più  fi  accollerà  al  giufio 
l’integrale  della  propofia  formola  differenziale  ,  ma^, 
l’efatto  però  verrà  efpreffo  da  tutta  la  ferie  . 

73.  Per  riconofcere ,  quali  fieno  le  ferie  di  valore 
infinito  ,  quali  di  valore  finito  ,  e  quali  fommabli  ,  fi 

veda 


yo8  ISTITUZIONI 

veda  -  il  trattato  De  Seriebus  Infiniti s  del  Sig.  Giacomo 

Bernulli  ,  ed  altri  Autori,  che  di  elle  trattano. 

74.  Ma  qualunque  volta  la  formola  differenziale^»' 
ila  compofla  di  due  foli  termini  ,  il  può  generalmen¬ 
te,  e  più  fpeditamente  far  ufo  del  feguente  Canone,  in 
cui  gl’efponenti  m9  n,  t  poffono  effere  intieri  ,  rotti  , 
politivi  ,  e  negativi ,  ed  il  quale  li  può  produrre  a  quan¬ 
ti  termini  fi  vuole  ,  giacché  da’  quattro  podi  ,  abbadan- 
za  fi  manifeda  la  legge  ,  con  cui  fi  forma  . 


CAPO 
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dyXb+  cyn  —  ay t  ac  Xt  +■  wn  +-  #X  yt  +■  w  +-  X,  £  +~  wm  4-  72  +■  ?w»  +-  272  X.y  *  *"zv—ac 3  +  w  X  ^  +"  7##  •*-  2  72  X  ^  ^  *"  3^_  X,y  +"  *  cc#  X  ^ 

^  tbb  t  +-  n  tb 3  c  +•  n  1 4-  27?. 


La  maniera  di  ritrovare  e  fio  canone  è  quella ,  Si  fìnga  che  fia  1*  equazione 
J  ay*~mldy  X  b+-cyn  •■+“  %*  ^cy^-2”*  Dy *  +-  s»  +*  Éy  *  -H-4»ec,  X 'b 


-,  wj  4=  * 


Adunque  differenziando  la  fìnta 


+■  cy  ”  m  cuj, 


£&4  t  +-  72  r +- 272  t  *H  3® 

j  le  affante  A,  B,  C,  D,  E  ec.  fono  cortami  arbitrarie  da  determinarli , 


equazione  ,  averemo  pure 


ayt~'- dyXb  A-cyn  ~tAyt:~<xdyA-tA-n  X,By‘  a-  B-~ J  dy  +-r  +-'-ja»  XCy*+-  w~~  «  dy +.  r  4-  3»  X  Dy  f+-  3  «-*'dy  ec.  \  b*-cyn  +-  w-t-  1  X  ncyn~'dy  Xb+-  cyn  X4f  B4*  ^ 

cioè  dividendo  per  bjc-cyn  9  ed  ordinando  i  termini , 


t’jpZ?. 


ayt  * dy  —  tbAy  *—  ldy  -i~t -t-nXbBy1  J_dy  +- r  +-  2«  X  bCy* ,+J  IB—  1  dy  ec. 

■■+*  #c  Ayt+m  1  dy-h't  a-  «  XtBy  1  +•  1B~  ‘dy  ec. 

a-  ma-  I  VjicAy  *  r—  1  ,dy  +-  m  +■  j  \ncBy  1  +-  zl,~  1  dy  ec.  , 
e  trafportando  il  termine  uy  ‘ —  1  dy  dall’altra  parte,  farà 

tbAy*  —  ‘  dy  +,  t  a- nXbBy1^  *dy+-t  +  znXbCyfA-  ‘  dy  ec. 

■ — ayt~idy- 1-  tA  cy  *  +"  ”  —  1  dy  +-  ?  +-  ra  X  eBy t  +■ 1,1  ~  1  dy  ec.  tre. 

•+-  m+-  1  Xnc  Ay  *  4-  1  dy  4-  m  4-  1  XncBy  *  +■  —  *  dy  ec. 

Ridotta  adunque  al  zero  l’equazione,  faranno  pure  eguali  al  zero  i  coefficienti  di  ciafcun  termine^  per  lo  die  avremo  tante  equazioni,  quante  fono  le  arbitrarie  affunte 
A,B,C,D  ec. ,  con  le  quali  equazioni  effe  arbitrarie  fi  determineranno.  Pertanto  far  à.  tbA  —  a~o,  cioè  A  —  a  $  tA-nXbB+'tAcArmA-iX  ncA  —  0,  e  fofiituendo 

il  valore  di  A  ,  tbB  +■  nbB  ac  A-mnac  4-  nac~o  ,  cioè  B  1 4-  mn  +-  n  X  —  ac  ,  t  A-zn  XbC+- 1  +-nXcB*-  m  +-  iX»eB  =  o  ,  cioè  C  zz  t  A~nX  rE-t-w-i-i  X  ncB  $ 

b  tb  tb  tUXr+^li  bXT*- 

c  fofiituendo  il  valore  di  B  ,  farà  C m  t  a-  mnA-  n  Xr  A-mn  4-  znX  acc ,  e  cosi  di  mano  in  mano  fi  averanno  i  valori  quanti  fi  vogliono  per  altrettante  allume  cortami ,  e 

tb’Xt 4-  » X  r  +■  a» 

quelli  valori  porti  nella  finta  equazione  ci  fomminiflreranno  appunto  il  canone  artegnato  ; 

Se  gl’efponenti  m,n,t  della  proporta  forinola  faranno  tali,  che  il  canone,  o  fia  la  ferie  infinita  s’interrompa,  cioè  che  qualche  termine  diventi  =  o  (  nel  qnal 
cafo  farebbero  =  o  tutti  gl' altri  ,  che  vengono  dopo  )  la  furie  farà  finita  ,  e  terminata  ,  vale  a  dire  algebraico  l’integrale  della  proporta  forinola  differenziale ,  ma  è  ne- 
ceffario ,  che  la  ferie  prima  s’interrompa  nel  numeratore  ,  cioè  che  prima  diventi  il  numeratore  =  o  del  denominatore  ,  perchè  fe  prima  farà  =  o  il  denominatore, 
quel  termine  ,  ed  indi  gl’ altri  dopo  faranno  eguali  all’infinito .  Acciò  che  la  ferie  s’interrompa  nel  numeratore  ,  fa  d’uopo  che  fia  — t  •  m  eguale  ad  un  numero  in* 
riero  pofitivo  .  n 

Che  fe  gl’efponenti  t,m}n  della  proporta  formola  faranno  tali,  che  la  ferie  non  s’interrompa  mai ,  allora  fi  muti  l’ éfpreffione  della  propofta  formola  in  un’  altra  equi¬ 
valente  ,  cioè  la  formola  per  efempio  ay%~  'dyXbA-  cy”  fi  muti  in  quell’ altra  ay1—  1  ■+->»»  àyXby—"  +-  c  ,  che  equivale  alla  prima,  e  fi  provi  fe  cosi  fi  a  1  intento  ,  e 
fe.no,  la  formola  non  fata  algebraicamente  integrabile  con  quello  canone.  Se  la  formola  folle  ayt—'dyXb  —  cy"  ,  allora  i  termini  tutti  del  canone  farebbero  politivi. 

Sia  aAx  V  bx  a-  xx  ,  cioè  a*  x  1  dxXb  a-  x  z  •  Sarà  t  —  r  =  — ~  ,  w.=  i ,  m~.~ìc~  1 ,  onde  fata  eguale  a  zero  la  quantità  tA-  mnA-  yi  ,  ed  in  confeguenza  fata 

xs 

zero  il  quarto  termine ,  e  gl’ altri  apprettò  della  ferie  ,  e  però  avremo 


—  7 


—  j 


—  s 


Ca!  dx  V  bx  a-  xx  =  /  as  x  %  dx  X  b  +-  x  *  —  —  2  as  x  z  +-  za'  X~  x  z  zas  X  -  x  ”*  X  b  a-x  1  —  —  30  asbb  a-  Z^bx- —  \6ad  xx  X  b  +-  x 

j  —  J  —  — —  S  ~  is  7 


7  b  7  bb 


jb 1 


Sia  ady _ ^  ,  farà  t  —  —  1 ,  n  —  z,m  - —  p  ,  c  —  —  aa,  e  però  farà  zero  il  fecondo  termine  della  ferie,  quindi 


io 5b3x  ' 


yy  ^  aa^r  yy 


r _ ady  _  ~  ay—  'Xar.--r-yyz~ — VaaA-yy  se. 

J  yy  V  aaA-yy  — aa  ay 


ec., 
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Dell’ufo  delle  accennate  Regole  nelle  Rettificazioni  delle 
Curve  ,  Quadrature  de ’  Spazj ,  Appianazioni 
delle  Superficie,  e  Cubature  de’  Solidi. 

75*  P Er  fare  ufo  delle  fopraccénnate  regole  di 
calcolo  integrale  ,  applicandole  alle  quadrature  de’  fpa- 
zj ,  rettificazioni  di  curve  ,  appianazioni  ,  o  fra  qua¬ 
drature  di  fuperficie  ,  e  cubature  de’  folidi  ,  fia  una^ 
qualunque  curva  ADH  (  Fig.  6.  )  riferita  all*  affé  AB 
con  le  ordinate  parallele  fra  loro  ,  ed  in  angolo  retto 
fopra  l’affe  fieflò  .  Alla  ordinata  B  D  condotta  CH  pa¬ 
rallela,  ed  infinitamente  profilala  ,  e  tirata  DE  paralle¬ 
la  a  BC,  il  mifiilineo  BDHC  farà  la  fiu filone  ,  o  il 
differenziale  ,  o  fia  l’elemento  dello  fpazio  ABD  ,  clj 
perchè  lo  fpazio  DEH  è  nullo  rifpetto  al  rettangolo 
BDEC ,  fi  potrà  prendere  elio  rettangolo  per  l’elemen¬ 
to  del  fuddetto  fpazio  ABD.  Adunque  la  foni  ma  di 
tutti  quelli  rettangoli  infinitefìmi  BDEC  farà  io  fpazio 
comprefo  dalla  curva  AD,  e  dalle  coordinate  AB, 
BD.  Quindi  chiamata  ABzzx  ,  BD~y  s  far  kBC~dx, 
EH—dy  ,  ed  il  rettangolo  BD  E  C—ydx  farà  la  forinola 
per  gli  fpaz]  .  Se  adunque  in  quella  formola  fofctuire- 
mo  in  luogo  di  y  il  yalore  dato  per  x  ,  e  per  le  co- 

fianti 


n 
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ftanti  dell’equazione  della  curva,  o  in  luogo  di  dx ,  il 
valore  dato  per  y  ,  dy  ,  e  le  collanti  ,  ed  indi  integre¬ 
remo  ,  farà  l’ integrale  il  ricercato  fpazio  AB  D  . 

Altre  efpreffioni ,  o  forinole  pofiono  avèrfi  degl’ 
elementi  de’  fpazj  per  mezzo  di  Settori  ,  o  di  Trapezj, 
le  quali  in  certi  incontri  fogliano  elTere  più  comode.» 
della  riferita  ;  fe  ne  vedrà  la  maniera  ,  e  l’ ufo  in  alcu¬ 
ni  efempj  , 

76.  Che  fe  la  curva  farà  riferita  al  fuoco  ,  o  fia 
ad  un  punto  fido  ,  per  efempio  M ,  da  cui  partano  tut¬ 
te  le  ordinate  ;  condotta  all’ordinata  MD  la  infinità- 
mente  prodìma  MH  ,  lo  fpazio  infinitefimo  MHD  fa¬ 
rà  l’elemento  dello  fpazio  AMD ;  onde,  perchè  del- 
critto  col  centro  M ,  raggio  MD  >  l’archetto  infinitefi- 
mo  DX,  Io  fpazietto  DKH  è  nullo  rifpetto  allo  fpa¬ 
zio  MDK  ,  e  perchè  altresì  l’archetto  DK  fi  può  adu- 
mere  per  la  tangente  in  D  ,  o  in  X  ,  ne  viene  ,  che-, 
lo  fpazio  MDK  farà  l’elemento  dello  fpazio  AMD  . 

Chiamata  per  tanto  MD~y,  KD—dz  ,  farà  ydz 

Z 

la  forinola  generale  degli  fpazj  per  le  curve  riferite  al 
fuoco  .  E  fe  in  quella  forinola  fi  fofiituirà  in  luogo  di 
y  ,  o  dì  dz  il  rifpettivo  valore  dato  dall’  equazione  della 
curva,  l’integrale  farà  lo  fpazio  ricercato  ,  cioè  lo  fpa¬ 
zio  AMD . 


77< 
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77.  Ma  fé  la  curva  farà  riferita  ad  un  diametro , 
cioè  fe  le  coordinate  non  faranno  tra  loro  in  angolo 
retto  ,  condotta  (  Fig.  7.  )  HG  perpendicolare  ad  AG, 
il  prodotto  di  HG  ,  o  fia  di  FG  in  BC  farà  il  piccolo 

parallelogrammo  BCED  ,  ed  in  confeguenza  l’ elemen¬ 
to  dell’area  ABD.  E  perchè  eiTendo  dato  l’angolo  DBG , 
è  data  la  ragione  del  fenò  tutto  ai  feno  retto  ,  che  fia 
per  efempio  quella  di  m  ad  ■»,.  fatta  al  folito  AB  —  x  , 
BD  —  y  ,  farà  HG  ,  o  Ila  FG  ~  ny  ,  ed  il  parallelo- 

m 

grammo  BCED  farà  nydx  ,  formola  generale  dello 

m 

fpazio  . 

78.  Egli  è  chiaro  ,  che  la  fortuna  di  tutte  le  por¬ 
zioni  infiniteiime  DH  della  curva  formano  la  curva_» 
flefTa  ,  e  però,  che  DH  ne  farà  E  elemento,  adunque 
chiamata  ( Fig .  6.)  AB~x  ,  BD  —y  ,  e  però  BCzzdx , 
EH  =:  dy  ,  nelle  curve  riferite  all’  alfe  ,  cioè  con  le_, 

coordinate  in  angolo  retto  ,  farà  D  H  —  1/  dxz  +-  dy z  , 
formola  generale  per  la  rettificazione  di  effe  curve 

7p.  Rifpetto  alle  curve  riferite  al  fuoco  ,  fatta  pa- 
r e  MD—y,  KD  —  dz,  farà  iileflàmente  la  formola  ge¬ 
nerale  K  dy *  -h  d  z 1  * 

80.  Ma  intorno  alle  curve  con  le  coordinate  in_* 
angolo  obbliquo,  (  Fig.  7.  )  effendo  dato  l’angolo  HCG , 
è  data  la  ragione  del  feno  tutto  al  feno  del  comple- 

n  2  mento 
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memo  .  che  fia  quella  di  m  ,  ad  e ,  onde  farà  CG  ~ry, 

JW 

ed  EF  —  edy  ,  e  però  DH  zz  V dx 1  +■  dy 1  +-  zedxdy  . 

»2  * 

81.  Sodituito  in  ciafcana  di  quelle  forinole,  in_» 
luogo  di  dy  ,  o  di  dx  ,  o  di  iz,  il  rifpettivo  valore  dato 
per  l’altra  variabile,  e  Tuoi  differenziali  dalla  equazione 
della  curva  ,  ed  indi  fatte  le  integrazioni  ,  averemo  la 
ricercata  lunghezza  della  curva  A  D  . 

82.  S’intenda  moverfi  il  piano  AHC  (  Flg.  6.  ) 
attorno  alla  retta  A  C  ,  la  curva  A  H  defcriverà  una_. 
fuperficie  nel  mentre  ,  che  il  piano  AHC  defcriverà  un 
folido  ;  ma  la  porzione  infìnitefima  D  H  defcriverà  una 
zona  infinitefìma  ,  che  farà  l’elemento  della  fuperficie 
defcritta  dalla  curva  AH  ,  ed  il  piano  infinitefimo 
D  B  CH  defcriverà  un  folido  pure  infinitefimo  ,  che_* 
farà  l’elemento  del  folido  defcritto  dal  piano  AHC. 
Ora  intorno  alle  curve  riferite  all’ alfe  colle  coordinate^, 
in  angolo  retto  ;  fia  la  ragione  del  raggio  alla  circon¬ 
ferenza  del  circolo  quella  di  r  alla  c  ,  la  circonferenza 

defcritta  col  raggio  BDzzy  farà  cy,  e  però  cy  K  dx 1  +-  dy  z 

y  m  r 

1*  efprelfione  della  zona  infinitefima  ,  ed  in  confeguenza 
ìa  formoìa  generale  per  le  fuperficie. 

83.  Sarà  pure  cyy  1’  area  del  circolo  col  rag- 

2  r 

gio 
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gio  BD  —  y,  e  però  cyydx  farà  l'efpreffìone  del  cilirs- 

ZY 

dretto  infinitefimo  defcritto  dal  rettangolo  BCED  ,  ma 
elio  non  differifce ,  fè  non  per  quantità  infinitefima  del 
fecondo  ordine,  dal  folido  generato  dal  piano  BCHD  ; 
adunque  farà  cyydx  la  forinola  generale  per  i  folidi . 

2  r 

84.  Ma  rifpetto  al  cafo  della  Fig.  7. ,  cioè  quando 
le  coordinate  fono  tra  loro  nel  dato  angolo  obbliquo ,  il 
raggio  del  circolo,  fopra  cui  infide  la  piccola  zona, 
ed  il  piccol  cilindro  ,  non  è  CH  ~'y  ,  ma  bensì 
GH  —  ny  ,  ficcome  l’elemento  DH,  che  forma  la  zo- 

m 

ila  ,  non  è  1 Sdx  z-h-dyz ,  ma  i/~dx z  +-  dy  z  +-  2 edxdy  , 

m 

l’altezza  del  picciol  cilindro  non  è  BC~dx ,  ma_, 
FD—dx+-  edy  ;  adunque  la  formola  della  fuperficié  in 

m 

quello  cafo  farà  cny  V  dx 1  +-  dy  z  +-  2 edxdy  . 

rin  m 

85.  Il  prodotto  del  circolo  col  raggio  GH  nell’ 
altezza  F  D  ,  cioè  cnnyy  X  dx+~  edy  ,  è  l’elemento  del 

zrmm  m 

folido  generato  dal  piano  AGH\  adunque  da  quello 
fottraendo  l’elemento  del  folido  generato  dal  triangolo 
tìCG  ,  cioè  cnnyy  X  edy  ,  il  rimanente  farà  l’elemento 

m 


zrmm 


del 
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del  folido  generato  dal  piano  ABD  ,  e  però  fara 

cnnyydx  la  forinola  generale  per  effi  folidi  . 

zrmm 

86.  Per  le  curve  riferite  al  fuoco  ,  come  che  è 
variabile  l’angolo  D MB  (  Fig.  6.  ) ,  e  per  confeguen- 
za  non  fi  può  avere  il  valore  della  BD  ,  o  CH,  raggio 
del  circolo  ,  che  neceflariamente  entra  nella  forinola., 
delle  quadrature  della  fuperficie  ,  e  cubature  del  folido, 
fa  d’uopo  dall’equazione  riferita  al  fuoco  cavare  l’equa¬ 
zione  della  della  curva  riferita  all’ alfe  ,  ed  indi  proce¬ 
dere  colla  folita  maniera  già  fpiegata  ;  avvertendo  ,  che 
nelle  cubature  bifognerà  dagl’integrali  fottrarre  il  cono 
generato  dal  triangolo  MHC,  per  avere  il  folido  gene¬ 
rato  dal  piano  AMD  . 

87.  La  maniera  di  cavare  dall’equazione  differen¬ 
ziale  di  una  curva  al  fuoco  l’equazione  della  della  cur¬ 
va  all’ affé  è  la  feguente  . 

La  curva  ADH  (  Fig.  6.  )  fi  conllderì  nel  tempo 
dello  relativamente  al  fuoco  M ,  ed  all’ alfe  A  MB,  egli 
è  certo ,  che  il  quadrato  HD  dell’elemento  della  curva 
è  eguale  tanto  ai  due  quadrati  DK  ,  KH,  quanto 
agl’ altri  due  DE,  E  FI,  e  che  di  più  il  quadrato  di 
MD  è  eguale  ai  due  quadrati  MB  ,  BD  .  Chiamando 
MB—x  ,  BD—y  ,  MD—z,  e  l’arco  minimo  DKz=  du » 
avremo  dz 1  a-  du 1  —  dx z  +-dyz ,  ed  xx  +- yy  —  zz  . 

Ora  l’equazione  della  curva  al  fuoco  venga  efpreda 

generai- 


ANALITICHE  LIB.  III.  71J 

generalmente  dalla  forinola  pdz  —  du  ,  in  cui  p  è  una_» 
data  funzione  di  z  ,  e  farà  dz1  +-p2  dz2zzdx2  +■  dyl  , 
collocando  in  vece  di  dy  il  luo  valore  nafcente  dall'e¬ 
quazione  xx  +-yyzzzz ,  vale  a  dire  zdz ■ — xdx  ,  trovere- 

V  zz • —  xx 

_  2 

mo  dz2  +-  ppdz1  —  dxz  +■  zdz — xdx  ,  la  quale  fi  riduce  alla 

ZZ  ■—  XX 

feguente  ppdzz  Xzz  ’  vC  DC  —  zzdx 2  —  ixzdxdz  +-  xxdz 2  , 
ed  efìratta  la  radice  quadrata  ,  pdz  zz  zdx  —  xdz  . 

1/  ZZ—*  XX 

E*  d’uopo  efpurgare  nuovamente  la  pr e meffa  equa¬ 
zione  liberandola  dalla  miftura  delle  incognite ,  coi  por¬ 
re  x  zz  zq  ,  e  però  dx  zz  zdq+-qdz  .  Fatta  fvanire  ,  coi 

T 

mezzo  dell’equazione  fuffidiaria  alluma  ,  la  x  ,  e  le  fu  e 
funzioni ,  avremo  pdz  —  dq 

Z  1/  Ih  —  qq 

Nell’equazione  pdz  zz  dq  fe  tale  farà  il  valore 

Z  V  bb  —  qq 

di  p  dato  per  z  ,  che  la  quantità  pdz  con  le  debite  fo- 

flituzioni  polla  ridurfi  alla  differenziale  d’ un’ arco  di  cir¬ 
colo  ,  e  che  fatte  le  neceffarie  fomrnatorie  ,  i  due  archi 
circolari  fi  rifpondano,  come  numero  a  numero,  allora 
la  curva  farà  algebraica  ,  e  troveremo  la  fua  equazione 

:  all’ 
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all’ affé  con  una  formola  alla  Cartefiana  .  In  ogn’ altro 
cafo  la  curva  farà  trascendente  . 

ESEMPIO. 

Sia  l’equazione  di  una  curva  al  fuoco  zdz  —  du . 

1/  cc —  ibz—  zz 

Avremo  in  tal  cafo  p  —  z  ,  e  nell’equazione 

V'  cc  —  xbz  —  zz 

pdz  ~  dq  9  fortuito  il  valore  di  p  ,  farà  effa_. 
Z  y  bb'—  qq 

dz  —  dq  Pongo  b^-Z—t,  dunque 

y  cc  —  zbz  —  zz  V  bb  —  qq 

bb  +-  ibz  +- zz ~tt  ,  e  bb  —  tt~ — zbz  —  zz  ?  onde  fatta-. 
la  foffituzione ,  farà  dt  —  dq 

y  cc  +-  bb  —  tt  y  bb  —  qq, 

Sia  per  un  cafo  cc*-bb-hh  ,  in  tale  fuppofto  farà 
tzzq  ,  cioè  b-h  z  —  q—hx,  dunque  bz+-zz—hx  ,  e  po- 

£ 

nendo  in  luogo  di  z  il  fuo  valore  ,  farà  l’equazione-* 
delia  curva  by  xx  +-yy  +■  xx  +-  yy—bx  ,  il  che  ec. 

88.  Il  Canone  affegnato  c’infegna  la  maniera  an~ 
cora  dì  paffare  dall’equazione  differenziale  di  una  curva 
all’ affé  a  quella  del  fuoco  nel  modo  ,  che  fegue  , 
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Si  cerchi  l’equazione  al  fuoco  in  un  circolo,  prefa 
il  fuoco  in  un  punto  della  fua  circonferenza  A „ 

Sia  (  Fig.  8 .)  tAHz:  b  t  A  G  zz  x ,  A  C  zz  zzzV  hx . 
Richiamifi  a  memoria  la  formola  pdz  —  dq  , 

z  V  hh  —  qq 

ove  fi  è  prefo  . q  zz  hx;  poiché  per  l’equazione  locale 

del  circolo  è  hx  zz  zz ,  farà  q  —  z  ,  ficchè  fatta  fva- 
nire  la  q ,  foftituendo  il  fuo  valore  z ,  farà  pdz  zz  dz  , 

z  V  hh  —  zz 

o  fa  p  zz  z  ;  nella  formola  adunque  pdz  —  du  le 
V  hh  —  zz 

in  cambio  di  p  foftituiraffi  il  valore  ritrovato  ,  farà 

z^z  —  du ,  equazione  del  circolo  al  fuoco  prefo  nel 
V  hh  —  zz 
punto  A . 

ESEMPIO  IL 

8p.  Si  cerchi  l’equazione  delle  fezionì  coniche», 
riferite  al  loro  umbilico  M.  (  Fig.  6.  ) 

Chiamata  MB  zz  x  s  BDzzy9  l’equazione  genera- 

o  le  5 
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le  ,  che  abbraccia  tutte  le  fezioni  del  cono  ,  farà 

a  ±.  ex  —  \/xx-i-yy  ,  cioè  ;  alla  parabola  col  pararae- 
~T 

tro  la  ,  quando  c  —  b  ;  all’  elliffi  coll’  affé  trafverfo 
r:  iabb  ,  col  conjugato  =  lab  ,  dillanza  del  fuo- 

bb  —  cc  ixbb  —  cp 

co  dal  vertice  —  ab  ,  fe  b  fia  maggiore  di  c  ;  all' 

b  +-  C 

iperbola  coll’  affé  trafverfo  =  idbb  ,  col  conjugato 

cc  —  bb 

—  2 ab  ,  diflanza  del  vertice  dall’ umbilico  —  ab  , 


fe  b  fia  minore  di  c  ;  fe  c  —  o  ,  farà  al  circolo  col  dia¬ 
metro  —  za.  Ma  V  xx  +-yy  —  z  ,  dunque  a  ±  ex  —  z  , 

T 

ed  in  oltre  hx  —  zq  ,  dunque  a  dz  czq  —  z  ,  ovvero 

~bh 

±.  bb  ~  abh  =  q  ,  e  differenziando  iz  abchdz  —  dq  ,  o 

c  cz  eczz 

qq  —  bbhh  —  lahbhh  +-  aabbhh  ,  ed  hh  — -  qq  —  hh  — - 

CC  ccz  cczz 

bbhh  +•  zabbhh  —  aabbhh  ,  avremo  dunque 


cc  ccz  cczz 

dq  — 

±  cbqhdz 

II 

1^3- 

1  ** 

<s# 

1/  hh  —  qq  cz  ! /hhcczz- 

-bbh 2  z 1  +-  zabbh z  z — a 2  bbhh 

z 

dunque  p  — 

il  abh 

,  ed 

V  hhcczz  —  bbh 2  z 1  +•  zabbh 1  z  —  aabbhh 

effendo 
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effendo  pdz  —  du  }  avremo  l’ equazione  cercata. 

±;  abhdz  r:  du  *  II  legno 

V  bhcczz  —  bbhhzz  zabbhhz  • — aabbh'h 

negativo  ferve ,  quando  le  affilTe  fi  prendono  dal  fuoco 

verfo  il  vertice  ,  il  pofltivo  al  contrario  ec. 

5>o.  Diffi  doverli  ridurre  l’equazione  della  curvai 
al  fuoco  ad  un  altra  riferita  all’  alle  ,  non  perchè  ciò 
Ila  neceflario  affolutamente  per  le  compianazioni  delle 
fuperficie  ,  e  per  le  cubature  de"  folidi  mentre  tutto 
quello  fi  può  ottenere  per  mezzo  del  noto  Teorema-. , 
cioè ,  che  La  periferìa  della  curva  moltiplicata  nel  viaggio 
del  centro  di  gravità  d'ejfa periferìa  è  eguale  alla  fuper¬ 
ficie  del  Solida  ,  che  dalla  rotazione  viene  generato  ;  e  l’ae¬ 
rea  della  curva  moltiplicata  nel  viaggio  del  centro  di  gra¬ 
vità  d’ejfa  area  è  eguale  al  folido  accennato  ;  ma  qui  non 
fi  fuppone  il  Lettore  informato,  di  effi  centri  di  gravità . 

Ora  per  avere  una  fufficiente  idea  delle  curve  rife¬ 
rite  al  fuoco  *  mi  faccio  ad  indagare  la  loro  cofiruzio- 
ne  .  Sia  una  di  quelle  BCD,  (  Fig.  p.)  le  coordinate^ 
infinitamente  profiline  AC,  A  E ,  che  partono  dal  punto 
A  ,  fi  chiamino  z  la  loro  differenza  FE  —  dz  ,  e  l’ar¬ 
chetto  minimo  CF  defcritto  col  centro  A  fia  =:  àve . 
La  natura  della,  curva  venga  generalmente  efprelFa-. 
dall’equazione  differenziale  pdz  —  du  r  in  cui  la  p  è  da¬ 
ta  in  qualfivogìia  modo  per  z. .  Si  noti  pertanto ,  che  il 

o  z  primo 
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primo  membro  pdz ,  avendo  le  variabili  z  ,  che  tutte 
prendono  origine  dal  polo  A,  è  integrabile  o  algebra!” 
camente  ,  o  trafcendentemente  ;  ma  l’altro  membra 
du ,  lenza  incorrere  in  paralogifmo ,  non  può  fom mar- 
fi  ,  non  effóndo  egli  già  la  flu filone  dell’  arco  u  ,  perchè 
effo  elemento  du  crefce,  o  cala  in  doppio  fenfo  ,  cioè 
ed  in  fe  fteffo  ,  e  coll’  aumentarli  o  diminuirli  dell'or- 
dinate  AC,  A  E  .  Per  procedere  adunque  aggiuffata- 
mente,  col  raggio  arbitrario  Al—r  fi  deferiva  il  cir¬ 
colo  JGH,  e  fìa  nella  periferia  determinato  un  punto 
qualunque  7,  da  cui  fi  prendano  come  da  punto  fiffb 
gl' archi  crefcenti  IG ,  IH ;  e  prorogate,  fe  occorre, 
le  variabili  A  C ,  A  E  fino  in  G  ,  ed  H ,  faranno  limi¬ 
li  i  fettori  ACF ,  AGH ,  e  però  z  ,  du  ::  r  ,  Gff,’ 
che  fi  chiami  dq ,  dunque  zdq  —  du  $  ma  per  l'equazio- 

r 

ne  generale  della  curva  è  pdz  —  du  ,  dunque  zdq  ~  pdz 

'  r 

e  però  rpdz z: dq ;  quindi  fom mando,  farà  C rpdz^qzzIG. 

z  J  z 

Le  collanti  aggiunte  ,  o  levate  nell’ integrare  altro  non-*' 
farebbero ,  che  diverllficare  il  fitto  del  punto  I . 

/  •_  ..  *,  ,  -,  ’::ì  -,  ,  ,  r; , 


ESEM- 
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ESEMPIO  I. 

Sia  da  cortruirfi  la  fpirale  logaritmica ,  la  di  cui 
equazione  è  adz  —  du  ;  ma  du  —  zdq  ,  dunque  adz—zdq.; 

b  r  b  r 

o  pure  ,  perchè  il  raggio  AI  b  alTunto  ad  arbitrio  , 
fatta  b  —  r  ,  e  prefa  a  come  unità  ,  dz  —  dq  ,  ed  irne- 

Z 

grando  ,  /  z  —  q  ,  la  di  cui  eiezione  geometrica  è  tra- 
fcendente  ,  ma  fempliciffima  . 

ESEMPIO  II. 

Sia  la  fpirale  iperbolica  della  fottangente  collante 
—  a ,  e  però  l’equazione  adz  =  du  ;  ma  du  —  zdq  , 

z  r 

dunque  ardz  —  dq  ,  e  fommando  farà  b  —  ar  —  q  ec. 

zz  z 

In  tali  corruzioni  fi  à  Tempre  l’arco  IG  di  circo¬ 
lo  ,  che  forma  l’omogeneo  di  comparazione  ,  l’altro 
membro  j~ rpdz  può  elfere  integrabile  analiticamente , 

come  nel  fecondo  efempio  ,  o  trafcendentemente  per 
via  della  quadratura  deli’iperbola ,  come  nel  primo,  o 
per  qualunque  altra  più  comporta  .  Quindi  in  un  folo 
cafo  le  nortre  curve  poflòno  elfer  algebraiche  ,  cioè 

quan- 
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do  la  quantità  J"  rpdz  poffa  ridurfi  alla  rettificazione 


d'un  arco  di  cerchio  ,  che  al  corrifpondente  IG  dia_*, 
come  numero  a  numero  .  Se  la  proporzione  foffe  per 
avventura  forda  allora  la  curva  BCE  D  farà  bensì  me¬ 
tanica  ,  ma  non  già  dipendente  dal  tetragonifmo  del 
cerchio  M  riducendofì  ad  un  problema  diverfo  confiden¬ 
te  nei  dividere  gl’ archi  circolari  in  qualunque  data  ra¬ 
gione  ,  il  che  può  ottenerfi  per  mezzo  dell’  Elice  o  fia 
Spirale  d’Archimede  ,  o  della  Quadratica  di  Dinodrato . 

Le  foprafcritte  cofe  ci  fomminidrano  un"  altro  mo¬ 
do  di  far  paffaggia  dalle  efpreffioni  delle  curve  al  fuo¬ 
co  a  quelle  ,  che  fi  riferifcono  all’ alle  ,,  o  al  contrario  . 
Giacché  rpdz—  dq  =  rrdt  ,,  chiamata  la  tangente  I K  ~t 


rr  +-  tt 


(  num.  26.  )  farà  effa  tangente  t  data,  analiticamen¬ 
te,  o  trafcendentemente.  per  z ,  ma  A 1- r ,  A  K  -  k  rr+-  tt» 
AM  —  x,  MC  —y  ,  dunque  rz  —Vrrjr~  tt  ,  e  dopo 


33 


le  debite  riduzioni  »  r  y  zz  —  xx  —  t  —  ry  ,  ma  t  è  dato 


X' 


X 


per  z  5  e  z  —  Vxx-byy»  dunque  damo  arrivati  alia_» 
curva  locale  all’ ades  che  lodo  fi  riduce  alle  Lolite  coor¬ 
dinate  x  s  y  ..  Tornando  indietro  per  la  della  drada  fi 
palla  dalle  equazioni  all’  affé  a  quelle  al  fuoco 
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Ripiglio  Pefempio  dei  num.  87. ,  cioè  la  curva^ 
zdz  zz  du  riferita  al  fuoco,  per  riferirla  all' 


v  cc  —  ibz —  zz 

affé .  Poiché  lì  è  prefa  pdz  —  du  per  equazione  genera¬ 
le  delle  curve  riferite  al  fuoco ,  farà  in  quello  cafo  par¬ 
ticolare  p  zz  z  ,  onde  furrogato  quello 

V  cc  —  ibz  —  zz 

valore  in  luogo  di  p  nell’equazione  rpdz  zz  dq  zz  rrdt , 

z  rr  4-  tt 

farà  r^z  —  rr dt  »  Faccio  b  4-  zzzs ,  dz-ds, 

tt 


rr  ■ 


V  cc  —  2  bz  —  zz 
bb  4-  2 bz  +-  zz  zz  ss  ,  onde 
tuiti  quelli  valori ,  farà 


2  bz- 
rds 


■ZZ  —  bb 

zz  rrdt 


ss ,  e  fofti- 


cioe 


Vcc^-bb  —  ss 


rr  +■  tt 


fatta  cc  +  bb  zz  bb  ,  rds  ,  o  fia  rhds  zz  rrdt  ; 

.  .  T,  '  '  >  TT -  rr-h'tt 

1/  bb  —  ss  hi''  hh  —  ss 

ma  l’integrale  del  primo  membro  è  un’arco  di  cer¬ 
chio  ,  di  cui  fia  h  il  raggio  ,  ed  s  il  feno  del  comple¬ 
mento,  (  num.  37.)  moltiplicato  nella  frazione  collante 

r  ,  e  l’integrale  del  fecondo  è  un’arco  di  cerchio  del 
T 

raggio  r ,  tangente  t  ;  dunque  il  primo  arco  farà  al  fe¬ 
condo  ,  come  h  ad  r  ,  cioè  faranno  tra  loro  ,  come  i 
raggi ,  dunque  fono  fintili  ,  dunque  nella  fieffa  ragione 
de’  raggi  fono  pure  le  tangenti  ;  e  perchè  la  tangente 

del 
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del  primo  arco  è  h  Vkh —  ss  ,  farà  h  vhh  —  ss,t::h , 

I  s 

r9  cioè  t  —  r  \/ hh — ss  ,  quindi  redimito  il  valore  di 

s 

s  ,  e  pollo  ry  in  luogo  di  t ,  fi.  averà 

X 

ry  ~  rVhh—bb  —  z bz  —  zz  ,  equazione  ridotta  all”  aflfe 

X  b  +-  z 

la  quale  fi  efprimerà  con  le  fole  coordinate 
ponendo  in  luogo  di  zz  il  valore  xx  +~yy  ,  e  farà  by 

y  V  xx  -h yy  ~  x  V  hh  ~~bb  —  2 b  V xx-^yy —  xx — yy  , 
che  è  la  fleffa  della  ritrovata  ai  citato  nura.  87. 

Per  pattare  dall' equazioni  all’ affé  a  quelle  del  fuo¬ 
co*  prendo  l’Efempio  I.  del  num.  88.  la  di  cui  equazio¬ 
ne  al  circolo  è  z—Vhx  (  Fig.  8.  )  • 

La  tangente  data  per  z  dell’arco  0  0  defcritto  col 

centro  A  *  raggio  r  3  fi  trova  effere  r  v  hh  —  zz  zi  t  ; 

Z 

dunque  nell’  equazione  canonica  dq  —  rrdt  fofiituiti  in., 

rr  +.  tt 

luogo  di  f  ,  e  di  dt  i  rifpettivi  valori  ,  averemo 
dq  sz  —  rdx  ;  pongo  —  dq  ,  perchè  crefcen- 

v  hh  —  zz 

do  AC ,  (z)  cala  l'arco  0 Q  (q)  ;  ma  dqzzrdu,  quin¬ 


z 


di 
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dì  r^u  ~  r^z  »  cioè  ziz  ~  ,  che  è  la  ilef- 

z  — -  ■  ■■■■'—  - : - * 

1/  hh  —  zz  V  hb  —  zi 
fa  equazione  della  ritrovata  al  nutn.  88. 

pi.  Nè  meno  fono  neceffarie  le  particolari  for mo¬ 
le  ,  che  fi  fono  ritrovate  nel  cafo  delle  curve  con  le_» 
coordinate  in  angolo  obbliquo  tra  loro  ,  perchè  tali  equa¬ 
zioni  poffono  fempre  mutarli  in  altre  ,  che  abbiano  le 
coordinate  in  angolo  retto  ,  ed  indi  poi  fi  potrà  fervirfi 
delle  folite  formole  . 

Ed  in  fatti  fi  chiami  (  Fig.  j.)  HG  =  p  ,  AG-  q; 
è  adunque  p  ~ny ,  q  —  x-^ey^  denominando  ,  come  fo- 

m  m 

pra  ,  A  B  —  x  ,  BD  zz  y  ,  e  la  ragione  del  feno  tutto  al 
feno  retto  quella  di  m  ad  n ,  al  feno  del  complemento 
quella  di  m  ad  e  ;  adunque  farà  y  —  mp  ,  x  —  q  — 

n 

’ey  —  q  —  ep  .  Softituiti  per  tanto  nella  propolla  equazio- 

m  n 

ne  in  luogo  di  x  ,  ed  y  quelli  valori  dati  per  p9  e  q, 
avralfi  l’equazione  delia  curva  con  le  coordinate  in  an¬ 
golo  retto  fra  loro  .  Ma  fuccederà  bene  fpelfo  ,  che  l’e¬ 
quazione  primitiva  fia  femplice  ,  e  trasformandola  fi  fac¬ 
cia  affai  com polla  ;  anzi ,  che  effendo  feparate  le  inco¬ 
gnite  nella  propolla ,  non  lo  fieno  nella  trasformata-,  , 
il  che  è  di  maggiore  difficoltà ,  nè  poffano  fepararfi. 
con  le  folite  regole  di  divifioni ,  ellrazìoni  di  radici  ec0 

Tut- 


P 
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Tuttavia  però  in  molti  cafi  particolari  non  farà  forfè,, 
mal  fatto  il  mettere  a  prova  ,  e  I'una  ,  e  l’altra  manie¬ 
ra  per  appigliarfi  a  quella  ,  che  nel  dato  cafo  farà  più 
comoda  . 

Ma  farà  opportuno  venire  agl'  Efemp] ,  ne’  quali, 
quando  non  fi  avvilì  in  contrario  ,  intenderai!!  fempre , 
che  le  coordinate  fiano  fra  loro  in  angolo  retto  . 

Delle  Quadrature  de ’  Spazj  . 

ESEMPIO  L 

92.  Sia  AB  C  (Fig.io.)  una  parabola apolloniana  dell’e¬ 
quazione  ax  ~yy ,  una  qualunque  affìtta  A  D~xsDB=:y^ 

e  debbalì  quadrare  Io  fpazio  A  DB.  Sarà  dunque y  —  Vax, 
e  pollo  quello  valore  nella  formola  generale  de’  fpazj 

(  ydx  )  in  luogo  di  y  ,  farà  elfa  dx  Vax ,  ed  integrando 

~  x\ /'ax +-b  .  La  quantità  b  è  la  Polita  collante,  cho 

nelle  integrazioni  devefi  aggiungere,  e  che  ora  fa  d’uo¬ 
po  di  determinare  .  Nel  punto  A ,  cioè  quando  x  —  o  , 

lo  fpazio  è  zero,  adunque  l’integrale  ~  xi/ax-t-b,  che 

efprime  quello  fpazio  ,  deve  pure  effere  zero ,  fatta.. 

x  —  o,e  però  farà  -jo^of  b— o,  cioè  b—  o  ;  vale  a 

dire,  che  in  quello  calo  non  devefi  all’integrale  aggiun¬ 
gere  collante  alcuna  . 


Adua- 
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Adunque  farà  Io  fpazio  ABD  —  ~  ,  ma_, 

—  y,  onde  ABD  —  ~  xy  ,  cioè  eguale  a  due  terzi 
del  rettangolo  dell’ affida  nell’ordinata. 

Quindi  fe  fi  volefle  lo  fpazio  chiufo  da  una  fiflfa_,, 
e  determinata  affilTa  ,  ed  ordinata  ,  per  efempio  quando 
fia  x  —  za;  comecché  ,  per  l’equazione  della  curva  ,  è 

in  quello  cafo  y  —  Vz aa  ,  farà  lo  fpazio  =:  -  aaVz  *  Se 

le  afflile  della  parabola  non  principiaffero  dal  vertice  A , 
ma  da  un  dato  punto  D;  polla,  per  efempio  AD  — a, 
una  qualunque  D  E  zz  x ,  il  parametro  —  f,  farà  l’equa¬ 
zione  af  +•  fx—yy ,  ed  y  ~  \xaf  +-fx  .  Sofiituito  quello 
valore  nella  formola  ydx  ,  farà  elfa  dxixaf  +-fx a  ed  in¬ 
tegrando  ~  xìSaf' +-fx*-b  eguale  allo  fpazio  DCEB. 

Ma  per  determinare  la  collante  b  fi  rifletta  ,  che  nel 
punto  D  ,  cioè  quando  x-o,  lo  fpazio  è  eguale 
zero  ,  adunque  nell’  integrale  fatta  x  ~  o  ,  dovrà  edere 

~  aV$f+-  b  —  o,  e  però  la  collante  b  —  — za  Vaf\  adun- 

que  per  avere  l’integrale  compito,  in  luogo  di  aggiun¬ 
gere  la  b9  bifognerà  fottrarre  ~  a  ]/af9  e  però  lo  fpazio 

ricercato  DC.EB  farà  -  X  a  +-  x  Vaf+.fx  —  ~  a  Vaf* 
Sia  AE~a ,  ed  in  £  principi  la  x  verfo  A,  e  fia 

P  2 


una 
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una  qualunque  ED  —  x ,  farà  l’equazione  af —fx-yy  9 

ed  y  —  V  af  ■ — fx ,  onde^i#  —  dxl^af —  fx  ,  ed  integrali- 

do,  farà~q-7^X*7 Ma  ^ando  *=0* 
lo  fpazio  pure  è  ~o ,  adunque  fatta  nell'integrale  x—o* 

dovrà  effere  —  |  -t-b  —  o ,  e  però  &  af  ; 

adunque  Io  fpazio  EDBCzz~a  Vaf —  ~  X<*  — x  V  af—fx  = 
Si  è  veduto,  che  generalmente  lo  fpazio  AEG 
nella  parabola  è  =  ~  A  E  X  EC  ,  cosi  lo  fpazio  A  DB  — 
~  AD  X  DB  ;  adunque  lo  fpazio  DECB  farà  ~ 

d  A  E  X  £C— |  X  D£s  il  che  appunto  confron¬ 
ta  col  calcolo  dell’uno,  e  dell’altro  cafo  dell’ origine^ 
della  x  dal  punto  D  verfo  £  ,  e  dal  punto  E  verio  D. 

Prendo  l’equazione  generale  a  tutte  le  parabola 

m  n 

di  qualunque  grado  am  xn  —  ,  onde  farà  y  —  a  r  x  r  , 

m  n 

e  però  la  formola  ydx  —  a  r  x  v  dx  ,  ed  integrando  ,  fa« 

m  n  +-  r 

ràlo  fpazio  —  va  r  x  r  -t-b  3  ma  prefa  x  —  o  ,  fi  tro* 
n  +■  r 

va  effere  b  —  o  ,  adunque  non  va  aggiunta  coflante_. 

m  n  4-  Y 

alcuna  ,  e  1*  integrale  ritrovato  ra  v  x  r  è  compito  ,  e 


n  r 


po- 
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m  h 

ponendo  y  in  luogo  di  a  r  x  r  3  farà  rxy  allo  fpazio 

n  •+■= r- 

ricercato  . 

ESEMPIO  IL 


mi  - * 

5? 3-  Sia  la  curva  y  —  ]/  x^a  ,  farà  adunque^ 

mi  —— 

ydx  =  dx  y  x+-  d  ,  ed  integrando  ,  farà  lo  fpazio 


m  \x+  a  X  *+■  am 


m+- 1 


Ma  polla  x~  o,  dovrà  elfere  b—- 


m 


mj 

X^  Y 


m  h-  £ 


adunque  l’ integrale  compito ,  cioè  lo  fpazio  ricercato 
Tara  r:  ni  \  x  -t-  a  x  ■ t-  a  —  m  X  $  &  • 


m  +-  i 


m-h  1 


ESEMPIO  1 1  L 


94.  Sia  l’ iperboli  fra  gl* afintoti  FE  D ,  ( F/g.  ir.) 
e  fi  a  JB  —  x  ,  BE  —y  ,  e  l’equazione  xy  —  aa  ;  farà 
y  ~  mj  e  pelò  ydx  —  aaàx  ,  ed  integrando,  farà  lo 

«  X 

fpazio  =  a  l  x+-b  ,  prefo  il  logaritmo  nella  logaritmi¬ 


ca 
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ca  della  fottangente  —  a  .  Ma  polla  x  —  o  ,  il  logarit¬ 
mo  del  zero  è  quantità  infinita  ,  e  negativa  ,  per  la  na¬ 
tura  della  logaritmica  ,  adunque  la  quantità  b  da  aggiun¬ 
gerli  all’integrale  deve  effere  quantità  infinita,  e  poltri¬ 
va  ,  e  però  infinito  lo  fpazio  comprefo  della  curva  E  F 
prodotta  in  infinito  ,  dali’afintoto ,  e  dalle  due  coordi¬ 
nate  A  È ,  BE  , 

Sia  l’iperboloide  dell’equazione  a 3  ~  xyy  ,  farà 
y  -  1/  cF_ ,  e  però  ydx  =  dx  y  ,  ed  integrando  , 

x  X 

farà  lo  fpazio  —  2  i/a3x+-b  ,  ma  polla  x~ o,bb  —  ot 
adunque  non  fa  d’uopo  aggiungere  collante  alcuna  ,  e 
l’integrale  compito  ,  cioè  lo  fpazio  ABEF  infinitamen¬ 
te  prodotto  all’ insù,  farà  21 / a3  x  ,  quantità  finita,  o 
ila  ,  per  l’equazione  della  curva,  ~  2 xy  . 

Sia  l’ iperboloide  dell’  equazione  a 3  =  xxy  ;  farà 
y  —  a3 ,  ed  yàx  —  a3 dx  ,  ed  integrando  farà  lo  fpazio  — 

XX  XX 

—  a3  ±-h  ,  ma  polla  x  —  o  ,  farà  a 3  quantità  infinita, 

X  o 

adunque  b  è  eguale  all’infinito  ,  onde  per  avere  l’inte¬ 
grale  compito  bifognerà  aggiungere  quantità  infinita.,  a 
e  però  farà  infinito  lo  fpazio  . 

Sia  generalmente  l’equazione  a  tutte  le  iperboloi¬ 


di 
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m  +.  n  «  n 

_ _ *-H 

di  am  Jf“nzz xyym  ?farà  y  —  a  m  x  m,Q 

m  +-  n  m  — -  n  • 

ma  m  x  m  +»  b  ,  Se  m  zz  i  ,  n  zz  i  , 


m  ■ 


n 


avremo  j' ydx  zz  aa  +-  b ,  quantità  infinita  ,  onde  lo  fpa~ 

zio  infinito  „  come  fi  è  veduto  di  fopra  . 

Se  «  =  i  ,  m  —  a  ì  cioè  a 5  :=  xyy  ,  farà  J * yiaf  = 

2  3 x  +-b  ;  ma  polla  se  —  o  ,  farà  pure  adun¬ 

que  l’integrale  compito,  cioè  lo  fpazio  cercato  =  2 k" ,3* 2  3 4 x  zz 
2A?/  ,  per  l’equazione  della  curva  ,  e  però  finito  ,  quan¬ 
tunque  infinitamente  prodotto  all’  insù  dalla  parte  di  F . 

Se  n  zz  2  ,  wci,  cioè  a 3  =  awj  ,  farà  j' ydx  zz 
—  a3  ma  polla  #=0,  farà  - —  a5  infinito  ,  e_* 


però  b  zz  all'infinito  ,  adunque  fi  deve  aggiungere  all* 
integrale  quantità  infinita  ,  e  però  lo  fpazio  farà  infinito . 

Se  n  zz  1  ,  m  zz  3  j  cioè  a*  zz  xy ? ,  farà 

4 

|  a  3  a?  i  +-#  ;  ma  polla  «ro,  farà  b  zz  o  3  adunque 

l’integrale  compito,  cioè  lo  fpazio,  farà  —  ~  V  a*xxzz 

—  ~  sey  ,  quantità  finita  ,  quantunque  infinitamente  pro¬ 
dotta  all’ insù. 


Se 


7j2,  istituzioni 

Se  n  —  3  ,  m—  i  ;  cioè  a4  =  x  'y  ,  farà  =: 

!4  +-  b  ;  ma  porta  ^  =  o  ,*  è  b  ~  00  ,  adunque..* 


<r 


zxx 


Io  fpazio  infinito  . 

Se  n  zz  1  ,  m  —  4  ;  cioè  a%  —  xy 4 ,  farà  J' ydx  zz 


4  (/  as  x 3  +-  &  ;  ma  porta  a?  =  o  ,  farà  èro,  adunque 


l’integrale  compito  ,  cioè  lo  fpazio,  farà  —  4  y  as  x!  — 

ì 

4  «7  ,  quantità  finita  . 

Se  n  —  4  ,  m  —  1  ;  cioè  a*  —  x*y  ,  farà  ^ yi#  — 

—  ns  +-  b  ;  ma  porta  x  —  o  ,  farà  b  eguale  all’  infini-» 

3* 3 

to  ,  adunque  infinito  lo  fpazio  .  Con  la  rtefla  maniera 
fi  potrà  procedere  quanto  fi  vuole  . 

Prendami  ora  le  affile  dal  punto  B  ,  e  fi  cerchi 
Io  fpazio  BCDE  .  Sia  dunque  AB  zz  b  ,  BC  zi  x  , 
C  D  =  y  ,  e  fia  la  rteffa  iperbola  apolloniana ,  la  di  cui 
equazione  by  +■  xy  zz  aa  ;  adunque  farà  y  zz  gg  ,  e  però 

b  x 

ydx  zz  aadx  5  ed  integrando  f  ydx  zz  a  I  b +-  x  ,  pre- 

b  -j~  x 

fo  il  logaritmo  nella  logaritmica  della  fottangente  zza. 

Ma 
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Ma  per  determinare  la  cortame  /  ,  porta  x  -  o ,  dovrà 
ertere  f  —  — a  / b  ,  adunque  l’integrale  compito  ,  cioè 

!o  fpazio  BCDE  farà  a  Ib-t-x  —  a  Ih. 

Se  fi  prenda  BCzz  x  infinita,  farà  infinito  lb+-x; 
adunque  lo  fpazio  EBCD  infinitamente  prodotto  dalla-, 
parte  di  C  è  infinito  . 

Si  prenda  x  negativa  n  BAzz — b,  farà  a  ff+^x 
eguale  ad  a  moltiplicato  nel  logaritmo  del  zero  ;  ma  il 
logaritmo  del  zero  è  quantità  infinita,  e  negativa,  adun¬ 
que  in  quello  cafo  Io  fpazio  è  negativo  ,  cioè  dalla  par¬ 
te  di  M,  ed  è  infinito,  come  fi  è  veduto  anche  di  fo- 
pra  ,  e  però  lo  fpazio  tra  l’iperhola  apolloniana  ,  e  gli 
afintoti  è  infinito  dall’  una  ,  e  dall’  altra  parte  infinita¬ 
mente  prodotto  . 

Sia  l’iperboloide  cubico  dell’equazione  byy  -f-  xyyzza\ 
far  ky—^/  a  5  ,  ond  e  ydx  zz  dx  t/  a  3  ,  ed  integrando 

'  £+-  x  '  i>+-  X 

J'ydx  zzi\ /a}  b  +  a*x  +•  f ,  ma  porta  x  zz  o  ,  farà  /  z: 

- —  2\ya}b  ,  adunque  l’integrale  compito  ,  o  fra  lo  fpazio 

EBCD ,  farà  —  2  Valb-\-aì  x  —  21 /a^b  ,  quantità  alge¬ 
brica  .  Prefa  x  infinita,  farà  infinito  lo  fpazio  EBCD 
infinitamente  prodotto  dalla  parte  di  C. 

Prefa  *  negativa  zzB  A  zz  —  b  ,  l’integrale  farà  — 

%V(Eb  ,  adunque  lo  fpazio  farà  negativo  ,  cioè  fa- 

q  rà 
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rà  FEBAM ,  e  farà  finito,  quantunque  infinitamente  pro¬ 
dotto  dalla  parte  di  M ,  come  fi  è  pure  veduto  di  Co¬ 
pra  . 

,  ■  2r 

Sia  l’iperboloide  dell’equazione  b  +  x  Y.y~a%  3  farà 
y  —  <2 3  ,  onde  ydx  —  a1  dx  .  Ed  integrando 


b  4-  X  b  - 1-  x 

j  ydx  —  —  cE  +-/,  ma  polla  x  =  o3  farà/  —  a%  ;’adun- 

b  4.  x  b 

que  l’integrale  compito,  cioè  lo  fpazio  EBCD  fara  z: 
a' —  a' ■ .  Prefa  »  infinita,  il  termine  —  a 3  farà 

b  b- i—  -X  b  +-  x 

zero  ,  adunque  lo  fpazio  farà  finito  ,  quantunque  infini¬ 
tamente  prodotto  dalla  parte  di  C ,  Sia  x  negativa  — ' 
B A  zz  —  b  ,  l’integrale  farà  a3  ■ —  a5,  ma  —  a 3  è  quan- 

b  o  O 

tità  infinita ,  e  negativa  ,  adunque  lo  fpazio  farà  dalla-- 
parte  di  M  infinito  ec. 

Con  quella  metodo  operando  trovera-ffi  ,  che  Io 
fpazio  tra  l’iperbola  apolloniana  ,  e  gli  afintoti  infinita¬ 
mente  prodotto  farà  infinito  dall’ una,  e  dall’  altra  parte  ; 
tra  l’iperboloide  primo  cubico  ,  e  gli  afintoti  farà  fini¬ 
to  dalla  parte  di  M,  ed  infinito  dalla  parte  di  C\  tra 
l’iperboloide  fecondo  cubico  5  e  gli  afintoti  farà  infini- 
to  dalla  parte  di  M ,  e  finito  dalla  parte  di  C ;  tra  l’iper¬ 
boloide  primo  del  quarto  grado  ,  e  gli  afintoti  farà  fi¬ 
nito  dalla  parte  di  M ,  ed  infinito  dalla  parte  di  C;  tra 

l’ iper- 
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l’iperboloide  fecondo  ,  e  gli  afintoti  farà  finito  dalla-, 
parte  dì  C  ,  ed  infinito  dalla  parte  di  M  ec. 

Per  porre  in  opera  le  ferie  .  Prendo  l'efprefiìone^ 
dello  fpazio  BCDE  della  fqddetta  iperbole  apolloniana, 
cioè  aadx  , 

b  +■  « 

Ridotta  quella  in  ferie,  farà  ella  —  aadx  — aaxdx  - h 

b  bb 

aaxxdx  —  aax* dx  ec. ,  ed  integrando  aax  —  aaxx  +* 

b}  b*  b  2 bb 

■i -aax1 *  —  aax*  ec. ,  la  qual  ferie  infinitamente  prodot- 

3  à5  4  b* 

ta  equivale  appunto  allo  fpazio  BCDE  ,  e  fe  folle  fom- 
mabile  ,  ci  darebbe  in  termini  finiti  ,  cioè  algebraica- 
mente  lo  fpazio  cercato  ,  vale  a  dire  la  quadratura-, 
dell’  iperbola  ,  ma  non  elfendo  foto  aiabile  ,  quanti  più 
termini  di  effa  fi  prenderanno,  principiando  dal  primo, 
tanto  più  ci  avvicineremo  al  giufio  valore  dello  fpazio. 

Prendo  l’ affida  B  T  dalla  parte  de’  negativi  ,  farà 
l’ equazione  della  curva  by  — •  xy  —  aa  ,  e  però  ydx  — 
aadx  ,  e  riducendo  in  ferie  ,  farà 
b — 'X 

ydx —  aadx  +-  aaxdx  -h  aaxxdx  +-  aax 3  dx  +-  aax* dx  ec.  ,  ed 
b  bb  bì  b 4  b 5 

integrando ,  ^ ydx — aax  +•  aaxx  +•  aax 5  +■  aax 4  +-  aax  ■  ec. 
J  b  ibb  3  bl  qb*  $bs 

q  2  eguale 
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eguale  allo  fpazio  BTPE  .  Prefa  BT  B  A  ,  lo  fpazio 
FEBAM  infinitamente  prodotto  dalla  parte  di  M-  fa¬ 
rà  —  aa+-  aa  +  aa  +-  aa  +.  aa  ec.,  ferie  di  valore  infinito  ; 

*  V  4  5 

adunque  lo  fpazio  infinito  » 

< 

ESEMPIO  IV. 

95.  Fra  gl’ afintoti  AS  ,  AB  (  Fig.  12.  )  fia  l’iper- 
boia  equilatera  OC  ,  e  fia  AB  zz  BC zz  a  }  B1  —  — x  . 
S’intenda  deferitta  la  curva  mecanica  BEF  tale,  che 
il  rettangolo  di  AB  in  qualunque  ordinata  IE  fia  egua¬ 
le  al  corrifpondente  fpazio  iperbolico  BCOI .  Si  ricer¬ 
ca  lo  fpazio  indeterminato  SA  BEF.  Sia  l’ordinata— 
lE  —  z.  Si  è  veduto  ,  eflere  lo  fpazio  BCOI  eguale 
alla  ferie  ax  +-  xx  +-  x%  +-  x*  +-  xs  ec. ,  polla  come 
2  3  a  4  aa  5 ai 

fuppongo  ,  a  zz  b  ,  adunque  per  la  proprietà  della— 
curva,  farà  zzz  x  +-  xx  +-  x 3  +•  J<C  ec. ,  e  però  zdx  zz 

za  3  aa  4  a3 

xdx  +-  xxdx  +■  x 3 dx  4-  x^dx  ec. ,  ed  integrando,  fara  fi" 
za  3  aa  4# 5 

miniente  lo  fpazio  BlEzz  xx  +-A?3-f-#4-f-A?s-j-A?'ì  ec.s 

2  I2tf<3  20,2! 5  30i3  f 

e  prefa  x-  a  zz  BA  rifpetto  a  tutto  lo  fpazio  SA  BEF 

infi- 
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imamente  prodotto ,  farà  eflb  ~aajr  aa*-  aa -**&&■*•  aa  ec. , 

%  0  IZ  ZO  30 

la  qual  ferie  è  fornmabile  ,  ed  è  zz'aa9  adunque  è  al- 
gebraicamente  quadrabiie?  ed  eguale  al  quadrato  di  BA 
lo  fpazio  infinitamente  prodotto  SABEF , 

ESEMPIO  V. 

96.  Sia  l’ipérbola  ATC 9  (  Fig.  13.  )  l’affe  trafverfo 
DA~  za ,  il  parametro  zzp,  EB—xìB  C~y ,  e  però  l’equa¬ 
zione  xx  —  aa  —  zayy  ,  e  fi  cerchi  lo  fpazio  «ABC ; 

~~T 

farà  dunque  y  r:  1/  pxx  —  paa  ,  e  però  la  formok-. 


paa  .  Fatto  fparire  il  fegno  radicale, 

1  a 

e  pafTando  all’  integrazione  ,  troverai!!  con  le  folite 
maniere  l’integrale  in  parte  algebraico  ,  ed  in  parte 
logaritmico,  adunque  lo  fpazio  ABC  dell’ iperbola  di¬ 
pende  dalla  defcrizione  della  logaritmica  . 

Se  fi  voglia  lo  fpazio  A  CHE  ,  lo  fpazietto  infini- 
tefimo  ITCH ,  fatta  MT  infinitamente  proifima  a  BC, 
ne  farà  l’elemento,  e  però  la  formola  farà  xdy  ,  incui 
fofiituendo  in  luogo  di  x  il  valore  dato  per  y  dall’  e- 

quazione  ,  farà  xdy  =  dy  5/  2 ayy  +•  aap  ,  il  di  cui  inre- 

p 


ydx  —  dx  y  pxx  ■ 


graie 


À- 
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graie  indiamente  dipende  dalla  logaritmica  . 

E  fe  tanto  nella  formola  ydx  del  primo  fpazio  , 
quanto  nella  xdy  dei  fecondo  fi  avelie  lo  lì  ituito  in-, 
luogo  di  dx  in  quella  ,  ed  in  luogo  di  dy  in  quella  i 
rifpettivi  valori  dati  dall’equazione,  E  farebbero  pari¬ 
mente  ritrovati  gl’integrali  della  lidia  natura. 

Per  far  ufo  delle  ferie  .  Prendo  la  formola  del¬ 
lo  fpazio  A  CHE  A  ,  cioè  xdy  ;  adunque  xdy  ~ 


dy  j/  igyy  4-  aap  ,  e  facendo  per  maggiore  facilità  zazzp, 
P 

(  giacché  le  collanti  non  alterano  il  metodo  )  cioè  fup- 

polìa  l’iperbola  equilatera  ,  farà  xdy  —  dy  Zyy  +-  aa  ,  e 
rìducendo  in  ferie  il  radicale  ,  farà 
xdy  —  ady  +-yydy — y^dy  i-y6dy  —  fy*  dy  ec.  ,  ed  ime- 
2 a  8ós 3  i6ai  128 a7 


grando  J  xdy ,  cioè  lo  fpazio  A  CHE  A  —  ay  +~ys 

6a 


yi  +.  y1  —  $y9  ec.,  ferie  che  non  fi  fa_. 


40 a1  7  X  Ii5^s  9  X 

fommare .  E  fottraendo  quella  ferie  dal  rettangolo  xy  , 
avrafii  lo  fpazio  ABC. 

Si  conducano  dal  centro  E  le  infinitamente  profil¬ 
ine  ET,  EC,  e  fia  AKP  tangente  nel  vertice.  Col. 
centro  E  fi  deferivano  gli  archetti  di  circolo  KQ ,  TR; 


farà 


/ 


ANALITICHE  LIB.  III.  7i  9 

farà  AK  —  ay  ,  e  K  P  axdy  —  aydxt  ET  zz  +•  >7  , 

EK  ~  <3  \/ xx  +-yy  ,  e  per  la  fimilitucline  de’  triangoli 

SC  • 

PK( 2,  KEA?  0  ila  TEM  3  farà  K  Qz:  axdy  —  aydx  , 

x  V  xx  +-yy 

<3  per  la  lìmilitudine  de’  fettori  EKQ,  ET R  3  farà 

TRzzxdy — jyiv,  e  però  farà  ~  ET\TR,  cioè  xdy  — ’ydx 

-  z 

Vxx  +-yy 

l’elemento  del  fettore  ETÀ,  e  fofli  tue  Lido  in  luogo  di  yy 

e  dy  il  valore  dato  dall’equazione  della  curva  y  zz  Vxx — aa9 
(  luppoita  equilatera  l’iperbola)  farà  aaàx  ,  ed  in- 

2  Vxx  —  aa 

tegrando  j"  aadx  ,  cioè  il  fettore  ETÀ  zz 
2  1/  xx  —  aa 

—  ~  a  /  x  —  Vxx  aa  nella  logaritmica  della  fottan¬ 
gente  =2  a  ,  il  quale  fpazio  è  efprefTo  da  quantità  nega¬ 
tiva  appunto  3  perchè  fi  aiTume  nel  fenfo  de’  negativi 
Riducendo  la  formula  in  ferie ,  troveremo  aadx  zz 

2  V  xx — aa 

aadx  -h  a 4 dx  +-3 a6 dx  -h  $as dx  +-  35a10dx  ec. 

2x  4# 3  i6xs  3  2x 7  25 ’6x9 

Ma  per  integrare  il  primo  termine  della  ferie  fa¬ 
rebbe 
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rebbe  d’uopo  ridurre  prima  quello  ancora  ad  una  ferie 
infinita  ;  adunque  farà  meglio  fare  più  fpeditamente  nel 
feguente  modo  .  Sia  EM  ~  x  ,  MT  zzy  ?  AK  —  z,  fa¬ 
rà  KP  zzdz  ,  e  fia  KEzzp  ,  A  E  zza,  femiaffe  trafver- 
fo  ,  il  fèmiaffe  conjugato-  =  b  .  Sarà  adunque  KQzzaJz, 

P 

ETzzpx_,  TR  =  x.dz  ,  e  però  \ET)^TR  -  xxdz  , 

a  p  ™ 

ma,  per  Inequazione  della  curva,,  è  yzzbj/xx — aa , 

a 

e  per  i  triangoli  limili  EAK  ,  EMT ,  farà  y  zz  xz  , 

a 

adunque  zx  zzb  Z  xx  —  aa  s  ed  xx  —  aabb  ;  e  pelò 

bb  _  zz 

la  formola  farà  abbdz  ,  cioè  ridotta  in  ferie. 


2  X  bb — zz 

adz  •*-  azzdz  +■  az *dz  +-  +=■  ec. ,  ed  integrando 

T  '  zbb  ~2b^  zb6  ib* 
r  abbdz  9  cioè  io  fpazio  ET  A  zz az_  +*  az1  -t 

J  777o~~T  2 


2  X  bb- 


az' 

iob‘ 


zz 
az 7 
I4#fi 


6bb 


az1 


ec. 


18U 


ESEM- 


ANALITICHE  LIB,  III. 


74 1 


ESEMPIO  VI, 


97.  Sia  il  circolo  ABD  (  F/g.  14.  )  col  diametro 
AD  zza  ,  e  fi  cerchi  l’area  d’un  qualunque  mezzo  feg- 
mento  A  HE  .  Fatta  A  E  —  a?  ,  E  H  zz  y  ,  farà  l’equa¬ 


\ 


zione  j/  “  V  ax  —  xx  ,  e  pero  ydx  —  dx  V  ax  —  xx  . 
Qui  non  occorre  liberare  la  formo! a  dalla  radicale  ,  o 
tentare  altri  modi,  a  fine  di  mutarla  in  un’altra  capace 
d’edere  integrata  algebraicamente  ,  o  per  mezzo  de’ 
logaritmi  ,  perchè  farà  fatica  fuperflua  ,  mentre  ci 
ridurremo  fempre  ad  una  forinola  di  quadratura-.  , 
o  rettificazione  di  circolo  ,  come  fi  è  notato  al  num. 
37.  ,  e  però  fenz*  altro  potraffi  procedere  con  le  ferie  . 

Rifoluta  adunque  in  ferie  la  formola  ,  farà 

Eli 

z  dx  — ■  x  %  dx  ■ 


dx  1/  ctx  —  xx  —  a  x 


■x  1  dx — x  ldxtc.r 


la 


Sa* 


1 6  a 


ed  integrando  j”  ydx  ,  cioè  lo  fpazio  AEH 


~azx 


x 


$ 

•— < 

z 


X 


X 


eco 


$a z  i8a  z  7ia  z 

Sia  ora  il  raggio  CA  zz  a  ,  e  fia  CE—x  ,  EHzzy  , 

r  c 


INSTI  TU  ZIO  NI 


7  4^ 

e  l’equazione  y  ~vaa — xx;  adunque ydx  —  dx  V  aa — xxt 
e  riducendo  in  ferie  ,ydx  —  adx  —  xxdx  —  x+dx —  x6  dx  — - 

la  Sa1  1 6a* 

ìx'Ax  ec. ,  ed  integrando  ,  J* ydx  ,  cioè  lo  fpazio 
128  a7 

CEHB  —  ax  - —  x 3  —  x 5  —  #7  • —  5^  ec*» 

40^ 5  II2^S  II52^7 

e  fatta  x  —  a  rifpetto  a  tutto  il  quadrante  ,  ^  — 
aa  —  aa  —  aa  —Jaa_  ec.  ,  ed  il  quadruplo  di  quella». 

Ó  4Q  112,  llSZ 

ferie  farà  l’area  di  tutto  il  circolo  . 

Per  mezzo  d’un  lettore  .  Sia  CA  —  a  ,  AQ  —  x , 
e  condotta  CK  infinitamente  proffima  alla  CQ,  farà 

QK  —  dx  ,  CQ~\xaa+-  xx  ,  e  defcritto  col  centro  C 
l’archetto  infinitefimo  QS ,  per  la  fimilitudine  de’  trian¬ 
goli  KSQ  ,  QAC  ,  farà  QS~  adx  ,  e  però  MN= 

V  aa  +-  xx 

aadx  ;  adunque  il  picciolo  fettore  CMN ,  elemento 
aa  +*  xx 

del  fettore  CAM a  farà  —  aì dx  .  Ridotto  efib 

2  X  età  ■+»  xx 

per  tanto  in  ferie  ,  farà  a3 dx _  —  a3 dx  • — 

2  X  m  +  #,y 

a3 xxdx  +-  a3  x*dx  —  a3 x6dx  +-  a3  x3  dx  ec.  ,  ed  inte- 
ia*~  za6  2  a*  la10 

granfio , 
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grando ,  hrk  j~  at  dx  ,  cioè  il  rettore  CMA  — 

2  X  aa  +•  xx 

ax~  —  x  } x5  —  x 7  +■  x9  ec. ,  e  podo  ,  che  l’arco 
2  6a  io  a%  14^ s  18  a1 

'AM  fu  la  metà  del  quadrante  ,  cioè  prefa  x  ~  a  ,  la_, 
ferie  farà  aa  —  aa  +~aa  —  aa  ec.  ;  ed  il  doppio  ,  cioè 

£  6  IO  14 

aa  —  aa  -t-  aa  —  aa  ec.  farà  il  quadrante  ABC  . 

3  s  7 

Se  in  vece  di  prendere  il  raggio  CA~a ,  favelli 

prefo  =r  , /  aa9  farebbe  il  quadrante  ABC  — 

V  “g 

aa  —  aa  -k  aa  —  aa  ec. ,  e  fottraendo  attual- 
8  3X8'  ÌXS  7X8 

mente  ciafcun  termine  negativo  dall’antecedente  pofiti- 
vo  ,  fara  aa  +-  aa  +-  aa  +*  aa  ec. ,  che  è  la  Ideila  ferie 

3  15  99  ~Ì95 

inferita  dal  Sig.  Leibnizio  negl’ atti  di  Lipfia  dell’an¬ 
no  1682. 


ESEMPIO  VII. 

98.  Sia  l’ elliffi  BCD ,  (  Fìg.  15.  )  il  femiaffe  traf- 
verfo  AB  —  a  ,  il  femiaffe  conjugato  AC~b  ,  AE  =  xs 

EH  =zy  9  onde  l’equazione  bb_  X  aa^xx  -yy  ,  e  pe¬ 


ro 
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rò  ydx  —  bdx  i /  aa  ■ — xx  f  elemento  dell’area  AEHC 


Ma  dx  i y  aa  —  xx  è  formala  di  quadratura  del  circolo- 
li  OD,  il  di  cui  diametro  fia  l’affe  trafverfo  dell* elliffi s 
adunque  dalla  quadratura  del  circolo  dipenderà  la  qua¬ 
dratura  dell’  ellìffi .  E  perchè  j' bdx  v'  aa  —  xx  —  E  HC A, 

e  f* dxV aa' —  xx  —  EMO  A  ;  farà  un  qualunque  fpa¬ 
zio  dell’  elliffi  al  corrifpondente  fpazio  del  circolo  fui 
diametro  DB  ,  come  b  ad  a  ,  cioè  come  il  femiafTe_e 
conjugato  al  femiàìTe  trafverfo  ,  ed  in  confeguenza  Io 
fpazio  intero  dell’ elliffi  a  tutto  lo  fpazio  del  circolo  nel¬ 
la  fieffa  ragione  .  Ma  poiché  i  circoli  fono  tra  loro , 
come  i  quadrati  de’  diametri  ,  o  fia  de’  raggi  ,  fe  fare¬ 
mo  un  circolo  ,  il  di  cui  raggio  fia  =  i s  ab ,  cioè  medio 
proporzionale  tra  i  due  femiaffi  dell’ elliffi  £  CD,. farà 
quello  circolo  al  circolo  BOD  ,  come  ab  ,  aa'.:  b  ,  a9 
ma  in  quella  medefima  ragione  è  l’area  dell' elliffi  BCD 
allo  rteffo  circolo  BOD  ;  adunque  l’area  dell’ elliffi  farà 
eguale  all’area  del  circolo,  il  di  cui  raggio  lì  a  medio 
proporzionale  fra  i  femiaffi  dell’ elliffi. 

Per  .mezzo  della  ferie  .  Ridotta  in  ferie  la  formola 


bdx  V  aa — xx,  farà  ella  _  bdx 
a  a 


v 

A  a- 


-xx- 

za 


- X 4 


-5,rsec., 


Sad  1 6 ci i  uSa7 


ed 
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ed  integrando  f  bdx  1/  aa — xx  3  cioè  l’ area  ACHE  — 

J  ~  '  ' 

bx  —  bjp  ■—  bx  ■  • —  bx1  —  %bx9  ec.  5  e  fatta  x  —  a  % 
<5 'aa  403  +  ii2  a6  1152,3 3 

farà  l’area  ACB  ,  quar  ta  par  te  dell’  elliffi,  eguale  ad  ab  — 
ab  —  ab  — -ab  —  $ab  ec. 

a  .‘rO  I  iz  1152, 

Nella  fleffia  elliffi  ,  prefo  un  qualunque  arco  DS  ; 
fia  D  P  tangente  in  D  ,  AI  —  x  ,  IS=.y  ,  e  per  Io 
punto  S  condotta  AP ,  le  fia  infinitamente  proffiraa_» 
AK ,  che  taglierà  1’ elliffi  in  T.  Col  centro  A  fi  de¬ 
ferivano  gl’ archetti  di  circolo  KQ,  TR ;  farà  dunque 

A S—  V  xx  +■  yy  —  A  T ,  D P~ay ,  A  K  —  AP  —  a  V  xx-h-yy, 

X  X  - 

KP  —  —  axdy  +■  aydx  ,  effiendo  PK  differenza  negativa; 

XX 

e  per  la  fimilitudjtie  de*  triangoli  PQK0  PAD  ,  farà 
KQ  =z  • — axdy  aydx  ,  e  per  la  fìenìiitudine  de’  lettori 

x  V  xx  +•  yy 

ATR  ,  AKQ  ,  farà  TS  zz  —  xdy  +-  ydx  ,  e  però 

V  xx  +-  yy 

TR  X  AT ,  cioè  —  xdy  +•  ydx  farà  la  forinola  per  lo 

z  z 

fpazio  A  CT ,  la  quale  ,  fo flit u ito  in  luogo  di  y  ,  e  di 
dy  il  valore  dato  dall’equazione  della  curva  ,  farà  final¬ 
mente  abdx 


2  1/  ótóf  —  xx 


Ma 


74*5 


INSTlTUZIONI 

adx  è  la  rettificazione  del  circolo  , 


i /  aa  —  xx 

come  fi  è  veduto  al  num.  37.  ,  e  come  fi  vedrà  ìil. 
breve  ,  adunque  la  quadratura  de’  fettori  ellittici  dipen¬ 
de-  dalla  rettificazione  ,  o  quadratura  del  circolo  .  Nè 
occorre  affaticarli  per  liberare  la  forinola  dal  radicale  , 
perchè,  ciò  non  ottante,  urteremo  in  un’ altra  dallo  tfeff 
fo  circolo  dipendente  . 

Per  mezzo  poi  delle  ferie  troveremo  ,  effere_* 
abdx  —  bdx  +-  bxxclx  +•  3  bx  +  dx  +*  $bxs  dx  +« 
2  4  aa 


21 /  aa  —  xx 


1 6  a' 


32  a‘ 


3  $bx 8  dx  ec. ,  ed  integrando  ,  avremo  lo  fpazio  A  T Czz 

5bx7  +-  3  $bx9  ec. ,  e  fatta  x  —  a 


2)6,1  8 

bx  +-  hxì  4-  3 bx^ 
2  iraa  80  a* 


224  <3°  2304  a* 

rifpetto  a  tutto  lo  fpazio  ADC,  quarta  parte  dello  fpa¬ 
zio  intero  dell*  elliffi  ,  farà  effo  =:  ab  ab  +  $ab  +.« 

Z  li  80 

5  ab  +-  3  ’jab  ec. 

2.14  2304 

Che  fe  avelli  voluto  liberare  la  formola  dal  fegno 
radicale,  facendo  la  fottituzione  V  aa  —  xx~a  —  xz  ,  fi 

a 

farebbe  mutata  in  quell’  altra  aabdz  ,  la  quale  ridotta  in 

aa  +*  zz 


ferie 
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ferie  fi  trova  edere  bdz — bzzdz+- bz*  dz— bz6dz+-  bz*dzec.s 

aa  a 4  a6  a* 

ed  integrando,  bz~~  bz %  +-bz s  —  bz^bz9  ec.  ,  e  polla 

$aa  fa*  7  a6  pa* 

x~a,  nel  qual  cafo  è  pure  z  —  a  ,  farà  ab  —  ab  +  ab  — 

1  T 

ab -ir- ab  ec.  rifpetto  al  quadrante  dell’elliffi. 

7  T 

E  fe  fi  fupponga  a  —  b ,  l’elliffi  paffa  ad  edere  un 
circolo  dei  raggio  —  a  ,  e  la  ferie  farà  aa  —  aa+-aa  — 

1  T 

aa  +-  aa  ec.  come  al  num.  <>7,  9  che  efprimerà  il  qua- 
7  9 

drante  ;  e  però  da  qui  ancora  fi  vede,  che  l’area  dell’ 
elliffi  è  all’area  del  circolo  ,  il  di  cui  diametro  fia  e» 
guale  all’ alle  trafverfo  dell’elliffi,  come  l’ afte  coniuga¬ 
to  all’ affé  trafverfo  della  fteffa  elliffi  » 

ESEMPIO  V 1 1  L 

pp.  Sia  la  cicloide  NAM ,  (  Fig.  16,  )  il  circolo 
generatore  ARH ,  e  fia  AH  —  a  ,  AB  —  x  ,  BC~dx , 
BE-y  ,  DF  —  dy ,  farà  l’equazione  dy  ~  adx  —  xdx  — 

V  ax  —  xx 

dx  V a  —  x  .  Ma  lo  fpazietto  QEFP  è  l’elemento  dello 

VX 


fpazio 
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fpazio  AÌjEQ  ,  adunque  FP  X  PQ  5  cioè 

1/  AT 

J;v  K  <3# —  ,va?  ne  farà  la  forinola.;  ma  J*  dx  V ax —  xx 

è  il  fegmento  circolare  ASB  ,  adunque  lo  fpazio  cicloi¬ 
dale  A  E  Q  farà  eguale  al  corrifpondente  fpazio  circola¬ 
re  ASB  ,  e  tutto  lo  fpazio  AMK  al  femicircolo  .  Ma_. 
il  rettangolo  AHMK  è  quadruplo  del  femicircolo  ,  poi¬ 
ché  è  il  prodotto  della  femiperiferìa  nel  diametro;  adun¬ 
que  lo  fpazio  AMH  farà  triplo  del  femicircolo  ,  e  però 
tutto  lo  fpazio  della  cicloide  triplo  del  circolo  genera¬ 
tore  . 

Se  fi  volede  immediatamente  lo  fpazio  AFC;  co¬ 
me  che  il  piccolo  fpazio  FCBE ,  cioè  ydx  ne  è  l’ele¬ 
mento  ,  e  dall’  equazione  della  curva  abbiamo  dy  — 

dx  y  a  —  x  j  fi  riduca  in  ferie  l’omogeneo  di  compa- 

V  x 

razione  ;  moltiplicando  prima  per  y  x  il  numeratore  , 


c  denominatore  ,  onde  fra  dx  1/ 


ax 


xx  m  a  2  dx 


x 


I 

X  z 


X 


I 

1  dx 


dx 


x  1  dx  ec.  ,  e  però  integran- 
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do ,  J* dx  v  ax  —  xx  ,  cioè  y  zz  za  2  x 


i 

ai 

i  V  * 


X 


st 


$a 

ì 


x 


x  1  ec. ,  onde  ydx  —  za  1  x  2  dx  —  x  2  dx 


J 

$ 

1 

20#  2 

$6a  z 

3  a  2 

J 

7 

x  dx 

—  x  2  dx  ec.  ,  e  finalmente 

integrando  9 

i 

r 

20#  2 

56#  1 

\  \  r 

7  9 

r  ydx 

—  A BE  zz  z  x  z  —  2.v  z  — 

a-  1  —  a;  2  ec. 

/ 

3  d 

l  i 

15#  z  70 a  2  252 a  1 

ESEMPIO  IX. 

ioo.  Sia  la  concoide  ADR  ,  CB  —  B  A  —  a  3 
CM  zz  x  ,  MD  —y  ,  (  Fzg-,  17.  )  e  fi  voglia  lo  fpazio 
AD  GB  .  Chiamo  CG~z  5  la  quale  farà  Tempre  data 
per  le  x  ,  ed  y  della  propofta  curva  ,  come  è  affai  chia¬ 
ro  .  Sia  CE  infin  tamenre  profiima  a  CD  ,  e  col  cen¬ 
tro  C ,  cogl’intervalli  CG  ,  CD  fi  deferivano  i  due  ar¬ 
chetti  Gl  ,DF ,  farà  H  l  =  dz  ,  ed  il  trapezio  FDG1 
l’ elemento  del  ricercato  fpazio  .  Per  la  fimilitudìne  de5 

f 


man- 
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triangoli  HIG  ,  BGC,  farà  Gl-  aiz  ,  e  per  la 

1/  zz — aa 

fimilitudine  de’  fettori  CGI  ,  CDF  ,  farà  D  F  ~ 
azdz  +-aadz.  Ma  iltrapezio  FD  G I  bzzDF  +  GIX~GDzz 
z  1/  zz  —  aa 

2 aazdz  +-  a 3  dz  ,  dunque  j zaazdz  +-  azdz  9  cioè  — 
2zi/zz — aa  zz  1/  zz — aa 

a  ÌVzz  —  aa  —  z  +~a  X  arco  di  circolo  col  raggio  r:  af 

tangente  ~i / zz  —  aa  —  z,  (  prefo  i!  logaritmo  nella-* 
logaritmica  della  fottangente  zz  a  )  farà  eguale  allo  fpa¬ 
zio  3  che  fi  cercava  , 

Si  può  niente  meno  avere  lo  fpazio  totale  ,  ed  i 
parziali  della  fteffa  concoide  confiderando  la  curva  in-, 
relazione  al  fuo  affé  .  Sia  nella  fteffa  Figura  AB  zz 
DGzz  a-BC ,  BMzzx  ,  MDzzy  ,  e  dal  punto  G  fi 
tiri  all’ordinata  MD  la  perpendicolare  GO  ,  farà  DO- 

v aa  —  xx  ,  per  l’angolo  retto  GOD  ,  e  per  la  fintili- 

tudine  de’ triangoli  CBG 9G0  D  fara  BGzza  \/  aa  —  xx  za 


MO  ;  dunqne  MD  zzi/  aa  ■ — xx+~aV  aa  — ■  xx  —  y  , 

quindi  ydx  ,  cioè  l’elemento  dello  fpazio  ,  farà 
dx  y  aa  —.xx  +-  adx  V  aa — -  xx  .  Il  primo  termine  inte¬ 


grato 
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grato  dipende  della  quadratura  del  circolo  3  il  fecondo 
da  quella  dell’  iperbola  , 


ESEMPIO  X. 

101.  Sia  A  MI  (  Fig .  18.)  la  CifToide  di  Diocle  , 
la  di  cui  equazione  yy  —  xì  .  Sarà  dunque  la  forinola  3 


foffituito  il  valore  di  y  dato  dall’equazione  ,  x  1  àx  , 


a  —  xz 

il  di  cui  integrale  dipende  dalla  quadratura  del  circo¬ 
lo  .  Per  avere  il  rapporto  dello  fpazio  totale  della  cif- 
foide  a  quello  del  circolo  generatore ,  fi  rifletta  ,  che_* 

effendo  l’equazione yy~  x 3  ,  farà  anco yy  Xax— xx  — x*9 

a  —  x 

e  pero  y  s/'  ax  —  xx  —  xx  .  Ciò  pollo  ,  differenziando  la 
propolla  equazione^  —  xyy~xì]>  viene  2 aydy—ixydy  — 

yyàx  —  %xxdx  }  cioè  2 dy  X  &  —  a? — ydx  —  ^xxdx  5  e  » 

__  y 

perchè  xx  —  v  V ax  —  xx  ,  dunque  2 dyX  a  —  x  — 

ydx  —  3 dx  V ax  —  xx  .  Ma  dy  \a  —  x  è  l’elemento 
dello  fpazio  AMQB ,  ydx  è  l’elemento  dello  lpazio 

f  2 


AMP  3 
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AMP  ,  ed  integrando  rifpetto  alio  fpazio  totale  ,  è 
^ dy  X  a  —  x  -f  ydx ,  dunque  in  tale  circortanza  farà 

2  J"  dy  X  a—x—J' ydx  —  j~  dy  X  a  — x  ,  e  però 

f iy  \  a  —  x  zz  %  f  dx  f/  ax  —  xx  ,  e  perchè  nel  cafo 

dello  fpazio  totale  della  Ciffoide  j* dxi^ax—xx  è  l’a¬ 
rea  del  femicircolo  ABN ;  quindi  lo  fpazio  della  Cif¬ 
foide  infinitamente  prodotto  è  triplo  elei  femicircolo  ge¬ 
neratore  „ 


ESEMPIO  XI. 

» 

102.  Sia  la  Logarìtmica  HBD  (  Fig.  ip.  )  all’  afin- 
toto  MQ  9  e  fia  AB  -  alla  fottangente  =  a ,  KH  =y  , 
AK  —  x,  e  l’equazione  ady  zz  dx  .  Sarà  adunque  la»* 

y 

formola  ydx  zz  ady  ,  ed  integrando  ^ ydx  =  ay^bb  ; 

ma  porta  y—  a,  farà  bb-  —  aa  ,  adunque  l’integrale.» 
compito  j  cioè  lo  fpazio  AKHB  —  ay  —  aa  .  Prefa  una 
qualunque  altra  ordinata  MNzzz,  farà  pure  AMNBzz 
az  —  aa  ;  adunque  MKHN  zz  ay  —  az  .  Sia  l’ordinata-. 
E  F  minore  di  AB,  ed  eguale  ad  y  ,  AE-  —  x  ,  farà 


-nello 
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nello  fi  e  do  modo  l’equazione  ady  ~z  dx ,  perchè  effen- 

y 

do  negativa  la  x  ,  deve  edere  pure  negativa  la  fua_* 
differenza,  ma  crefcendo  l’ affida  x,  cala  l’ordinata  y  , 
adunque  dovrà  edere  negativa  la  dy  ;  per  lo  che  farà’ 
pure  negativo  l’elemento  dello  fpazio  ,  farà  adunque 
effo  elemento  —ydx,  cioè  —  ady,  ed  integrando, 

—  ay*-bb  ,  ma  quando  y  fia  —  a  ,  farà  bb  ~  aa  ,  adun¬ 
que  l’integrale  compito,  cioè  lo  fpazio  AEFB  farà 

—  aa  —  ay  ;  e  polla  y  —  o  }  cioè  quando  egli  fia.  infini¬ 
tamente  prodotto  dalla  patte  di  Q  ,  farà  egli  zzaa\  ed 
in  confeguenza  Io  fledo  fpazio  infinitamente  prodotto 
dalla  parte  di  Q  ,  ma  che  principj  da  una  qualunque  or¬ 
dinata  E  F  b  y  ,  farà  •=  ay  . 

ESEMPIO  XII. 

103.  La  curva  ABF  fia  la  Trattoria  ,  (  Fig.  20.  ) 
la  di  cui  proprietà  primaria  è  ,  che  la  tangente  B  P  di 
un  qualunque  punto  B  ,  fia  fempre  collante  eguale  ad 
una  data  retta.  Si  faccia  una  qualunque  affida  ED  —  x, 
l’ordinata  DB  —y  ,  l’arco  della  curva  AB  —  u  ,  e  la_, 
data  retta  rz  a  .  Perchè  crefcendo  l’ affida  E  D  ,  cala», 
l’ordinata  DB,  farà  negativo  il  di  lei  elemento,  cioè 

—  dy  ;  quindi  per  la  proprietà  della  curva  avremo  l’e¬ 


quazione 
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quazione  — ydu  -  a ,  e  pollo  in  luogo  di  du  il  valore 

dy 

V dx1  -t-  dyz  ,  farà  dx  —  —  dy  v  aa — yy  ..  Ciò  fatto,  nella 

y 

foratola  ydx  degli  fpazj  pollo  in  luogo  di  dx  il  valore 

dato  dall’equazione  della  curva,  avremo  —  dy  V  aa — yy9 
elemento  di  un  qualunque  fpazio  ARDE.  Ma  polìa_* 
A  E  la  prima  delle  ordinate  =  a  ,  e  col  raggio  E  A  de- 
fcritto  il  quadrante  AQM ,  e  condotta  BQ  parallela  ad 
MH  ,  poiché  DB  ~  EC~y  ,  e  per  la  proprietà  del  cir¬ 
colo  ,  CQ  —  Vaa — yy  y  anco  l’elemento  dello  fpazio 

circolare  CQA  farà  — dy  Vaa — yy  ;  quindi  lo  fpazio 
C  Q  A  eguale  allo  fpazio  ABDEy  e  cosi  degl’ altri ,  e 
per  confeguenza  lo  fpazio  infinitamente  prodotto  com- 
prefo  dalla  trattoria  ABF,  dall’afintoto  EH,  e  dalla.» 
retta  A  E  farà  eguale  ai  quadrante  A  ME. 

ESEMPIO  XI  IL 

104,  Sia  la  fpirale  ACB,  (  Fis;.  21.)  ed  AB— a 
il  raggio  del  circolo  BMD,  la  di  cui  periferìa  =2  b  ,  un 
qualunque  arco  BD  —  x  ,  AC—y  ;  farà  l’equazione 
by—ax .  Condotta  A  E  infinitamente  profilata  ad  AD, 
fia  ED  —  dx  ,  e  col  centro  A  fi  deferiva  l’archetto  in- 
finitefimo  CH  ;  per  la  fimilitudine  de’  lettori  ACH , 

ADE 
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ADE,  farà  CH  —  ydx  ,  e  però  il  lettore  ACH ,  eie- 

a 

memo  dello  fpazio  ANCA ,  farà  zz  yydx  ;  ma,  per 

MS 

l’equazione  della  curva,  è  y  =  ax  ,  dunque  elTo  ele- 

~T~ 

mento  farà  —  axxdx  ,  ed  integrando  ,  ax ?  (  ommeffa- 

aW  6bb 

la  collante,  che  è  fuperflua  )  farà  lo  fpazio  ACN , 
fatta  x  —  h  rifpetto  a  tutto  lo  fpazio  ANB  ,  farà  effo 
zz  ab  , 

£ 

Sia  l’equazione  generale  alle  infinite  fpirali 

2  a 

bnym ,  adunque  farà  jyjy  —  aa# m  ,  e  la  formola  dello 

2» 

f* 

2«  2K  +-  f» 

fpazio  farà  axm  dx  ,  ed  integrando  9  max  m  ,  e 

tb  m  +-  2m  X  b  m 

fatta  x—b ,  farà  Io  fpazio  intero  —  mah  . 

4 tf  4-  2»2 

E’  facile  a  vedere,  che.  lo  fpazio  AB MDCNA 
terminato  dal  raggio  AB  ,  dall’arco  di  circolo  BMD  , 
e  dalla  porzione  ANC  della  fpìrale  farà  ax  —  ax*  , 

2  6bb 

perchè  egli  è  eguale  al  fettore  A  BMD  A  meno  lo  fpa¬ 
zio  A  CN  ;  ma  fe  lo  volelfimo  per  mezzo  di  formola 

dille- 
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differenziale  ,  bada  oflervare  ,  che  l’  elemento  di  efTo 
farà  il  trapezio  infiniteftmo  ECHD  ,  il  quale  fi  fa  effe- 

re  =  DE  +■  CH  X  CD  j  cioè  dx  +•  ydx  X  a  — V  ~ 

z  a  z 

.  aadx  —yydx  ,  e  ponendo  in  luogo  di  yy  il  valore  aaxx 

za  bb 

dato  dall’  equazione  ,  farà  adx  —  axxdx  ,  ed  integrando 

z  zbb 

(  ommeffa  la  collante  fuperflua  )  ax  —  axì  . 

a  6bb 

ESEMPIO  XIV. 

105.  Sia  la  parabola  ABM  (  Fig.  22.)  dell’equa¬ 
zione  ax  —  yy  ,  e  fia  A  C  -  x  ,  CB  =  y  ,  e  la  ragione 
dei  feno  tutto  al  feno  retto  dell’angolo  BCD  Ila  quel¬ 
la  di  a  alla  b  ;  al  feno  del  complemento  ,  quella  di  a 
alla  /  3  farà  B  D  —  by  ,  CD  —Jy  .  Sia  CH  —  dx ,  adun- 

a  a  • 

que  CH  X  DB-CHMB,  elemento  dello  fpazio  ACB, 
e  però  la  forinola  farà  bydx ,  e  pollo  in  luogo  di  y  il 

a 

valore  dato  dall’equazione,  cioè  1/ ax ,  farà  hdxi/ax9 

a 

ed  integrando  ,  2 bx  v  ax  ^  o  fia  Ebxy  —  ~  AC  X  B  D  , 

3*  3* 

ommeffa  la  collante  fuperflua  . 


ÈSEM- 
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ESEMPIO  XV, 

106.  Sia  la  parabola  ACM  (Fig.  23.)  riferita  al 
fuoco  B,  la  di  cui  equazione  farà  adz  ~  du  ,  eden- 

1/  2  az  —  aa 

do  B  C  —  z  ,  CD  —  du  ,  archetto  infinitefimo  di  circo¬ 
lo  ,  parametro  —  2 a  .  Sarà  dunque  il  lettore  infinitefimo 
BMC ,  o  ila  BDC  l’elemento  dello  fpazio  ABC  ,  e 
però  zdu  ,  cioè  ,  azdz  la  forinola,  il  di  cui  ime- 

z 

2  V  2az — aa 

graie  fi  trova  edere  z-^-aV'zaz — aa  +*  mm .  Ma  prefa 

z  —  BA—  ~a  ,  nel  qual  cafo  deve  edere  nullo  lo  fpa¬ 
zio,  farà  mm  —  o,  adunque  l’integrale  compito  ,  cioè 

lo  fpazio  ABC  ,  farà  ~  z  +■  a  y  zaz —  aa  . 


Ed  in  fatti  dal  punto  C  abbadata  la  perpendicolare 
CQ  ad  A  Q  ,  lo  fpazio  BCA  è  eguale  allo  fpazio 
meno  il  triangolo  BQC ,  ma  fatta  B Q-x  3  Qc-y  , 

fara  QCA  —  +  —  xv  —  za  +~  x\y3 

2f  6 

adunque  22  2*2+-  w.Xj' ,  ma  per  la  proprietà  della 

6 
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parabola  ,  BC  ~  A  Q-b  A  B  =.  x  +•  a  ,  cioè  z  —  a?  +-  3 

ed  j/  ~  i/'aa  +~iax  —  V  zaz —  aa  ;  follìtuiti  adunque  in_, 
luogo  di  x ,  ed  y  quelli  valori  ,  troveremo  BC  A  ^ 

Tji*-  x  \  y  —  a+-z  v  taz—aa ,  come  Copra  . 

6  6 

ESEMPIO  XVI. 

107,  Se  la  quarta  parte  A  C  (Fig.  24.)  della  periferìa 
di  circolo  s? intenderà  dillefa  nella  retta  (ac),  e  prefa  una 
qualunque  porzione  ( ae )  eguale  all’arco  AE  ,  fi  alzi 
normale  (ed)  eguale  al  Ceno  retto  DE,  la  curva  ( at ), 
che^pafferà  per  tutti  i  punti  (d)  cosi  determinati,  fi 
chiama  la  linea  de’  fenì  retti  ,  Prodotta  (ac)  onde  fia_. 
eguale  alla  femicirconferenza  del  circolo,  la  curva  ave- 
rà  un’altro  ramo  al  di  là  di  {et)  limile,  ed  eguale,» 
al  primo  . 

Sia  il  raggio  ~r  ,  un  qualunque  arco  AE—x~  (ae), 
il  corrifpondente  feno  D  E—y—  ^ed)  ;  poiché  il  differen¬ 
ziale  ,  0  Ita  la  fluffione  dell’arco  efprcffa  per  mezzo  del 
feno  fi  trova  e  libre  rdy  ,  avremo  dx  zz  rdv  , 

\/  yy  — yy  V  yy  — yy 

equazione  della  nodra  curva.  La  formola  adunque  ydx , 
foftitoito.il  valore  di  dx ,  farà  rydy  ,  ed  integran¬ 


te  rr  — yy 


do, 
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do  ,  — »  r  {/  rr  — yy  -h  n  ;  ma  polla  y  —  o  ,  viene  n~rr, 

dunque  l’integrale  compito  è  rr  —  r  V  rr — yy  —  allo  fpa¬ 
zio  (  ade  ) ,  e  fatta  y  —  r  ,  farà  rr  —  allo  lpazio  totale_# 
(atc)  .  Quindi  fatto  il  quadrato  TH  dei  raggio  s  e  pro¬ 
dotto  il  feno  DE  in  M,  lo  fpazio  (ade)  farà  eguale  al 
rettangolo  DH,  e  lo  fpazio  totale  (aie)  eguale  al  qua¬ 
drato  TH. 

ic8t  Gli  addotti  efempj  polfono  badare  per  fare 
ufo  del  metodo,  rimane  folamente  d’avvertirfi  ,  che., 
molte  volte  le  equazioni  delie  curve  ,  gli  fpazj  delle^ 
quali  0  vogliono  quadrare  (  e  ciò  s’intenda  pure  rifpet- 
to  alle  rettificazioni ,  quadrature  di  fuperficie  ,  e  cuba¬ 
ture  )  poffono  edere  tali  ,  che  non  abbiano  le  incogni¬ 
te  feparate  ,  nè  fi  pollano  feparare  colla  fola  divifione, 
ed  in  confeguenza  non  fiano  addattabili  alle  formole  . 
Tale  farebbe  la  curva  x3  +-y*  —  axy  . 

In  quedi  cafi  bifogna  valerfi  di  qualche  congrua^ 
fodituzione,  per  mezzo  di  cui  l’equazione  fi  trasformi 
in  un’altra,  in  cui  fieno  feparate,  o  feparabili  le  inco¬ 
gnite  .  Ma  non  fi  può  generalmente  definire  ,  qualità 
fodituzione  debba  fard  ;  bifognerà  avere  pratica ,  e  pro¬ 
varne  molte  per  ottenere  ,  quando  fi  polfa  ,  l’ intento  . 

Rifpetto  alla  propoda  +-  y3  -  axy  .  Si  ponga^ 
y  —  axx  ,  e  fatta  la  fodituzione  ,  farà  l’equazio- 

zz 

t  2 


ne 
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ne  x%  -f*  a 3 x6  zz  aax 3  ,  cioè  a?5  re  aaz 4  —  z6  •  Differen* 
z*  zz  a* 

ziando  adunque  ,  xxdx  zz  qaaz'dz  —  6zsdz  ;  quindi 

prefa  la  forinola  degli  fpazj  ,  cioè  ydx  ,  poiché  per  la 
foftituzione  è  y  zz  axx  ,  farà  efia  formola  axxdx  , 

"li" 

foflituendo  in  luogo  di  xxdx  il  valore  ritrovato 
4 aazìdz'—6zs dz  ,  farà  ydx  -  ^aazdz^- 6z3  dz  ,  ed  inte- 
~~  3«l 

grando  Cydx =j  zz  —  _z^  ;  e  relHtuendo  in  luogo  di  zz 

^  zaa 

il  valore  axx  ,  farà  finalmente  f  ydxzzzaxx — _x*_  . 
~~v~  J  iy  w 


ESEMPIO  XVII. 

iop.  Siala  curva  as  xxyy  —  x9  zz  a6y} ,  di  cui  fi 
voglia  lo  fpazio  .  Pongo  y  zz  xx  ,  e  l’ equazione  fi  tras- 

Z 

formerà  in  quell’ altra  a'z  —  xlzl  zz  a6 ,  da  cui  fi  rica¬ 
va  x  zz  a  y'  aaz  —  aì  ,  e  però  dx  zz  a% àz  — 

z  - - -■■■- 

3zX  aaz  —  a 3  3 

adz 
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adz  X  aaz  —  <3 3  3  ,  ed  jy  r:  aa  X  —  a*  3  ;  quindi  a- 
zz  z 3 

vrerao  l’elemento  delio  fpazio  ,  cioè  jyi#  =:  aHz  — 

3&4 


Jz  X  #  siz  —  2a*dz  9  e  però  integrando 

zs  zs  32+ 

/* ydx  —  — a6  ■+■  24! 5 ,  e  redimendo  in  luogo  di  z  il  fuo 

^  4z+  jpz3 

valore  xx ,  farà  — #6j/  +  +*  2<35j/3  lo  fpazio  ricercato. 

y  4^i.  sw  5 

A  quello  propofito  fi  potrà  vedere  il  metodo  del  Signor 
Graigio  nel  fuo  libro  :  De  Calcalo  fiuentium  . 

Della  rettificazione  delle  Curve  . 


ESEMPIO  XVIII. 


no.  Sia  da  rettificarli  la  parabola  apolloniana^ 
cioè  da  ritrovarfi  una  retta  linea  eguale  ad  un’  arco 
qualunque  della  fleffa  parabola  ,  la  di  cui  equazione  fia 
ax  —  yy  ,  Differenziando  farà  adx  ~  iydy  ,  e  dxz  zz 

4 yydyz.  Ma  la  formola  per  la  rettificazione  è  1 / dx1  +.  djr , 

a  ci 


adun- 
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adunque  foilituendo  in  quella,  in  luogo  di  dxz ,  il  va¬ 
lore  dato  dall’  equazione  differenziata  ,  farà  l^dxz+-  dyz  zz 

1/  yyydy 2  +-  aady  —  Ay  V /\yy  ■¥  aa  ,  elemento  per  la  pa- 
a  a 

rabola  apolloniana  ax  zz  yy  •  PafTando  alle  integrazioni, 
fatta  la  foflituzione  di  V qyy-^aa  -  2y  +*  z,  a  fine  di  le¬ 
vare  il  radicale  ,  troveremo  e  fife  re  dy  v  4 yy  +•  aa  zz 

a 

—  a'dz  —  adz  —  zdz  ,  il  di  cui  integrale  fi  vede  effe- 
8z3  42  8a 

re  in  parte  algebraico  ,  ed  in  parte  logaritmico  ,  e  pe¬ 
rò  la  rettificazione  della  parabola  dipende  dalla  quadra¬ 
tura  dell’ iperbola  ,  la  qual  verità  in  quel?  altro  modo 
pure  fi  fcorge  .  Sia  l’ iperbola  equilatera  ADE  (  Fig.  25.) 
coi  femiaffi  =  a  ,  BCzz  x  dal  centro  ,  CD  —  iy  ,  la  di 
cui  equazione  farà  xx  —  aa  —  tyy.  Condotta  GE  infini¬ 
tamente  proffima  ad  HD,  farà  HGED  l’elemento  del¬ 
lo  fpazio  ADHB,  ma  HGED  fi  fa  e  fiere  2  dy  V  4/ yy  +.  aa, 
che  è  la  fteffa  formola  della  rettificazione  della  parabo¬ 
la,  a  riferva  del  denominatore  collante  a  ,  dunque  ec- 

Z 

Per  mezzo  della  ferie .  Prendo  la  fopra  ferina  for¬ 
inola  per  la  rettificazione  della  parabola,  cioèdy  1/4 yy+.  aa, 


h 
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la  quale  ridotta  in  ferie  farà  =  dy  +  zyydy  —  iy*dy  -k; 

aa  a 4 

4 V6dy  —  ioy*dy  ec. ,  ed  integrando  ,  f  dy  K 4yy  +-  aa  ; 

a6  a*  J  a 

cioè  l’arco  qualunque  =  y-t-2y? —  2j/s+-4y?— ioys  ec. 

3  aa  Ja*  7  a6  pa* 


Se  nella  formola  generale  1 'dxz+*'dy*  in  vece  di 
foftituire  in  luogo  di  dx  il  valore  dato  per  y  dall’ equa¬ 
zione  della  curva,  foftituiremo  in  luogo  di  dy  il  valore 

dato  per  x  f  farà  ella  dx  v 4 ax  4-  o  fia  dx  y  4xx  4-  axs 

K4  ax  2X 

la  quale  non  è  punto  più  trattabile  dell’  altra  , 

Se  la  parabola  non  folle  l’apolloniana  ,  ma  la  fe¬ 
conda  cubica  ,  la  di  cui  equazione  è  axx  ~ y 5  ,  diffe¬ 
renziando  farebbe  dx  *  —  pydy 1  ,  e  però  la  formola-. 

V  dx1  4-  dyz  —  dy  x/ 9V  +-  4 a  ,  il  di  cui  integrale  farà 

r  4  a 

pay  4-  4 aa  y  pay  +•  4 aa  4-  m  ;  ma  polla  y  —  o  ,  farà  m  — 

Z7va 


■ —  Sa  ;  adunque  l’integrale  compito  ,  cioè  la  lunghezza 

17  _ _ __  _ _ 

dell’arco  farà  pav  +-  4 aa  V pav  h-  4 aa  — •  8#  . 

2 faci  27 

Se  nella  parabola  apoiloniana  AD  M  (  Fig.  26.  ) 

farà 


764  INST1TUZIONI 

farà  ACzz^a*,  e  fi  prenda  una  qualunque  CK  —  ys 

9  _ 

il  parametro  rz  pa ,  farà  A  K~  qa  +  y ,  KM—  ,/  4  aa+-  pay^ 

49  * 

onde  l’elemento  dell’area  MKCD  farà  dy  *f  4 aa  pay  s 

*  4 

che  è  lo  fiefiò  dell’elemento  della  lunghezza  della  fe¬ 
conda  parabola  cubica  ,  a  riferva  della  collante  a  , 
però  la  rettificazione  di  quella  ,  e  la  quadratura  di  quel¬ 
la  è  la  fletta  cofa ,  onde  perchè  quella  è  algebraicamen- 
te  quadrabile  ,  quella  è  algebraicamente  rettificabilo  . 
Quindi  generalmente,  fe  f’ efprettìone  dell’elemento  di 
una  qualunque  data  curva  divifo  per  la  differenza  deli’ 
incognita  fi  porrà  per  ordinata  ,  e  I3  incognita  per  l’af- 
filfa  ,  onde  nafca  una  nuova  curva  ,  la  quadratura  di 
quella  ci  darà  la  rettificazione  della  curva  data  . 


ESEMPIO  XIX. 


in.  Sia  il  circolo  AEM,  (  Fig.  27.  )  A M, diame¬ 
tro  —  a,  AB  —  x ,  farà  J3F  =  jy  —  v  ax —  xx  ;  adun- 

/ 

que  dy  —  7  adx  —  xdx  3dyz  —  ~  aadx 1  ■ — axdxz  +-xxdx z , 


V  ax  —  xx 


ax  —  xx 


e 
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e  però  FU  elemento  della  curva  ==  i 1/ dxz +- dy*  ~ 
adx  ,  e  riducendo  in  ferie  ,  farà 

%\s  ax  —  xx 

1  *  1  ?  * 

4  a  ■%’  z  dx  x  z  dx  -h  3 x  *  dx  -h  \’)X7‘dx 

2  j;  “  '  J 

2X2^*  2X2X44  2  2X2X4X<*4a 

-  di 

105^  2  ec. ,  ed  integrando  ,  farà  a  *  x  ~  +. 

_7 

2X  2X4X^X8£j  a 


A?  a 


T 

3#  a 


7 

i5„r  1 


+~ 


2X34a  2X4X54 

9 

I05A?  1 


2  X4X6X  74  1 


ec.  ;  o  pure  elfendo  i&v 2 —  dyz  X  4#  — ■  xx 


-  aa- 

4 


ax  +-  xx 


2X4X<?X8XP4a 
cioè  (  foftituendo  j/jy  in  luogo  di  ax  —  xx  )  dxz  = 
yydyz  >  pollo  quello  valóre  in  luogo  di  dxz  nella.. 


~aa—yy 

forinola  generale ,  farà  effa  i/dxz+-dyl  - 

» 

2  y 

/  aa- 

-yy 

che  ridotta  in  ferie  fi  trova  effere 

4 

=  ty  +-  lyydy  4-  6y*dy  +-  ioy 6  dy  +•  70 y 3  dy  ec.  , 

ed 

inte- 

44  a 4  a6  a 8 

u 

grando  , 
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grando  ,  farà  finalmente  l’arco  AF  — 

V  +-  zy 3  •+-  6y s  +-  20 y7  +*  7 °J9 .  ec* 

laa  la°  .  9a  ,  r  ■ 

'  Che  fe  il  raggio  folle  fiato  ==  a  ,  farebbe  la  ien<L. 

-  _i . .  7  J Ui 


y  +- 


r 


3_y 


1 5y7 


zÀ^aa  2 X 4  X 5a‘ 

io  5ys  ec- 


2  X4X^X7^' 


2X4X^X8Xp^8 

E  fe  finalmente  farà  DB  ~  x  9  DA  raggio  —  a  , 
farà  y  =  ^  ,  e  4r  “  __Z igjfL.  5  adunclu^ 

e  riducendo  in  ferie  ,  farà 


1/  dx 1  -i-  dy 1  — 


1/  <3# — 'XX 

adx  -  dx  +•  xxdx^^  V^_àx_  +■  + 

•—  2<3#  2X413  4  2X4X6# 6 

losx'dx  ec. ,  ed  integrando  ,  farà  l’arco  EF  = 

2X4XtfX8«‘ 

*+.  *’  -I-  3«!  +■  I^7- -  ^ 

2X?a«  2X4X5**  2X4X«X7*‘ 

io5^9  ec* 

rxTxo^)^7 


ESEM- 
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ESEMPIO  XX. 

11 2.  Sia  l'elliffi  ADC ,  (  Fig .  28.  )  femiade  tras- 
verfo  AB  —  a  ,  femiade,  conjugato  BD  zzb  ,  BE  zz  x  9 
EO  zz  y  ,  farà  l’ equazione  —  a#  — xx  }  e  però 

•  bh 

ydy  zz  —  bbxdx ,  q  dyz  zz  bbxxdxz  ,  e  la  forinola. 

CUI  - * 

aa  X.  eia — xx 

generale  V  dxz  dyz  =  -h  bbxxdxz  ^ 

<3+ - #<3WA? 

dar  l/fl4  —  aaxx  -t—  bbxx  *. 

^  1/  - AT.V 

Se  in  luogo  dì  fodituire  il  valore  di  dy  dam  per  x 
dall*  equazione  ,,  follituiremo  iL  valore  di  dx  ,  farà 

Vdxl+-dyz  zz  dy  V aayy  —  bbyy+-b‘!'  «.  Ma.  e  l’una  ,  e_» 

b  V  bb — yy 

l’altra  delle  due  ritrovate  efpredloni  manca  di  una  delle 
condizioni  del  nutm  3  8. ,  lenza  di  cui  fi  è  veduto  ,  che  quelle 
forinole  non  li  podono;  liberare  dai  fegni  radicali,  e  prepa¬ 
rare  per  l’ integrazioni .  Adunque  per  padare  alle  ferie  % 


U  2; 


preti- 
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prendo  una  delle  due  forinole  ,  per  efempio 
dx  V  a* — aaxx  +-  bbxx  ,  la  quale  fi  efprime  con  1* equi- 
av  aa  —  xx 

valente  dx  ^  i  +.  bbxx  ,  e  quella  ridotta  in  ferie 

a* — aaxx 


farà  ~  dx  +=  ~  bbxxàx 


aa\aa  —  xx 


■g  b+x*dx 


a 4  X  da — xx 


i 6 


b6x6  dx 


bixtdx  ec. ,  e  riducendo  in 


a6\aa  —  xx  a*Xaa  —  xx 

oltre  in  ferie  .ciafctin  termine  di  quella,  cominciando 

dal  fecondo ,  farà 

dx  ,/i+-  bbxx  zz  dx 


f 


a*— aaxx  bbxxdxX,  i+  xx  +-  x*  +■  x 6  ec, 

aa  a 4 


aa 


a 


~b*x*dx'X  i+-2xx-b3x*  +- qx6  ec 


a‘ 


a 4  a s  ax 


a 1 


+=  ~Jb6x6dx  X  1  +•  $■##+-  6x*  +-  iox6  ec 


a 


a 


a *  a10 


a' 


•~,bs x* dxY,  i  +  4^+roA?4^  20^"  ec, 


a • 


a 8  «,0  <»xl 


<3 


ed 
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ed  integrando  ,  farà  l’ arco  D  0  ,  cioè 
Jdx  yf  i  +~  bbxx  — 

n.*  —nnw i 
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A? 


^  jr~lb'Xxì  +-  x*  +-  x7  +"  a?9  ec* 


m  $aa  5 a*  Ja1 


£4X  A?  5  2X  7  -t-  3  A? 9  H-  4AT  **  CC* 

a4  50 4  7# 6  pa*  iiaxo 


-&.'X 

a6 


x7  4-  3,rs  4-  6# 11  ec. 


7<3‘ 


P<r 


-à*'X 


cT 


a?9  h-  4# 11  ec, , 

s 


pa 


11  a 


è  finalmente  riducendo  alla  fletta  denominazione  i  ter¬ 
mini  omogenei,  troveremo  DO  = 

x  +- bbx 3  4-  tifCtabb — &4Xa?s  4-  8a*bb — ^aab*  +  bsXx7  4- 
óa*  4 a«8 

<540  ‘ &&  —  48#  4- ‘24.3^ 6 — *,b*  \  xs  ec.  Che  fe  vo- 

P  X  iz8^lS 

gliafi  fupporre  a^b  9  nel  qual  cafo  l’ellifli  diviene^ 
un  circolo  ,  farà  l’arco  DO  —  a;  4-  a?  3  4-  3  a?  5  +•  5 a?7  4- 

6aa  40,3  4  112  a6 

3 5 x 9  ec.  appunto  come  fopra  al  num.  in, 

P  x  i28a8 


In 
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In  altra  maniera  ancora  .  Nella  formola 
dx  V a* — aaxx  +-  bbxx  fi  faccia  bb—aa  ~ — ce  t  onctej 
a  V  aa  —  xx 

fìa  dx  Va* — cc'xx  ;  rifolùti  in  ferie  i  due  radicali  ,  fara 
a  V  aa  —  xx 

dxVa 4 — ccxx  —  dx  \aa — ccxx — c*x* — c6 x6 — 5C8 x%  ec., 

a  v aa  —  xx  & _ ^aa  ^ a&  1(*a  iz8a 

a  —  xx  —  x*  —  x 5  —  $x*  ec„ 
2  a  Sa3  1  <5as  128  a7 

e  facendo  attualmente  la  divifione  del  numeratore  per 
lo  denominatore  ,  dopo  un  lunghiffimo  calcolo  trove¬ 
remo  un’altra  ferie  ,  la  quale  integrata,  e  redimito  iii_s 
luogho  di  cc  il  fuo  valore  ,  ci  darà  la  medefìma  ferie 
di  fopra,  che  efprime  il  valore  dell’arco  DO  . 

ESEMPIO  XXI. 

213.  Sia  1* iperboli  BD  ,  (  Fig.  29.  )  femiafle  traf- 
verfo  JB  =  a  ,  femiafle  conjugato  AE~b,  CD  —  y~, 
AG~x  ,  farà  l’equazione  xx — aa  —  aayy  ;  adunque^ 

bb 

differenziando  farà  dx  ~  avdy  ,  on- 

b  V  bb  +•  y y 


de 
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del \sdxz*-dyz—dy  i  •+*  aa'&  —dy  V  bbyy +•  aayy-t-b*, 

b'+bbyy  b  ybb^yy 

e  però  ridotta  quella  in  ferie  o  nell’ una,  o  nell’altra 
maniera  ufata  intorno  all’elliffi,  troveremo  elTere  il  fuo 

integrale,  cioè  l’ arco  B  D  ~ y  +-  aay 3  —  4 aabb — 

6b 4  40 b 8 

8aab*+-  qa^bb  +■  6  X JV 7 — 64 aab6 — 48#4à4 — 24 a6bb — 5^ 8  y  y9 
mblz  9  X  128 blS 

che  è  la  llefla  ferie  dell’  elliffi ,  a  riferva  de’ fegni ,  o 
della  mutazione  delle  veci  delle  collanti  a ,  b  . 

ESEMPIO  XXII. 

114.  Sia  la  cicloide  dell*  Efempio  Vili,  delle  qua¬ 
drature  ,  (  Fig.  16.)  la  di  cui  equazione  fapiamo  edere 

'dy  —  dxYa  —  x  ;  adunque  farà  la  formola  !/  dx 1  +-  dy  1  = 

V  x 

'dx  1/ a  ,  e  però  integrando,  farà  l’arco  FA  =  21 / ax  — 

.  1/  x 

al  doppio  della  corda  AS  del  corri  fpondente  arco  di 
circolo  AS ,  e  pofla  x  ~  a  ,  farà  A  M  doppia  del  dia¬ 
metro  del  circolo  generatore  ,  e  però  tutta  la  cicloide 
quadrupla  , 


ESEM- 
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ESEMPIO  XXXII, 

1 1 5.  Sia  la  trattoria  ABF ,  (  Fig.  20.)  la  di  cut 
equazione  (  num.  103.  )  è  — ydu  —  tr,  dunque  dii  —  —  adyx 

dy  y 

ed  integrando,  un  qualunque  areo  AB  — u  —  —  ly±n 
nella  logaritmica  della  fottotangente  =:  a  ;  ma  fatta  u-  o, 
h  y  —  a  ,  e  / y  —  o  ,  dunque  n  —  o  ,  e  l’integrale  com¬ 
pito  farà  «  =:  —  hy  .  Se  pertanto  con  la  fottotangetx- 
te  XE,per  lo  punto  A ,  all’afintoto  MH  fi  deferiva  la 
logaritmica  ARS,  prefo  un  qualunque  punto  B  nella.* 
trattoria,  e  condotta  alla  logaritmica  la  BK  parallela^ 
all’ afintato  ,  ed  abbaffata  la  normale  KN  9  l’intercetta^ 
NE  farà  eguale  all’arco  AB  . 

ESEMPIO  XXIV. 

ti6.  Sia  la  fpirale  d’ Archimede  ACB  del  num» 
1040  ,  (  Fig.  21.  )  il  raggio  del  circolo  rr  a ,  la  circonfe¬ 
renza  —  b  ,  l’arco  B MD  —  x ,  AC~y  .  Sia  infi¬ 
nitamente  proffima  ad  AD  ,  e  pero  DE  —  dx  .  Col 
centro  A  fia  delcritto  l’arco  CH,  fara  CH  ~  yàx , 


ed 
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ed  OH=dy;  adunque  farà.  CO  l’elemento  della  cur¬ 
va  =  i/yy:Jxz  +-  aadyz  ,  ma  l’equazione  della  curva  è 

a 

ax-by,  e  però  dx 1  =  bbdy z ,  onde  9  fatta  la  follituzio- 

aa 

ne  ,  farà  CO  —  dy  l/g*  +-bbyy  ,  il  di  cui  integrale,  do- 

aa 

po  un  lungo  calcolo ,  che  omnietto  per  brevità  ,  trove¬ 
remo  dipendere  da’  logaritmi,  o  fra  dalia  quadratura-» 
dell’iperbola  . 

Per  mezzo  delle  ferie  ..  Faccio  in  primo  luogo 
a*  —  bbmm  ,  onde  la  forinola  fia  quella  bdy  i/  mm  +- yy  9 

aa 

che  ridotta  in  ferie  è  — 

bdy  X  «»'+■  yy~ —  y*  +>  y6  —  57 8  ec. ,  e  però  inte- 

aa  ,  zm  8 02 3  i6ms  128 m1 

grando  ,  cioè  l’arco  AC  farà  zr  bmv  -h  ,bv*  — -  bv$  4*-. 

aa  6  a  am  40  ajmì 

by7  —  5hs  ec. ,  e  fatta  y  ~a  ,  farà  tu.ttu» 

1 1 2  aam 5  9X1 28  aam 7 

la  curva  ACE  —  bm  +-  ab — -  a%b-¥  asb  — ~  ^a7b.  ec,s 
a  6m  40 3  1 1 2ffi s  9X128.^ 7 

cioè  rellituendo  in  luogo  di  m  il  valore  aa  ,  ACB  — 

b 

a  +*  bb —  b+  -h  b s  —  5# 8  ec. 

6a  4°^ 3  112^ 5  Tx~J2877 

Se 


x 
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Se  la  curva  folle  la  logaritmica  fpirate  ABC  , 
(  Fig.  30.  )  la  di  cui  equazione  ady  —  bdx  ,  chiamando 
RB—y,  e  l’archetto  infini  refimo  BD  —  dx,  porto  nella 

formola  generale  V  dx 1  +-  dy z  il  valore  di  dato  dall’ 

equazione,  farà  erta  dy  1/  aa  +-  bb  ,  ed  integrando  ,  la_» 

’  T” 

curva  AB  —y  V aa-^bb  . 

T 

Sia  la  curva  ABC  la  fpirale  iperbolica  ,  in  cui  Ia_. 
fottangente  deve  Tempre  edere  cortante  ,  e  però  l’equa¬ 
zione  ,  denominando  come  (òpra  ,  ydx  —  ady ,  farà  dun¬ 
que  1/ dxz  +-  dyz  —  dy  1 '/  aa*-yy  ;  l’integrale  della  qual 

y 

formola  ,  liberata  che  ila  dal  fegno  radicale  ,  trovere¬ 
mo  dipendere  dalla  logaritmica  . 

Per  mezzo  della  ferie  troveremo  dy  \/  aa+-yy  — 

y 

ady -y-  ydy — y^dy^y^dy —  $y 7  dy  ec.  ;  ma  volendo  paf- 
y  2 a  Sa 3  1  <5as  12807 

fare  all’  integrazioni ,  il  primo  termine  non  è  integra¬ 
bile  ,  fe  non  per  mezzo  d’ un’ altra  ferie  infinita  ;  adun¬ 
que  la  fomma  della  foprafcritta  ferie  integrata ,  eccetto 
il  primo  termine  ,  con  l’integrale  della  ferie,  che  efpri- 
me  erto  primo  termine  ,  formerà  una  ferie  ,  che  farà 
il  valore  della  proporta  curva  . 


ESEM- 


ANALITICHE  LIB.  III. 


775 


ESEMPIO  XXV, 

117.  Sia  la  logaritmica  HBD  ,  (  Fig.  ip.  )  AB 
fottangente  r za,  AK  —  x ,  KH  —  y ,  e  l'equazione,* 
ady  —  dx.  Pollo  nella  formola  generale  il  valore  di  dx, 

y  _ _ 

farà  ffy  V  aa  +  yy  ,  il  di  cui  integrale  dipende  dalla-o 
y 

lìeflTa  logaritmica.  Om  metto  l'ufo  delle  ferie,  che  ab- 
ballanza  s’è  veduto  ne’  fuperiori  Efempj  . 

ESEMPIO  XXVI. 

11 8.  Sia  la  parabola  apolloniana  con  le  coordina» 
te  in  angolo  obbliquo  dell’equazione  ax—yy .  Differen¬ 
ziata  quella  ,  e  follituito  nella  formola  generale  delle 
rettificazioni  ,  quando  le  coordinate  fono  in  angolo  ob¬ 
bliquo  ,  cioè  nella  formola  dx 1  +-  dy 2  +-  ledxdv  ,  in_ 

m 

luogo  di  dx ,  e  di  dx%  il  loro  valore  dato  per  y  ,  fi 
avrà  2 dy  Vyy  +■  aey  +-  aa  ,  il  di  cui  integrale  è  in  parte 

a  m  4 

algebraico  s  ed  in  parte  dipende  dalla  quadratura  dell’ 
iperboia  . 


x  2 


ESEM- 
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ESEMPIO  XXVII. 
si^.  Sia  l’equazione  xt  ~y  alle  infinite  parabole  , 

t 

ed  alle  infinite  iperbole  fra  gl’  afintoti .  D.fferenziando 
farà  x 1  ""  1  dx  z:  ày , ed  x  zt  ~~  2 dx 2  —  dy * ,  onde  l / dxz  dyz , 

elemento  della  curva  ,  z:  dx  \/ x zt  —  z +■  i  .  Pacando  ali’ 
integrazioni ,  per  valermi  del  metodo  del  num.  6 1.  ef- 
pongo  la  forinola  nel  feguente  modo  dx  . 

i  ■  —  e— « 

X  zi  —  a  4-,  £  * 

La  formola  canonica  xndx  del  fuddctto  numero  è 

_  ..  m 

xm  +■  am 

integrabile  algebraicamente  quando  fia  i  — m  +>  n  nu- 

m 

mero  intiero  affermativo  ;  e  fe  fia  intiero  negativo ,  fi 
ridurrà  alle  note  femplici  quadrature  .  Paragonando 

quefia  formola  dx  con  la  canonica,  fiasco, 

—  1 

xrt~  z+-  i  z 

2z  —  2  —  m,  a~  all’unità;  per  lo  che  converrà,  che 
! _ zt  +-  2  numero  intiero  ,  che  chiamo  h  ,  dunque 

xt  —,  a 

i  —  zt  4-  2  ,  cioè  3  ■ —  2Z  =  h  ,  e  confeguentemen- 

xt  —,  2,  %t  —  X 

te 
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te  3  +-  2b~t,  efponente  d_  terminar  ore  delle  curve  in- 

+-  TiìO 

finite  „ 

Sia  h  numero  pofitivo  intiero ,  principiando  dal  nul¬ 
la  .  Se  I?  =  o  ,  farà  t  —  3  ;  fe  h  —  i  ,  farà  t  —  5  ;  fra  h 

a  4 

qualunque  numero  della  ferie  de’  numeri  naturali  o  5 
i,2, 3, 4,  5,6  ec„  ,  faranno  efpreffi  gl’  innumerabili 
valori  dell’  efponente  t  dalla  feguente  progreffione^, 
t  —  3  ,  5,7,9,  n  ec,  L’andamento  della  ferie  è  ma- 

’  a  4  6  8  io 

nifefto  ,  ed  in  tutti  quelli  cali  le  curve  paraboliche  fo¬ 
no  algebraicamente  rettificabili ,  e  la  prima  di  effe  è 
Sa  feconda  parabola  cubica  „ 

Sia  h  eguale  ad  un  numero  intero  negativo ,  ed 
in  primo  luogo  fia  h  —  —  o  ,  torna  in  campo  la  fecon¬ 
da  parabola  cubica  ,  equivalendo  ■ —  o  al  4-  o  ;  fìa_, 
/j  —  . —  1  5  l’ efponente  t  diventa  eguale  ad  1  ,  e  di  con- 

O 

feguenza  infinito  ;  fia  n~ —  2  ,  farà  t  —  1  ;  Ila  h  zz  —  3  , 

2» 

farà  t—  3  ,  e  cosi  di  mano  in  mano,  e  gl'infiniti  va- 

4 

lori  dell’ efponente  t  faranno  efpreffi  dalla  progreffione 
t  —  1  ,  3  ,  5  ,  7  ,  9  ec.  ,  e  le  curve  paraboiice  indi  na~ 

a  4  0  8  io 

feenti  rettificabili  per  via  delle  note  quadrature  . 


La 
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La  prima  curva  ,  che  ci  fi  affaccia,  è  la  parabola^, 
conica,  la  di  cui  rettificazione  richiede  (  nurn.  no.  )  la 
quadratura  del?  iperbola  „ 

L’altro  cafo  ,  in  cui  la  formala  generale  del  nutrì. 
6\.  ,  o  è  integrabile  algebraicamente ,  o  per  mezzo  del¬ 
le  note  quadrature  ,  è  che  u  • —  i  —  i  —  n  fia  numero 

m  m 

intero ,  cioè  ,  fofiituendo  le  fpezie  particolari  di  quello 
efempio  ,  —  3?  4-  2  —  h  ,  e  però  2  +  2 h  —  t9  efponente 
2 1  —  2  3  +-  ih 

determinatore  delle  curve  infinite  , 

Sia  h  numero  intiero  pofitivo  ,  principiando  dal  ze¬ 
ro  ,  averemo  la  feguente  progrefiione 

t  —  I£  ec’ 

l  5  7  9  11 

Sia  h  intiero  negativo  ,  ed  in  primo  luogo  fia^ 
h  —  —  o  ,  torna  in  campo  Io  ftefiò  efponente  t  —  2  s 

1 

equivalendo  • — o  al  +-  o  ;  fia  h  uz  —  1  ,  ?  efponente  t 
diventa  eguale  alla  frazione  o_,  e  di  confeguenza  nullo  ; 

1 

fia  b  m  —  2  ,  h  ~  —  3  ec. ,  averemo  la  feguente  prò- 
greffione  t  m  2  ,  4^,  _i_o  ec. 

1  ì  5  7  9 

La  frazione,  che  dà  il  valore  del? efponente  deter¬ 
minatore  t ,  è  la  fieffa  nell’uno  ,  e  nell’altro  cafo  ,  folo 
che  nel  fecondo  è  inverfa  del  primo  ,  dal  che  doveva¬ 


no 
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no  nafcere  ,  come  di  fatto  fono  nate  inverfe  le  prò- 
greffioni  ;  le  curve  adunque  fcoperte  per  mezzo  dell' 
una  ,  e  dell’altra  forinola  fono  le  medefime ,  ma  con_* 
gl’  efponenti  inverfi ,  vale  a  dire  riferite  a  due  affi  dif¬ 
ferenti  ;  a  cagion  d’efempio  i  due  efponenti  1  ,  2  ap- 

Z  l 

partengono  alla  parabola  apolloniana  ,  che  in  due  ma* 

X 

niere  ci  fi  prefenta  x  z  —  y  ,  vale  a  dire  x  —  yy  ;  ed  in 
oltre  xx—y,  equazione  locale  al  trilineo  parabolico. 

Quelle  curve  pertanto ,  che  fono  inchiufe  nelle.* 
premefle  progreffioni ,  o  fono  integrabili  algebraicamen- 
te  ,  o  non  efiggono  quadrature  oltre  il  circolo  ,  e  l'i- 
perbola  ;  ma  le  altre  infinite  richieggono  tetragonifmi 
più  alti  . 

Dalle  nofire  progreffioni  appare ,  che  il  valore^» 
dell’efponente  t  non  è  mai  negativo,  onde  neffuna_, 
iperbola  non  ammette  rettificazione  nè  algebraica,  nè  di¬ 
pendente  dalle  mentovate  più  [empiici  quadrature  . 

Delle  Cubature . 

ESEMPIO  XXIJI. 

120.  Sia  il  cono  retto  ACGKA;(Fig.^i.)  AB~a , 
BC—b,  una  qualunque  porzione  AD  dell’  affé  A  B  fia  —x, 

farà 


7  J?o  INSTITUZIONI 

far ky,  cioè  DE  =  ix,e  però  nella  formola  generalo 

a 

cyydx  foflituito  quello  valore  in  luogo  di  y  ,  farà  elTa-i, 

c  1 1  ■-! 

z> 

óbxxdx  ,  ed  integrando  cbbx 5  ,  rifpetto  ad  una  qualun- 

igjr  óaar 

que  porzione  prefa  dal  vertice  (  dtnmefla  la  collante^ 
fupei  fina  ) ,  e  fatta  x  —  a  ,  larà  tutto  il  cono  ACGKA^. 
cbba  -  chb  X  a  ,  cioè  eguale  al  prodotto  della  bafe  nel- 

6r  ir  3 

la  terza  parte  dell’altezza»  - 

E  perchè  la  folidità  de’  cilindri  è  il  prodotto  della 
bafe  nell’  altezza  ,  farà  il  cilindro  al  cono  infcritto  ,  co¬ 
me  3  ad  i» 

Il  cono  JCGKJ  è  adunque  ~  cbba  9  ed  il  cono 

6r 

J1F.MP  —  cbbx 3  s  adunque  il  frullo  di  cono  IMCK 

(jaar 

farà  cbb  X  a  —  x 3  ,  e  però  farà  a  tutto  il  cono  nella 

Or  aa 

ragione  di  ai  —  x 3  ad  a 3  ;  onde  fe  per  efem pio  faremo 
—  farà  il  fruito  a  tutto  il  cono,  come 
aì  __  aì  3  a3  ;  cioè  come  7  ,  8  ,  ed  al  cono  AEMPI5 
T 

come  7  5  1  » 

Ogni  qual  volta  però  fi  penfa  a  mifurare  qualche^ 
foiido  3  fa  di  meftkri  confiderai  9  di  quali  dementi  in¬ 
teri- 
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tendiamo,  ch’egli  Cn  comporto  giuda  le  differenti  fe¬ 
zioni  ,  che  poffono  adoprarfi.  ,  tornando  in  acconcio  ora 
l’una,  ora  l’altra  fecondo  le  circortanze  ;  indi  fra  i 
fuddgtti  elementi  fcegliere  quelli ,  che  con  maggiore^, 
facilità  poffono  maneggiarli  ,  ed  a’  quali  più  natural¬ 
mente  il  calcolo  s’adatta.  Nel  cono  retto,  per  efem- 
pio  ,  di  cui  fi  tratta  ,  vi  fono  tanti  circoli  paralleli  alla 
bafe  \  ed  oltre  ciò  tanti  triangoli ,  che  anno  comune  il 
vertice  con  quello  del  cono  ,  e  per  bafe  le  ordinate»* 
parallele  del  circolo  CGK;  fi  può  ancora  tagliare  il 
cono  con  tante  parabole  fra  loro  equidiftanti ,  e  con_* 
gl’ affi  paralleli  al  lato  AK  ,  ed  altre  molte  fezioni  pof¬ 
fono  farli  . 

Egli  è  bensì  vero  ,  che  per  ritrovare  la  folidità  del 
cono  si  fatti  mezzi  devono  riputarli  fuor  di  propofito, 
e  troppo  comporti  per  lo  proporto  cafo  ;  ma  fi  potreb¬ 
be  proporre  di  tagliare  il  cono  ,  o  altro  folido  con  un 
piano  qualunque  ,  ed  indi  mifurare  i  due  pezzi ,  in  cui 
egli  è  divifo  ,  ed  in  quello  cafo  conviene  far  ufo  di 
quelli  elementi ,  che  a  tale  fezione  corri  fpondono  ,  co¬ 
me  fi  vedrà  negfefempj  37.  ,  e  38. 


y 
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ESEMMO  XXIX. 


121.  Sìa  il  femìcircolo  CDK  ,  (  Fig.  32.)  che_, 
s’ aggiri  attorno  al  raggio  immobile  DB  ,  onde  produca 
un’  emisfero  ,  e  (11  D  B  zz  a  ,  D  A  zz  x  ,  fara  A  E  —  y  — 
Vzax  —  xx  .  Sollituito  adunque  quello  valore  nella  for- 
mola  generale  *  farà  effa  càx  X  zax  —  xx  3  ed  inte- 

zr 

grando,  farà  la  folidifà  del  fegmento  indefinito  AEMzz 
3 caxx  —  ex  A  e  Iatta  farà  la  Solidità  dell’emisfe- 

ór 

ro  —  ca*  ,  ed  il  doppio  2 caì  tutta  la  sfera  . 

V 

E  perchè  il  cilindro,  la  di  cui  altezza  eguale  al 
diametro  della  bafe  fia  =  2 a,b  —  cal  ,  farà  il  cilindro 

r 

circofcritto  alla  sfera  infcritta  ,  come  caì  a  2 caì  :: 

r  3  v 

3  ,  2  ,  ed  in  confeguenza  nella  fletta  ragione  la  metà 
del  cilindro  all’  emisfero  .  Ma  il  cono  pure ,  la  di  cui 
altezza  eguale  al  raggio  delia  bafe  fia  zza,  raggio  della 
sfera,  è  =  ca* ,  adunque  farà  l’emisfero  al  cono  in- 

Or 

fcritto,  come  2,1. 


In 
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In  oltre  effendo  ,  come  è  noto,  il  raggio 

z 

della  bafe  del  cono  equilatero  infcritto  nella  sfera  ,  il 
di  cui  raggio  fia  _c-  a  ,  ed  ellendo  l’altezza  di  elio  =  3 a, 

Z 

farà  il  cono  re  ^caì  ,  e  la  sfera  farà  —  2 ca%  >  e  però  la 

4  8r  \r 

sfera  al  cono  come  2  ,  p  ,  cioè  ,  come  32  al  p  .  In_. 

i  48 

flmil  modo  fi  pofiono  dimofirare  quanti  teoremi  fi  vo¬ 
gliono  d’ Archimede  in  quello  propofito  . 

E’  chiara  la  maniera  di  avere  un  qualunque  fetto- 
re  di  sfera  generato  per  efempio  dal  fettorc  BEDM 
del  circolo  ;  imperciocché  al  fegmento  di  sfera  genera¬ 
to  dalla  figura  AED  ,  che  fi  fa  edere  =  3 caxx —  ex 3  % 

ór 

s’aggiunga  il  cono  generato  dal  triangolo  EBA,  e  che 
fi  troverà  edere  —  c  X  2 ax  —  xx  Xa — x ,  e  la  fotti- 

ór 

ma ,  cioè  caax  farà  il  fettore  cercato  « 

3  r 

ESEMPIO  XXX» 

122.  Sia  (  Fig .  33 .)  la  parabola  di  qualunque  ordine  5 
la  di  cui  equazione  ym  —  am~~1x  ,  la  quale  ruotandoli 
attorno  all’ade  AM  generi  il  conoide  parabolico»  Sarà 

y  2  dun- 
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m  ~  i  i  znt  — <  z  a 

dunque  ~  #  »»  #  m  ,  ed  j/y  r:  a  m  x  m  3  e  però  la 
formola  generale  9  foftituito  quello  valore  ,  farà 

zm  -~z  z  zm  —  zm-hz 

ca  m  x m  dx  ,  ed  integrando  ,  me  a  m  x  m  la  folidi- 

2r  %Y  X  -f-  1 

% 

tà  del  conoide  indefinito  ;  o  pure  ,  perchè  xm  ~ 

z  +-  m 

yy  ,  e  però  x  m  xyy  ,  fofiituendo  quello 

zm~~  z  ìm  —  z 

a  m  \  a  m 

valore  nell’  integrale  ritrovato  ,  farà  elfo  me  xyy 

zy  X  m  -ìr  z 

Sia  m  —  2  3  cioè  la  parabola  apolloniana  ,  farà  il 
conoide  =  cxyy  ,  cioè  il  prodotto  della  bafe  nella  metà 

4r 

dell’altezza,  ed  in  confeguenza  il  detto  conoide  farà 
la  metà  del  cilindro  nella  medeiima  altezza ,  e  nella-» 
medefima  bafe  . 

Se  fi  volefie  la  folidità  della  fcodella ,  o  fia  il  foli- 
do  generato  dalla  figura  A  CD  moda  attorno  all’ afie_» 
A B  ,  dal  cilindro  deferitto  dal  rettangolo  ABCD  3  che 
fapiamo  edere  —  cxyy ,  fi  fottragga  il  conoide  parabolico 

ZY 

mexyy  ,  il  refiduo  cxyy  farà  la  fcodella  „  E  fat¬ 
ar  X  tn  4-  2  rX»J3t-2 

ta 
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ta  m  —  2  rifpetto  alla  parabola  apolioniatu ,  farà  la  fco- 
della  cxyy  metà  del  cilindro  5  appunto  come  deve  effe- 

re  j  il  conoide  elfendo  pure  la  metà  d'effb  cilindro  » 

Si  muova  la  figura  attorno  all'ordinata  MO  ;  e  fia_s 
AM-b ,  MO-f,  AB  —  x,  BC  =  y  ,  CKzzb  —  x  , 

- »  Z 

KOzzf — y  .  Sarà  il  circolo  del  raggio  CK~  c  \b  —  x  , 

ir 

adunque  il  prodotto  di  quello  circolo  in  dy  ,  differenzia¬ 
le  di  KM  j  cioè  c  X  bbdy  —  zbxdy  +- xxdy  farà  l’elemen- 

%r 

to  del  folido  generato  dalla  figura  MACK  ,  e  però  in¬ 
tegrando  ,  pollo  in  luogo  di  x  il  valore  dato  per  y  , 

farà  c  Y^bby  ■ —  iby™'**1  +.  yzm+-i  iz  al  folido 

«■mX/ì”’-1  zm+-  1  X  <2 l,n  ~  % 

indefinito  5  o  pure,  ponendo  x  in  luogo  di  ym  , 

_ _  a  m  ~  1 

c  X  bby  — •  ibxy  4-  .  E  polla  x  ~  b  ,  7  —  /  rif¬ 
ar  f»  +•  *  ai»  +-  1 

petto  a  tutto  il  folido  generato  dalla  figura  ACOM  3 

farà  c  X  bbf  ■ —  2 bbf  +-  bbf  ,  cioè  immbbf  X  £  • 
ir  »  +■  I  *}»  +■  1  am-H  i  X’m+T  *r 

E  fe  fi  vuole  ,  che  la  parabola  fia  apolloniana ,  cioè 
che  fia  m  =  2  ,  fara  il  folidd  —  4 cbbf  . 

i;r 


E5 


yU  INSTITUZIONI 

E’  facile  il  vedere  ,  che  nella  parabola  apollonìana 
il  cilindro  folla  medefima  bafe  ,  ed  altezza  del  detto  fo- 
lido  farà  al  folido,  come  15,  8  ;  e  che  il  folido  gene¬ 
rato  dalla  figura  0  A  P  farà  =  7 cbbf . 

3  or 

Si  muova  la  figura  attorno  alla  retta  AP  ;  e  fia_. , 
come  fopra  ,  AB  —  x  ,  B  C  —  y  ,  farà  cxx  il  circolo  dei 

zr 

raggio  DC ;  adunque  cxxdy  l’elemento  del  folido  ge- 

zr 

nerato  dalla  figura  ACD  ,  e  ponendo  in  luogo  di  x 
il  valore  dato  per  y  ,  ed  integrando,  farà 
f  X  y  ™  +■ 1  j  cioè  c  X  xxy  eguale  al  foli- 

2r  2 mVi  X  2r  lm+'1 

do  indefinito  ,  e  fatta  x  —  b  „  y  —  /,  farà  cbbf 

2 r  X  2772  -f-  1 

rifpetto  a  tutto  il  folido  generato  dalla  figura  AOP  . 

Ma  il  cilindro  nella  medefima  bafe  ,  ed  altezza  è 
~  cbbf ,  farà  adunque  il  folido  generato  dalla  figura-* 

ZY 

AMO  —  c  X  2 mbbf . 

2  y  2  m  +-  1 

Ma  in  altra  maniera  ancora  fi  può  avere  il  folido 
generato  dalla  figura  AOM  ruotata  attorno  all’  affo 
A  B  .  Sia  A  M—b  ,  MO  —f .  Il  circolo  del  raggio  D  C 
farà  -  cxx  1  ed  il  circola  del  raggio  DK  farà  cbb  ; 

ir  2r 

adun- 
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adunque  farà  c  X  bb —  xx  l’anello  defcritto  dalla  linea 


CK,  adunque  c  X  bb —  xx  X  ày  farà. l’elemento  del  fo~ 

XV 

lido  generato  dalla  figura  CKMA,  e  porto  in  luogo 
di  x  il  valore  dato  per  y  ,  farà  c  X  bbdy  <—  y  *mdy  ,  ed 

Zf  a2  m~*1 

integrando,  cXbby~—  yzm+°i  *  e  finalmente 

2  Y  ■ 

2 m-b  1  X 

fatta  y  —f  rifpetto  a  tutto  il  folido  generato  dalla  figu¬ 
ra  AMO  A  ,  farà  egli  c  X  bbf —  f  zm-^  1  ;  ma 

2r  2m  +■  1  X  # im  ” 1 

quando  y  —f ,  farà  ,  per  la  parabola  ,  x  cioè  b~  fm  , 

am~'1 

e  bb  ~  f 2m  ,  adunque  porto  nell'integrale  querto  va- 

azm-z 

lore  dato  per  b  ,  farà  il  folido  = 

c  X  bbf —bbf  z:  c_X  zmbbfycome  fopra . 
zr  2m  +  1  2 r  2 m  +-  1 


ESEM- 
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7^ 

ESEMPIO  XXXI. 

123.  Sia  l'elliffi  ADC  3  (  Fìg.  28.  )  AB~a  9 
BD  —  by  AE~x,  EO  —  y,  e  però  l’equazione.» 

bb  X  2 ax —  xx  ~ yy  .  Softituito  adunque  nella  forinola 

eia 

generale  il  valore  di  y  dato  dall’  equazione  ,  farà  effà— 
ebb  X  zaxdx  —  xxdx  ed  integrando  ,  farà 

%aar 

ebb  X  axx  —  x 5  eguale  al  folido  indefinito  generato 

zaar  3 

dalla  figura  AEO  moda  attorno  all’ affé  AC.  Polla- 
se  —  a  ,  farà  ciba  metà  dello  sferoide  ;  e  polla  x  —  za  , 

farà  2  ebb  a  tutto  lo  sferoide  . 

V 

E  perchè  il  cono  nella  medefima  altezza  A  C ,  e 
nella  bafe  ,  il  di  cui  raggio  ila  il  femiafle  conjugato 
BD  s  b  —  ebba  a  ed  il  cilindro  è  —  ebba ,  farà  lo  sferoi- 

3i"  3 

de  due  terzi .  del  cilindro ,  e  doppio  del  cono  . 


ESEM- 
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ESEMPIO  XXXII. 

124.  Sia  l’iperboìa  AD ,  (  Fig.  25.)  che  s’aggiri 
attorno  a  BC,  e  fia  il  femiafte  trafverfo  BAzza,  il 

Z 

centro  B  ,  ed  il  parametro  —  b  ,  ACzz  x  ,  CD  —y  , 
e  l’equazione  ax+-xxX  b  —  jyy  .  Soflituito  il  valore 

a 

di  y  nella  forinola  generale  ,  farà  cbdx  X  ax+'xx  ,  ed 

zar 

integrando  3  farà  cb_  Xaxx+-  xì  eguale  al  conoide»* 

zar  x  3 

iperbolico  indefinito  generato  dalla  figura  ADC. 

Sia  BC  —  x  ,  il  refio  come  fopra  .  Sarà  l’equazio¬ 
ne  b  X  xx  —  aa  —  yy  ,  e  però  la  forinola  farà 

a  4 

cbdx  X  XX—  ££,  ed  integrando,  cb  Xx> — aax-t-f. 

zar  4  zar  3  4 

Aggiungo  la  collante  ,  che  in  quello  cafo  non  è. 
zero  .  Per  determinarla  fi  avverta  ,  che  nel  punto  A  , 
quando  x—%a,  il  .folido  deve  edere  nullo  3  onde»» 

pollo  nell’integrale  ~  a  in  luogo  di  x  ,  dovrà  elfere_» 
f  ÉL  ”_£3  “  0  5  ad-unclue  f  —  caah  ;  e  però  l’in- 

zar  Z4  8  X4  r 


Z 


te- 
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tegrale  compito  farà  cb  X  x1  —  aax  -h  aì  * 

zar  $  4  xì 

S’  aggiri  1*  iperbola  attorno  al  femiaffe  conjugato 
HB ,  e  fra  BA  femiaffe  trafverfo  -za,  il  femiaffo 
conjugato  -  h  ,  BC  -  x  ,  CD  zz  y  .  Il  circolo  del 
raggio  H  D  farà  ir  cxx  ,  adunque  cxxày  fara  1’  ele= 

%r  ir 

mento  del  folido  generato  dal  piano  ,  o  fia  figura.. 
BHDA  ,  e  pollo  in  luogo  di  xx  il  valore  dato  dall’ 

equazione  della  curva  ,  avremo  cdy  X  ciayy  +-  aahh  ,  ed 

zr  bb 

integrando  ,  c  X  aay 3  +  aay  ,  e  fatta  y~h,  farà  il  foli- 

zr  3  bb 

do  n  icaah  » 

ESEMPIO  XXXIII. 

125.  Sia  I* iperbola  KHF  ( Fig .  34.)  fra  gl’ afintoti, 
AD  —  a,  DE  —  b,  A  P  —  x  ,  P  H  —  y  ,  e  l’ equazione 
xy  —  ab.  Si  muova  la  curva  attorno  all’afmtoto  AB. 
Adunque  il  circolo  del  raggio  QH  farà  —  cxx  ,  e  pe- 

zr 

rò  cxxày  farà  l’elemento  del  folido  generato  dalla  figu» 

zr 

ra  AQFLFMA  infiniramemte  prodotta  della  parte  di 
M ,  e  pollo  in  luogo  di  x  il  valore  dato  dall*  equazio¬ 
ne  , 
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ne  ,  farà  caabbiy ,  ed  integrando  ,  f  —  caabb  ;  ma  per 


zryy  -zry 

determinare  la  /,  fi  odervi  che  quando  fia  y  zzo  ,  il  fo- 
lido  deve  edere  —  o  ,  adunque  /  —  caabb  ,  quantità  infi- 

2rX° 

nita  ,  e  però  l’integrale  compito  farà  — • caabb  +«  oo  , 

zry 

adunque  il  folido  di  valore  infinito  . 

Se  in  vece  di  follituire  nella  formola  in  luogo  di 
xx  il  valore  dato  per  y  dall’equazione  ,  follituiremo  il 
valore  di  dy ,  farà  ella  —  abcdx  ,  ed  integrando  , 

zr 

—  abcx  4-  /;  ma  il  folido  non  può  edere  zero  fe  non_» 

ir 

quando  fia  x  infinita  ,  adunque  la  collante  /  da  aggiun¬ 
gerli  deve  edere  infinita  ,  e  però  infinito  il  folido  . 

Per  avere  il  folido  generato  dai  piano  ,  o  figura»* 
BAPHK  infinitamente  prodotta  verfo  B  ,  balla  riflet¬ 
tere  ,  che  edendo  ex  la  periferìa  dei  circolo ,  il  di  cui 


raggio  è  QH  —  xs  farà  cxy  la  fuperficie  del  cilindro 

r 

generato  dal  piano  AQHP ,  ed  in  confeguenza  farà 
cxydx  la  folidità  del  cilindro  vuoto  generato  dal  ret- 

r 


tangolo  infiniteiìmo  IPHO  ;  adunque  la  fomma  di  tut¬ 
ti  quelli  j  cioè  J* cxydx  farà  il  folido  ,  che  fi  cerca». . 


r 


Z  2 


Po» 
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Porto  adunque  in  luogo  di  y  il  fuo  valore  ab_,  farà  l' in- 

X 

tegrale  cabx  quantità  finita  ,  quantunque  il  iolido  fia  infi- 

r 

nitamente  alto  » 

Neli’efpreffione  cabx  del  folido  porto  in  luogo  di  ab  il 

r 

valore  xy  dato  dall*  equazione,  farà  cxxy  ,  ma  cxxy  è  il  ci~ 

r  zr 

lindro  generato  dai  rettangolo  APHQ  ;  adunque  il  fo¬ 
lido  iperbolico  farà  doppio  di  elfo  cilindro  ,  e  però  il 
folido  generato  dalla  figura  BQHK  infinitamente  pro¬ 
dotta  farà  eguale  al  cilindro  ,  che  gli  ferve  di  bafe.*  . 
Prefa  adunque  x  —  a  ,  ed  in  confeguenza  y  —  b  ,  farà 
il  cilindro  =  caab  ~  al  folido  fopra  di  elio  . 

ESEMPIO  XXXIV, 

12 6.  Sia  la  logaritmica  HCD  ,  (  Fig.  35.  )  la- 
fottangente  CA  =  a  ,  AB  —  x  ,  B  D  —  y  ,  e  l'equazio¬ 
ne  dx-  ady  .  S’aggiri  attorno  all’afintoto  E  B  .  Porto 
y 

nella  formola  generale  in  luogo  di  dx  il  valore  dato 
dall’ equazione  ,  farà  caydy  ,  ed  integrando,  cayy  +-  f , 

zr  4r 

Ma  quando  fia  y  —  AC  —  a,  il  folido  è  zero  ;  adunque 

deve 
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deve  effere  f  —  — -  ca' ,  e  l’integrale  compito  s  cioè  il 

4r 

folido  generato  dal  piano  indefinito  ABDC  ,  farà 
cajyy  —  m 3  . 

4r  4r 

Sia  P  affitta  A  E  negativa  ,  e  però  ~  —  x  ,  farà  pu¬ 
re  negativa  la  differenza  cioè  —  dx  }  e  perchè  creden¬ 
do  l’ affitta  cala  l’ordinata  ,  farà  pure  negativa  la  diffe¬ 
renza  di  E  H  5  cioè  — dy  ,  e  l’equazione  della  curva^» 
farà  nello  fletto  modo  dx  ~  ady  .  Ma  per  effere  nega- 

y 

ti  va  dx  ,  farà  negativa  la  formola  generale  ,  vale  a  dire 
• —  cyydx  .  Sofiituito  adunque  il  valore  di  dx  ,  farà  — 

zr 

caydy  ,  ed  integrando  —  cayy  +•  f  ;  ma  quando  il  folido 

zr  _  4r 

è  zero  ,  farà  y  —  a  ;  adunque  /  —  ca* ,  e  l’integrale  corri- 

4  r 

pito  farà  ca 3  — cayy  eguale  al  folido  generato  dal  pia- 

4  r  4r 

no  *ACHE  .  Pofto^  —  o,,  cioè  fuppofio  il  folido  infi¬ 
nitamente  prodotto  dalla  parte  di  M  3  l’integrale  farà 
~  ca*  ,  adunque  etto  folido  infinitamente  prodotto  farà 

4r 

eguale  a  ca*  ,  ma  il  folido  generato  dal  piano  A  CHE 

4r 

abbiamo  veduto  effere  ca 3  ■ —  cayy  ,  adunque  il  folido 

4r 


► 


infi- 
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infinitamente  prodotto  generato  dal  piano  LEHM  fa¬ 
rà  cayy  . 

4r 

Poiché  il  cilindro  ,  il  di  cui  raggio  della  bafe  fia_. 
AC—a  ,  e  l’altezza  pure  =  a ,  è  =  ca^  ,  farà  il  folido 

ir 

della  logaritmica  infinitamente  prodotto  dalla  parte  di 
M  nella  bafe  del  raggio  AC  zza  al  detto  cilindro  ,  co» 
me  i  5  i  :  :  i  ,  2  . 

4  1 

ESEMPIO  XXXV. 

127.  Sia  la  curva  AMI  (  Fig.  18.)  la  Cifibide  dì 
Diocle,  la  quale  aggirandofi  attorno  alla  retta  AB  de¬ 
feriva  un  folido  .  Sia  AP  —  x,PMzzy,  A  B  ~  a  ,  e 
l’equazione  yy  —  xi  .  Sarà  adunque  la  forinola  gene- 
a- — x 

rale  de’  folidi  3  foftituito  il  valore  di  yy  ,  cx'dx  ,  ed 

2r  X  a  —  x 

integrando  ,  — ex1  • —  caxx  —  caax —  caa  la  —  x  4-  /; 

ór  4  r  ir  2  r 

ma  fatta  ^o,  il  folido  deve  edere  zero  ,  adunque^ 
/  =  caa  l  a  ,  e  l’integrale  compito  —  cx^  —  caxx  — 

ir  Cr  4  r 

caax  —  caa  l  a  —  x+-  caa  /  a  eguale  al  folido  generato 


dalla 
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dalla  figura  AP  M ,  e  fatta  x  —  a  ,  farà  il  folido  intie¬ 
ro  =  —  11  cal  —  caa  l  o  +-  caa  l  a  .  Ma  il  logaritmo  del 

12  r  zr  zr 

zero  è  quantità  infinita  ,  e  negativa  ,  che  moltiplicata^ 
in  —  caa  fa  quantità  pollava  ,  adunque  il  folido  intiero 

zr 

farà  infinito  .  Si  avverta  ,  che  i  fuddetti  logaritmi  fi 
prendono  nella  logaritmica  della  fottangente  =  a  . 

Per  mezzo  della  ferie  farà  ex 3  dx  —  cx*dx  +  ex  *dx  +~ 

zrXa^x  2ar  2raa 

ex 5 dx  +•  ex 6 dx  ec. ,  ed  integrando,  il  folido  generato 
ira*  ira * 

dal  piano  AP M fata  zz  ex*  +•  cxs  +=  ex6  4-*  ex7  ec.. 

Bar  io  raa  lira*  i^ra* 

e  fatta  x  —  a  rifpetto  al  folido  intiero ,  farà 

a*  X  c  +*£.’+“£.'t”£  ec*  3  ^ei^e  va^ore  infinito  . 

ir  4  567 

ESEMPIO  XXXV  L 

128.  S’aggiri  la  trattoria  ABF  (  Ftg.  to.)  attor» 
no  l’afmtoto  EH .  Nella  forinola  generale  cyydx  folli- 

zr 

tuito  il  valore  della  dx  dato  dall’equazione  dx  = 

— •  dy  1/ aa  — yy  num.  103.  ,  avremo  —  cydy  Vaa^yy  , 

zr 

ed 


9 
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_ X 

ed  integrando  ,  c  X  aa  —  yy  z  —  al  folido  generato  dal- 

6ir 

la  figura  AEDB  ,  ommefia  l’aggiunta  della  collante.* 
fuperflua  .  Fatta  pertanto  y  —  o  ,  farà  il  folido  infinita¬ 
mente  prodotto  zz  caì  \  ma  la  folidità  della  sfera ,  il  di 

òr 

cui  raggio  Ila  AEzza  (  num.  121.)  è  =  2 cal  ,  dunque, 

3r 

il  folido  infinitamente  prodotto  farà  la  quarta  parte  di 
efia  sfera  . 

ESEMPIO  XXXVII. 

32p.  Sia  il  cilindro  QB  MCPT ,  (  Fig.  3 6.  )  da_» 
cui  con  un  piano  per  BC  diametro  ,  e  nella  direzione 
AP  fi  tagli  la  porzione  ,  o  fia  l’ unghia  B  M  CP  B  ,  fi 
cerca  la  folidità  di  quella  . 

Sia  BCzz  QM  =  2a  ,  MP  =  QT zz  b  ,  AD  ~  x  , 

c  farà  DH  condotta  ordinata  nel  circolo  =  v  aa  —  xx. 
Si  tiri  dal  punto  H  parallelamente  ad  MP,  o  fia  QT 
ja  retta  HO  3  che  farà  nella  fuperficie  del  cilindro  ,  in¬ 
di  dal  punto  D  al  punto  0  fi  conduca  la  retta  DO, 
che  farà  nel  piano  BOPC ,  avremo  formato  nella  foli¬ 
dità  dell’unghia  il  triangolo  DHO  limile  al  triango¬ 
lo 
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lo  AM?  ,  e  però  farà  HO  ~b  v~aa 


■  xx 
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Ma  la  forn¬ 


irla  di  tutti  quelli  triangoli  DHO  è  appunto  la  ricer¬ 
cata  folidità  della  metà  dell’unghia,  adunque  farà  efik_. 

=  j*  bdx  X  aa  —  xx  ,  ed  integrando,  àbx  —  bxl  , 


za 


6a 


fatta  x  —  a  ,  farà  finalmente  la  fuddetta  metà  dell’  un¬ 
ghia  —  i  aab  ,  e  tutta  —  2  aab  , 

3  3 

In  altra  maniera  ,  e  più  generalmente  fia  (  Fìg.  37.  ) 
il  mezzo  cilindro  D  A  CH  EG  ,  il  quale  per  Io  diametro 
CD  fia  tagliato  da  un  piano  nella  direzione  DE,  on¬ 
de  nafea  l’unghia  DBCE  AD  ,  di  cui  fi  vuole  la  foli¬ 
dità  .  Sia  B  A  ~  a  ,  A  E  —  b  ,  B  Qzz  x  ,  QM  —  y  ,  farà 
QK—bx,  e  peto  il  rettangolo  PONM—  ibxy  ,  e 

a  a 

quello  moltiplicato  in  dx  farà  l’elemento  della  folidità 
dell’unghia,  cioè  2 byxdx  . 

a 

Sia  la  curva  D  A  C  un  femicircolo ,  adunque^ 
y  —  Vaa  —  xx  ,  e  la  forinola  farà  2 bxdx  \ /  aa  —  xx  ,  ed 


_ _ _ _  _i 

integrando  —  2&  X  ^  —  xx  2  +•  ^  ,  ma  la  collante 

polla  x-o,  fi  trova  e  fiere  —  ^baa  ,  adunque  l’inre- 

3 

a  a 


graie 
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_ _ x 

graie  compito  del  folido  l'ara  ibaa  —  2b  X  M  —  xx  a  , 

ì  ìa 

e  fatta  x  -■  a  rifpetto  a  tutta  l’unghia  ,  farà  effa  ibaa  • 

ì 

Sia  la  curva  DAC  una  delle  infinite  parabole  ,  e 
T equazione  ym  zz a  —  x  j  farà  la  formola  ,  foflituito  il 

l 

valore  di  y  ,  ibxdx  X  et  ■ —  x  m  ,  la  quale  integrata-*, 

a 

conforme  al  num.  ap.,  ed  aggiunta  la  debita  collante,, 
e  fatta  x  —  a  ,  darà  per  la  folidità  di  tutta  l’unghia 

m  +-  i 

ibmrna  m  ,  e  polla  m  —  2,  cioè  che  la  parabola 

x 

fia  I’apolloniana ,  *  .  E  fuppofto  ,  che  quando 

15 

I  * 

Af  =  o,  fi  a  BCzzy-c ,  farà 'a"*  =  c9  e  però  l’unghia 
=  .  Nello  Hello  modo  troverai!!  l’ unghia  del  ci- 

"  15 

lindro  ellittico  ellere  =  2 ale  ,  fuppollo  il  femiafle  trafi 

3 

verfo  =  a  ,  il  femiafie  conjugato  ~  c  ec. 


E  SEM- 
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ESEMPIO  XXXVIII. 

130.  Tagliato  il  conoide  parabolico  BAC{  Fìg.  38.) 
col  piano  qualunque  IEH perpendicolare  alla  baie  circola¬ 
re  BICH  ,  fi  dimanda  la  mifura  del  pezzo  comprefo  dal¬ 
la  lezione  IEH,  e  dal  piano  a  lei  parallelo  per  l’ade 
AD  . 

Sia  —  a  il  parametro  della  parabola  generatrice  « 

B  AC ,  l’ affida  data  AD  ~  b  ,  farà  bordinata  D  B ab „ 
Sieno  le  coordinate  DF~x,  FE  ~y,  e  però  l’equa¬ 
zione  alla  predetta  curva  BAC  ab —  xx  —  ay  .  Per  la 
natura  del  circolo  BICH  farà  il  rettangolo  CFB  ~ 
ab  —  xx  ,  eguale  al  quadrato  FH  ~  zz  ;  ma  ab  — xx  — 
ay  ,  dunque  ay  —  zz  ,  e  confeguentemente  la  lezione^. 
IEH  farà  una  parabola  con  lo  defiò  parametro  della», 
principale^  Reda  pertanto  fidato  il  rettangolo  EFH  — 
yz  zz  y  V ay  ;  e  perchè  quedo  da  all’area  IEH,  come 

3  a  4  ,  farà  eda  area  =:  4  y  V ay  ,  ed  il  prodotto  di 

i 

eda  area  IEH  nell’altezza  infinitefima  dx,  fluffione  di 

DF-  x  ,  farà  l’elemento  del  folido  in  quedione  ,  cioè 

4 ydx  1 /  ay  \  ma  y  —  ab  —  xx  ,  dunque  edo  elemento 
3  « 


aa  2 


farà 
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farà  4  dx  X  ab  —  xxV  ab  —  xx ,  o  fia  4  bdx  V  ah  —  xx  — 

3  a  '  3 

4  xxdx  1/  ab  —  xx  . 

3« 

L’integrale  del  primo  termine  dipende  dalla  qua¬ 
dratura  del  cerchio  BHC ;  il  fecondo  il  ridurrà  alle^ 
quadrature  note  per  via  della  prima  formola  del  num.  6 1. 

131.  Ommetto  gli  efempj  de’  folidi  generati  da 
curve  con  le  coordinate  tra  loro  in  angolo  obbliquo  , 
perchè  effendo  la  forinola  per  quelli  cafi  diverfa  dalla 
lolita  ,  ed  ordinaria  per  le  fole  collanti ,  non  fi  potran¬ 
no  incontrare  difficoltà  di  natura  diverfa  dalle  già  {pie¬ 
gate  .  Cosi  pure  ommetto  gl’ efempj  de’  folidi  generati 
da  curve  riferite  al  fuoco  ,  perchè  non  volendomi  fer- 
vire  della  teoria  de’  centri  di  gravità  ,  come  ó  detto 
di  fopra  ,  bifognerà  ridurre  le  date  curve  ad  altre 
riferite  agl’ affi  ,  intorno  alle  quali  già  abballanza  fi  è 
parlato  . 

Delle  Quadrature  ,  0  fia  Compiamzioni  delle  fuperficie 

de ’  Carpi  . 

ESEMPIO  XXXIX. 

132.  Sia  il  cono  retto  ACGK ,  (  Fig.  31.  )  AB~a, 
BCzzb,  una  qualunque  porzione  dell’ affie  AB,  co- 

-  ■  V 


me 
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me  A D  ,  fìa  —  x  ,  farà  DE  ~y  =  bx  ,  e  dy  —  bdx~  a 

0  et 

dyz  —  bbdx z  .  Soffiamo  adunque  quello  valore  di  àyz 

aa 

nella  forinola  generale  cy  V  dxz  +•  dy1  ,  farà 

r 

cy  ./  aadxz  +-  bbdxz  —  cydx  m  aa+-  bb  ,  e  foflituito  il  va» 

?  ’  M  ar 

lore  di  y  ,  cioè  bx  ,  farà  cbxdx  V  aa  +-bb  ,  ed  integrau- 

a  aar 

do  ,  cbxx  v  aa  +•  bb  rilpetto  alla  fuperficie  del  cono 

zaar 

AEMPI;  e  fatta  x  =  a  ,  farà  cb\/ aa  +- bb  rifpetto  alla 

zr 

fuperficie  di  tutto  il  cono  ,  e  però  eguale  al  rettangolo 
della  metà  della  circonferenza  della  bafe  nel.  lato  AC . 

La  fìefla  determinazione  avrebbefi  avuta  ,  fe  in_, 
luogo  di  foflituire  nella  forinola  generale  il  valore  di 
dy1,  fi  fofie  foflituito  il  valore  di  dx z . 

Sarà  per  tanto  la  fuperficie  del  frullo  conico 

1  MK.C  G  zz  cb  \/  aa  +-  bb  — -  cbxx  V  aa  +-  bb  s  cioè 

2 r  zaar 

cb  v  aa+-bbX  aa~xx;  e  però  farà  alla  fuperficie  di  tutto 

zraa 

il  cono  s  come  aa  —  xx  ad  aa  . 

133,  Ma  fe  il  cono  farà  fcaleno ,  bifognerà  pro¬ 
cedere 
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cedere  in  altra  maniera  .  Onde  (la  il  cono  fcaleno 
PAFBM ,  (  Fig.  3p.)  la  bafe  ila  il  circolo  A  FB  M ,  e 
nel  diametro  prodotto,  fe  fa  bifogno  ,  s’ abballi  la  PD 
normale  al  piano  del  circolo  ,  o  fia  bafe  .  Si  prendano 
nella  periferia  del  circolo  due  punti  F  ,  f  infinitamente 
proffimi  ,  e  fi  tirino  i  due  lati  FP  ,  fP  dei  cono.  Egli 
è  chiaro,  che  il  triangolo  i rifiniteli nio  P  Ff  larà  la  diffe¬ 
renza,  o  fia  l’elemento  della  fuperficie  del  cono.  Adun¬ 
que  al  punto  F  fi  conduca  la  tangente  TFQ,  a  cui 
fia  normale  DQ,  e  fi  congiungano  i  punti  P,  Q  con 
la  retta  PQ  . 

Poiché  il  piano  del  triangolo  P  D  Q  palla  per  la^ 
retta  PD  normale  al  piano  della  bafe  del  cono  ,  il  pia¬ 
no  PQD  farà  anch’egli  normale  allo  Hello  piano  della 
bafe  ,  ma  la  tangente  T Q  ,  che  è  nel  piano  pure  del¬ 
la  bafe  ,  fa  angolo  retto  con  QD  comune  fezione  de’ 
due  piani,  dunque  farà  normale  al  piano  PQD  ,  ed 
in  confeguenza  alla  retta  QP  ,  e  però  farà  il  triangolo 
PFf-PQXFf. 

2 

Si  chiami  il  raggio  CA  —  r  ,  CD  —  b  ,  CE  ~x  , 

farà  FE  —Vrr  —  xx,  e  perchè  l’angolo  CFT  è  retto  , 
efiendo  tangente  del  circolo  la  TF,  fono  limili  i  trian¬ 
goli  CFE  ,  TCF  ;  onde  farà  CT ~  rr^ ,  ma  CT  è  alla 
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CF  ,  o  fia  CF  ,  CE\:TD,  DQ  ,  adunque  DO  — 
rr+-bx.  Sia  la  data  PD—p}  farà  dunque  la 

Y 

- z 

V pp  +-  rr  +- bx  ;  tua  l’elemento  del  cerchio  Ff  fi  fa_. 

rr 

edere  —  rdx  ;  adunque  F/X  P  Q  ,  elemento  della 


fuperfkie  ,  farà  rr  —  rdx  1 /pp  +■  rr  -t-bx  ,  formola  che 

YY 

z  y  rr  —  XK 

fin’ ora  non  fi  fa  ridurre  alle  note  quadrature  di  circo¬ 
lo,  o  dell’iperbola  ,  perchè  non  fi  può  liberare  da’  fe- 
gni  radicali,  come  fi  è  veduto  al  num.  38.  ,  e  come  ci  è 
pure  occorfo  nel  volere  rettificare  l’elliffi  . 

Ricorrendo  alla  ferie  :  fi  riduca  in  ferie  infinita-, 
il  numeratore  ,  e  lo  fieflò  fi  faccia  del  denominatore  , 
indi  fi  proceda  nello  fielTo  modo  ,  come  fi  è  fatto  nella 
feconda  maniera  intorno  all’  elliffì  nell’  Efempio  20. 
num.  11 2. 

ESEMPIO  XL. 

134.  Sia  l’emisfero  ,  il  di  cui  femicircolo  genera¬ 
tore  CDK,  (  Fig.  32.)  che  s’aggiri  attorno  al  raggio 
DB  ,  e  fia  DB  —  a,  una  qualunque  D  A  =  x ,  fa¬ 
rà 
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_ _  _ a 

r li  A  E  22  y  —  V  2 ax- — xx  ,  e  però  dyz  —  a  —  x  X  dx  z  , 

2  ax  —  xx 

e  fatte  le  foftituzioni  nella  formola  generale  ,  farà  ella 
—  cadx  ,  ed  integrando  cax  ~  alla  fuperficie  del  feg- 
r  y 

mento  di  sfera  generato  dall’arco  E  D  M  ;  e  fatta  x  —  a, 
farà  caa  la  fuperficie  dell’emisfero  ,  e  però  iena  la  fu- 
~r~  y 

perfide  di  tutta  la  sfera  .  Sarà  adunque  la  fuperficie., 
d’un  qualunque  fegmento  eguale  al  prodotto  della  peri¬ 
ferìa  del  circolo  generatore  della  sfera  nell’altezza  di 
elio  fegmento  ;  dell’emisfero  ,  eguale  al  rettangolo  della 
fieffa  periferìa  nel  raggio  ;  e  delia  sfera  ,  eguale  al  ret¬ 
tangolo  della  periferìa  nel  diametro,  e  però  elle  fu  per¬ 
fide  tra  loro  nella  ragione  ,  che  anno  l’altezza,  il  rag¬ 
gio  ,  ed  il  diametro  . 

E  perchè  l’area  del  circolo  generatore  della  sfera-, 
è  caa ,  farà  la  fuperficie  della  sfera  ad  efia  area  4,  1 , 

IX' 

cioè  quadrupla  del  maffimo  circolo  . 

Ma  poiché  è  pure  la  fuperficie  del  cilindro  (  non-, 
comprefe  le  bafi  )  circofcrrtto  all’emisfero  ,  eguale  al 
prodotto  della  periferìa  della  bafe  nell’altezza  ,  farà  dun¬ 
que  =r  caa ,  ed  in  confeguenza  effa  fuperficie  eguale 

r 

alla  fuperficie  dell’emisfero  .  Ma  il  cono  infcritto  nell* 


emis- 
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emisfero  a  pure  h  fuperficie  ;  mi'  taa  ,  dunque  farà 

2  r 

la  fuperficie  del  cilindro  ,  o  dell’emisfero  alla  fuperficie 

del  cono  infcritto  ,  come  za  ,  \/  iaa ,  cioè  a  dire  ,  co¬ 
me  il  diametro  al  lato  del  cono  ec, 

ESEMPIO  XLL 

135.  Si  muova  la  parabola  ACO  dell’equazione 
ax  —  yy  attorno  all’ affé  AM  (  Fig.  33.  )  .  Sarà  dunque 
adx  —  2 ydy  ,  e  dxz  —  4 yydyz  ;  e  però  la  formola  ,  fatta 

aa 

la  foffituzione  ,  cydy  v  4 yy  +-  aa  ,  ed  integrando  , 

ar 

j 

c  X  4 yy  +-  aa  a  n  alla  fuperficie  del  conoide  parabo- 

lira 

lico  indefinito  ,  eguale  alla  quarta  proporzionale  di  6a  , 

V  4 yy  +-  aa  ,  e  dell’  area  del  circolo  del  raggio  == 

‘  ® 

Vtyy*-aa  - . 

13 6.  Sia  più  generalmente  x*  —  y  l’equazione  del¬ 

ie 

la  parabola  ACO  (  F.g.  33.)  con  l’aflfe  AB—x,  e>* 
coll’applicata  BC  —  y,  la  qual’equazione  per  lo  trilineo 

bb  ACD 
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T 

A  CD  farà  :=  y  ,  fe  il  prenda  AD  —  x  ficcomeaf- 

fiflTa,  e  D  C  ~y  ficco  me  ordinata.  AI  num.  np.  Eleni- 
pio  27.  fi  è  veduto  ,  edere  l’elemento  della  curva,  il 
quale  chiamo  da  ~  dx  ?  e  la  formola  dift'e- 

«  1 

x  u  z  +- 1  z 

renziale  per  le  fuperficie  è  cydu  ,  dunque  farà  cydu  — 

ir  r 

cydx  ;  ma  è,  per  l’equazione  locale^  , 

— '  I 

-  -  J  i  4 

r  X  -v  zt  z  +-  1  z 

xx  —  y  y  dunque  farà  cydu  —  cxx  dx 

t  '  ir  —  1 

rt  X  x  zt  —  z  +-  1  1 

Per  procedere  alle  integrazioni ,  p  quadrature  mi 
fervirò  del  metodo  fpiegato  al  num.  6 1.  ,  e  pollo  in_, 
ufo  nel  fuddetto  Efempio  27.,  ma  prima  fi  oflervi ,  che 
eifendo  c  la  periferìa  del  circolo  ,  il  di  cui  raggio  r , 
l’integrale  j* cydu  ci  dà  la  fuperficie  del-  conoide  ;  ma 

fe  c  farà  ufia  qualunque  data  retta  ,Ti  averà  la  mifura 
della  fuperficie  dell’ ugna,  quando  cioè  eretta  fulla  ba- 
fe  CAB  una  cilindroide,  quella  viene  tagliata  da  uil- 
piano,  che  palla  per  l’alfe  AB,  e  forma  con  la  bafe 
fottopofia  CAB  un’angolo  ,  il  di  cui  feno  retto  a  quel¬ 
lo  del  complemento  fia,  come  la  c  alla  r.  Le  fuperfi¬ 
cie 
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eie  ungulati  adunque  Hanno  a  quelle  del  folido  roton¬ 
do  ,  come  una  data  retta  alla  circonferenza  c  . 

Operando  adunque  ,  come  nel  citato  num.  61.  è 
flato  (piegato  ,  affinchè  la  noiìra  forinola  Ha  algebraica- 
merne  integrabile  ,  o  riducibile  alle  note  quadrature , 
troveremo  dover  edere  t  22  3  +■  ih  ,  o  pure  t  22  h  4-  1  , 

14-2  h  h-’r  2 

intendendo  per  h  un  qualunque  numero  intiero  politi- 
vo  ,  o  negativo  . 

La  prima  condizione  ,  cioè  t  =  3  +.  ib  ,  pollo  h 

1  -h  2  h 

numero  intiero  prima  pofitivo  ,  e  poi  negativo  ,  ci  dà 
le  due  progreffioni 

I.  t  22  ,  5 , 7_ ,  9  ,  1 1  ec„ 

1  3  5  7  9 

II.  t  22  j:  j  J?  ,_7  ,  9  ec. 

1  3  5  7  7  ~i 

La  feconda  condizione  ,  cioè  ?  22  &  1  ,  pollo  h  nume- 

h  +•  2 

ro  intiero  prima  pofitivo,  poi  negativo,  ci  dà  le  due 
altre  progreffioni 

III.  ?  22  1  ,  2  ,  3 , 4 , 5  ec. 

aj  4  5 

IV.  ?  22 J2  ,  j;  ,_4  ,_5  ec. 

1  2  3  4  5 

b  b  2  Sog" 
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Soggiungo  alcune  brevi  olfervazionì  . 

I.  Siccome  le  due  progreffioni  prima,  e  terza,.* 
abbracciano  gli  efponenti  di  tutte  quelle  parabole  ,  che 
aggirandofi  intorno  all’ affé  generano  conoidi  ,  la  fuper- 
ficie  de’  quali  è  analiticamente  quadrabile  ,  fuppoila_» 
foltanto  la  rettificazione  della  periferìa  circolare  ,  e  con- 
feguentemente  tutte  le  unghie  fopra  defcritte  di  data_» 
altezza  ammettono  una  quadratura  algebraica  ;  così  ne 
cafi  della  ferie  feconda  ,  e  quarta  ci  vuole  qualche  co- 
fa  di  più  ,  e'  c’entra  il  tetragonifmo  dell’ iperbola . 

IL  E’  notabile  ,  che  paragonando  infieme  la  ferie 
prima  con  la  feconda  ,  e  la  terza  con  la  quarta  ,  gli 
efponenti  fono  in  ver  fi  ,  ed  appartengono  alla  medefima 
curva  .  Ciò  lignifica  ,  che  potendoli  girare  l’area  para¬ 
bolica  o  intorno  1’affe  AB  ,  o  intorno  l’alTe  *AD  ,  e 
producendofi  nell’uno  ,  e  nell’altro  cafq  fuperficie  af¬ 
fatto  diverfe  ,  fe  nel  primo  fi  genera  una  fuperficie  af- 
folutamente  quadrabile  ,  almeno  conlìderata  nell’ unghie; 
nel  fecondo  tutto  all’oppofio  ,  eflfendo  reciprochi  i  valo¬ 
ri  ,  nafcono  le  fuperficie  fuddette  ipoteticamente  qua¬ 
dragli  .  Per  efempio  il  conoide  formato  dalla  prima-, 
parabola  cubica  arruotata  intorno  AD  ci  fornminifira_ 
quadrabile  algebricamente  la  fuperficie  dell’ugne,  ed 
anche  quella  del  folido  rotondo  ,  mentre  fi  abbia  una_* 
linea  retta  eguale  alla  circonferenza  .  Ma  fe  s’aggiri  in¬ 
torno  all’ alle  AB  ,  fi  richieggono  le  quadrature  .  Nella 

para- 


l 
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parabola  feconda  cubica  fuccede  lo  (Iella  ;  e  tutto  all’ 
oppofto  nella  apolloniana  , 

III.  Confrontando  quelle  ferie  con  quelle  del 
num.  11  9.  fi  fcorge  ,  che  fra  quelle  neffuna  parabola-, 
della  prima  ,  o  feconda  ferie  è  rettificabile  nè  analitica- 
mente  ,  nè  per  via  delle  note  quadrature  ;  quelle  all*  op- 
pollo  della  feconda  ,  e  quarta  fono  tutte  rettificabili  s 
ed  abbracciano  tutte  le  contenute  nelle  progreffioni 
comprefe  nel  citato  num.  119. 

IV.  Fra  le  iperbole  la  fola  comune  tra  gli  afinto¬ 
ti  ammette  la  fuperficie  riducibile  alla  quadratura  della 
fìefla  iperbola  ,  perchè  altro  efponente  negativo  non  ci 
fi  affaccia  nelle  citate  progreffioni  ,  falvo  che  —  1  . 

V.  Gli  efponenti  ,  che  non  fi  trovano  nelle  det¬ 
te  ferie  ,  come  t  —  4  ,  .5 , 6  ee.  2  ,  5  ec.  vogliono  qua- 

5  7 

drature  più  alte  per  mifurare  le  fuperficie  conoidali  in¬ 
di  naicenti  . 

ESEMPIO  XLIL 

137.  Sia  1*  elliffi  A  D  C,  (  Fig.  28.  )  che  fi  muo¬ 
va  attorno  all’ affé  AC  ,  e  fia  AB  a  ,  B  D  ~  b  s 
. AE  ~  a?  ,  EO  j  e  l'equazione  aayy  —  2 ax  —  xx  . 

bb 


Sarà 
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Sarà  dunque  ,  differenziando,  dx  ~  aaydy  ,  e  pe- 

bb  X  a  —  x 

r ò  dxz  —  a'yyày 1  ,  e  ponendo  in  luogo  di  —  iax  +-  xx 
b  4  X  & — a? 

il  valore  —  aayy  dato  dall’  equazione  ,  farà  dx 1  — 

bb  ‘ 

aayydy2  .  Adunque  foflituito  quello  valore  nella». 

bb  X  bb  — yy 

formola  generale  ,  la  troveremo  eflfere 
cydy  y  b*  +•  aayy —  bbyy  ,  e  fatta  per  brevità  aa  —  bb-iff, 
rb  y  bb  — yy 

fuppofla  a  maggiore  di  b  ,  cioè  che  l'afle  ,  attorno  cui 
s’aggira  l’elliffi,  fia  il  maggiore,  (  fe  foffe  a  minore 

di  b  fi  farebbe  ad — bb  —  — jf)  farà  cydy  y  b*  +-  ffyy  for- 

rb  1/  bb  — yy 

mola  ,  che  per  le  cofe  dette  a  fuo  luogo  fi  potrà  libe¬ 
rare  dai  radicali  ,  ed  il  di  cui  integrale  per  mezzo  del 
canone  del  num.  $6.  troveremo  dipendere  dalla  qua¬ 
dratura  dei  circolo  .  Ma  fe  farà  a  minore  di  b ,  cioè 
Patte,  attorno  cui  s’aggira  l’elliffi,  il  minore,  la  fu- 
perfìcie  dello  sferoide  dipenderà  d’ambe  le  quadrature, 
cioè  dalla  circolare  ,  e  dall’iperbolica  .  La  fuperfìcie  poi 
dell’ ugna  nel  primo  calo  è  eguale  ad  una  porzione  di 
fpazio  ellittico  ,  che  fi  determina  facilmente  per  via». 

delle 
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delle  normali  alla  curva  ;  ma  nel  fecondo  cafo  appun¬ 
to  quelle  normali  ci  danno  uno  fpazio  iperbolico  egua¬ 
le  alla  Ideila  fuperficie  dell’ ugna  .  Per  vedere  ciò  chia¬ 
ramente.:  Ila  la  curva  ACF,  (  Fig,  40.  )  fu  cui  3’ intenda 
eretta  una  cilindroide,  che  venga  tagliata  da  un  piano,  il 
quale  palli  per  l’alTe  AB-,  e  formi  col  fottopoflo  piano 
CAB  un’angolo  femiretto ,  egli  è  manifello  ,  che  chia¬ 
mato  du  1’  elemento  della  curva  ,  farà  J' ydu  la  fuperfi¬ 
cie  dell’ ugna  inferiore,-  e  Ccydu  la  fuperficie  del  co- 

J  r 

noide  n  afe  ente  dal  girarli  la  figura  CAB  intorno  bade 
AB,  e  però  farà  la  fuperficie  dell’ ugna  a  quella  del 
conoide,  come  il 'raggio  alla  circonferenza  del  circolo. 

Ora  fieno  le  due  ordinate  BC ,  DF  infinitamente 
profiline  ?  e  condotta  al  punto  F  la  normale  FG  ,  fi 
metta  efia  in  DH ,  e  faccia  figura  di  applicata  della-, 
nuova  curva  MIH  delineata  col  metodo  preferitto  :  di¬ 
co  ,  che  l’area  MABI  è  eguale  alla  fuperficie  deli’ 
ugna,  che  à  per  bafe  l’arco  AC. 

I  due  triangoli  FCE,  GFD  fono  Umili  ,  dunque 
farà  FC  ,  CEr.GF,  FD  ,  e  però  FD  X  FC  zz 
GFX  CE  =  DHX  DB.,  Ma  FD  X  FC  ( ydu  )  è  l’e¬ 
lemento  della  fuperficie  dell’  ugna  ;  ed  HDXDB  è 
l’elemento  dell’area  IMAB,  dunque  efiendo  eguali 
quelli  elementi  ,  lo  faranno  ancora  i  loro  integrali 

cioè 
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cioè  le  predette  aree  .  Ciò  premeiTo  ,  fia  la  Figura  ACB 

un  quarto  d’ elliffi  dell’equazione  aayy  —  zax —  xx ,  farà 

'  bb  ‘ 

la  normale  FGzz  b  Z  za*  x — aaxx  +-  bbxx * —  2 abbx-z  aabb, 

aa 

dunque  chiamata  z  l'ordinata  SI,  farà  z  = 
b  v  xx' — 7. cix  X  bb  —  aa  +-  aabb  ,  equazione  alla  curvai 

aa 

MIH  ,  che  appunto  è  un’altra  elliffi  quando  ha  a  mag¬ 
giore  di  b  ,  cioè  k  AB  fia  l’ alfe  maggiore  dell’ elliffi 
ACB  ;  ed  all’incontro  un’  iperbola  quando  fia  a  minore 
di  b  ,  cioè  AB  l’affe  minore  . 

Finalmente  nel  cafo  di  mezzo,  cioè  quando  l’ellif- 
fì  degenera  in  circolo  ,  già  fi  fa ,  che  la  detta  fuperfi- 
cìe  dell’  ugna  è  quadrabile  ,  eguagliandoli  ad  un  ret¬ 
tangolo  o 

ESEMPIO  XLIII. 

1 

138.  Sia  l’ iperbola  BD  ,  (  Fig.  29.  )  che  s’aggiri 
attorno  all’ alfe  trafverfo  BA  .  Sia  A  il  centro  ,  B  Azza, 
A  E  femiafie  conjugato  zz  b  ,  A  Czz  x  ,  CD  zzy  ;  farà 

l’equazione  xx — aa  —  aayy  ,  e  però  y  —  b  z xx  —  aa  , 

bb  a 

dy  zz  bxdx  ,  adunque  la  formola  generale  ,  fatto 

aZ  xx  —  aa 

le 
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le  fofHtuzioni  ,  farà 

cb  v' xx  —  aa  )J  aaxxdx 2  +.  bbxxdx 2  —  a*  dxz  ,  cioè 

ar  '  — «  °T-_ - — 

aa  X  xx  —  aa 

cbdx  1/  aaxx  -h  bbxx  —  #4  ,  o  ila ,  fatta  aa  +-  bb  —  ff , 

aar 

cbfdx  V  xx' — a*. ,  il  di  cui  integrale,  quando  fi  fia.  libe¬ 
rar  ff 

rata  dal  fegno  radicale  ,  troveremo  dipendere  medelL 
mamente  dalla  quadratura  dell’iperbola  . 

ESEMPIO  X  L  I  V. 

ilod  /  $§  f)di  .  .  ;  , 

1 39-  “Sia  l’iperbola  MD  ,  (  Fig.  41.)  equilatera^ 
fra  gl’ affatoti,  e  fi  muova  attorno  all’alìntoto  AC,  di 
cui  l’equazione  ila  ay  +■  xy  —  aa  ,  eifendo  AB  ~  a  3 
BC  —  x,  CD  —y  .  Sarà  dunque  x  —  aa — a,  e  dx7~ 

y 

a*dyz  ;  e  però  la  formola  generale  farà,  fatta  la  fofti- 

y 4  _ 

tuzione  ,  cdy  Vy*  +-  a*  .  Si  faccia  V y*  +-  a*  —  z ',  e  però 

ry 

y*  —  zz  ■ —  <j4  ,  ày  —  zdz  .  Fatte  quelle  foflituzioni , 

<2y  3 

avremo  trasformata  la  formola  in  quell’ altra  czzdz 

2  rXzz  —  a 4 
c  c  libera 
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libera  da’  legni  radicali ,  il  di  cui  integrale  dipende  ia 
parte  da’  logaritmi  ,  come  è  facile  a  vedere  .  Adunque 
la  ricercata  fuperficie  della  notlra  iperbola  defcritta_« 
dipenderà  dalla  quadratura  pure  dell'  iperbola  . 

ESEMPIO  XLV. 

140.  Sia  il  folido  generato  dalla  .trattoria  (  Fig.  20.  ) 
ABF,  come  nel  Efempio  3 6.  num.  128. ,  di  cui  fi  voglia  la 
fuperficie  .  Nella  forinola  generale  cydu  (  intendendo 

r 

per  du  l’elemento  della  curva)  foftituito  in  luogo  di 
du  il  valore  —  ady  dato  dall’equazione  della  curvai, 
y 

avremo  —  acdy ,  ed  integrando  —  acy  +-  n  .  Ma  quan- 
V  ~  r 

do  la  fuperficie  fia  nulla,  fi  à  y  ~  a  ;  dunque  la  collan¬ 
te  »  =  aac  j  e  però  l’ integrale  compito  aac  —  acy_  egua- 

™  r  r 

le  alla  fuperficie  del  folido  generato  dalla  figura^ 
AEDB  ;  e  fatta  y  =  o  ,  farà  aac  eguale  alla  fuperficie 

-  r 

del  folido  infinitamente  prodotto  .  Ma  l’area  del  circo¬ 
lo  ,  il  di  cui  raggio  r=  V  zaa,fi  trova  er  caa  ,  dunque 

Y 

la  fuperficie  del  folido  infinitamente  prodotto  è  eguale 

all’ 
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all’area  del  circolo ,  il  di  cui  raggio  fia  la  diagonale-» 
del  quadrato  di  A  E  . 


ESEMPIO  X  L  V  I. 

141.  Sia  l'unghia  C  NE  OD  AC,  (  Fig.  37.  )  di 
cui  fi  cerchi  la  fuperficie  .  Denominando ,  come  al  num. 
izp  ,  farà  QK  —  bxzz  MN,  ma  Mi  elemento  della  cur¬ 


va  _  i/dxz-t-‘dyt  ,  adunque  farà  bx  \ydxz+dyz  egua- 

a 

le  al  quadrilineo  infinitefimo  MimN ,  elemento  della», 
fuperficie  della  metà  dell’unghia  . 

Sia  la  curva  D  A  C  un  femicircolo  ,  farà  in  quello 
cafo  l 'dxz+-dyz  —  adx  ,  e  però  la  forinola». 

1/  aa  —  xx 

hxdx  ,  ed  integrando  (  per  lo  num.  31.  )  farà 
V  aa  —  xx 

—  bv aa  —  xx  +-/,  ma  fatta  x  ~  o  ,  farà  f  —  ab  ,  adun¬ 
que  l’integrale  compito  fi  trova  edere  ab  —  bVaa  —  xx, 
e  polla  x  —  a ,,  rifpetto  a  tutta  la  fuperficie  della  metà 
dell’unghia  ,  farà  efia  fuperficie  =1  ab  . 


cc  2 


Sia 
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Sia  la  curva  D  AC  la  parabola  dell’equazione  yy  ~ 

a  —  x  j  farà  i /  dxx+'  dyz  zz\dx  1  »  e  Pero 

a  —  x 

la  formala  bxdx  4#  —  4^-m  ,  il  di  cui  integralo 
la  a  —  x 

dipende  dalla  quadratura  dell*  iperbola  ,  adunque  dalla.* 
fleffa  quadratura  dipenderà  la  fuperficie  dell’  unghia  . 

ESEMPIO  XLVII. 

142.  Sia  il  conoide  parabolico  generato  dalla  rota¬ 
zione  della  parabola  ADH  con  le  coordinate  in  ango¬ 
lo  obbliquo  (  Fig.  7.  )  attorno  all’  alfe  A  C,  la  di  cui  equa¬ 
zione  b  ax  —  yy  .  Si  foffituifca  nella  formoia  delle  fu¬ 
perficie  ,  che  a  quello  cafo  compete  ,  cioè  nella  formo¬ 
ia  cay  l^dx1  +-  dyz  +  leàxdy  il  valore  di  dx  dato  per  dy 

rm  m 

dall’equazione  differenziata  della  curva  ,  e  fi  trasforme¬ 
rà  in  quefi’ altra  icnydy  \/ yy  +.  aey  +*  aa  ,  il  di  cui  iute- 

arm  m  4 

graie  fi  trova  edere  in  parte  algebraico  ,  ed  in  parte^ 
logaritmico  . 

143.  Coerentemente  al  metodo  efpoflo  delle  qua¬ 
drature  ,  rettificazioni  ec.  farebbe  quello  luogo  oppor¬ 


tuno 
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timo  per  dare  altresì  le  forinole  de’  centri  di  gravità  t 
di  ofcillazione  ,  e  di  percuffione  ,  ma  fìitno  meglio  dì 
ommetterle  ,  includendo  effe  neceffariamente  alcuni  prin¬ 
cipi  di  Statica  ,  dei  quali  non  fuppongo  informati  ì  miei 
Leggitori . 


kgttftlaUhi. 


CAPO 
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CAPO  IV. 

Del  Calcolo  delle  Quantità  Logaritmiche  , 
ed  Efponenziali . 

144.  (^Uantità  efponenziali  (  giacché  altrove  ab- 
baftanza  è  flato  detto,  cofa  fieno  le  logaritmiche  )  il 
chiamano  quelle  ,  che  fono  elevate  a  qualunque  poteftà 
indeterminata  ;  tali  farebbero  ax,yz  ec. ,  gli  efponenti 
delle  quali  x  ,  z  fono  quantità  indeterminate  ,  e  però 
il  calcolo  ,  che  verfa  fopra  quelle  tali  quantità  ,  chia¬ 
mali  calcolo  efponenziale  . 

145.  Ma  di  più^  gradi  fono  le  quantità  efponen¬ 
ziali  ;  fi  dicono  del  primo  grado  quelle  ,  i  di  cui  efpo¬ 
nenti  fono  indeterminate  ordinarie  ,  come  fono  appun¬ 
to  le  quantità  ax  ,  yz  .  Del  fecondo  grado  fono  quelle, 
gli  efponenti  delle  quali  fono  elTi  pure  quantità  efpo- 

nenziali  ,  come  farebbe  ax  ,  yz  ,  intendendo  la  x  ele¬ 
vata  alla  potè  Uà  t  ,  e  la  z  alla  potellà  p  .  Del  terzo 
grado  fono  quelle  ,  che  anno  per  efponente  una  quan¬ 
tità  efponenziale  del  fecondo  grado  ,  e  cosi  di  mano  in 
mano  coll’  iftetTo  ordine  . 

146.  Ma  qui  fa  d’uopo  richiamare  a  memoria^. 

ciò , 
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ciò  ,  che  è  (Iato  detto  al  num.  11. ,  cioè  ,  che^y* a^-~h 

nella  logaritmica  della  fottangente  ~  a  ;  adunque  il 
differenziale  di  Jy  farà  dy  moltiplicato  nella  fottangente 

y 

della  logaritmica,  in  cui  fi  prende  il  logaritmo  ;  cosi  il 

differenziale  di  Ivaa  —  xx  nella  logaritmica  della  fot¬ 
tangente  —  1  farà  —  xdx  ,  e  generalmente  il  diffe- 

aa —  xx 

renziale  d’una  qualunque  quantità  logaritmica  farà  una 
forinola  comporta  del  differenziale  della  quantità  molti¬ 
plicata  nella  fottangente ,  e  divifa  per  la  quantità 
fi  erta  . 

147,  Ciò  porto»  abbiaff  da  differenziare  la  quantità 
logaritmica  lm x  (  la  m  è  efponente  del  logaritmo  ) .  Si 
ponga  lm  x  —  ym  ,  adunque  farà  /  x  —  y  ,  e  dx  zz  dy  j 

X 

ma  il  differenziale  di  lmx  farà  mv'n^'dy  ,  ed  c ym -1  =: 
lm  "x  ;  adunque  fortituito  il  valore  in  luogo  di  y  ,  e 
dy  dato  per  x  ,  farà  il  differenziale  di  lm  x  — 
in  lm~“ 1  x  X  j  fuppofla  zz  a  la  fottangente  della  Ioga- 

X 

ritmica  ;  o  pure  m  lm~'1  x  X  fupporta  effa  fonan¬ 
te 

gente  —  1  . 

148,  Che  fe  foffe  da  differenziar  fi  i™xn  ;  fat¬ 


ta 


S  2  o  ISTITUZIONI 

ta  xn  ~  z  ,  farà  lmz  ,  ed  il  differenziale,  farà 
z  X  dz  ;  ma  dz  ~  n~'ldx  ,  adunque  foflituen- 

Z  , 

do,  il  differenziale  della  propoffa  forinola  /«#"  farà 

«?»  lm~>  lxn  X  ffv  . 

x 

149.  Abbiali  da  differenziare  la  forinola  //a?  .  Si 
ponga  l  x—y  9  e  però  llx  ~ly  \  adunque  farà  dx  ~  dy 

X 

nella  logaritmica  della  fottangente  =  1  (  il  che  s*  inten¬ 
da  ogni  qual  volta  effe  fottangenti  non  fiano  efpreffe); 
ma  poiché  /  l x  —  ly  5  il  differenziale  di  llx  farà  dy  , 

adunque  podi  in  luogo  di  y  ,  e  di  dy  i  valori  dati  per 
x  ,  farà  dx  il  differenziale  della  propofta  formola  . 

x  l  X 

Ma  più  generalmente  fia  lmlx  da  differenziarli. 
Pongo  ìx  —  y  ,  0  però  lmlx  —  lmy  ,  e  dx  ~  dy  ;  ma_. 

X 

il  differenziale  di  lm y  è  tnlm~\y  X  dy  ;  adunque  foflituiti 

y 

i  valori  in  luogo  di  y  ,  e  di  dy  dati  per  x  ,  farà 
X  ffv  il  differenziale  cercato  . 

.V  l  X 

Più  generalmente  ancora  .  Sia  da  differenziarli 
ì»ìmx  .  Pongo  lmx  ~ym,  e  però  lx~y9  e  dx~dy\ 

X 


adun- 
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Adunque  farà  lnl™ x  —  l”ym  ,  Mi  il  differenziale  di 
l»ym  è  mnln~"1  ym  X  ày  ,  adunque  fatte  le  foffituzioni  t 

y 

farà  mnln~l  lmx  X  àx  il  differenziale  cercato. 

X  l  X 

15°.  Quanto  al  modo  di  differenziare  le  quantità 
efponenziali  .  Sia  la  quantità  zx  da  differenziarli  .  Pon¬ 
go  zx  —  t  ,  farà  in  confeguenza  lzx  ~  It ,  ma  perlo 
num.  14.  lzx  —  xlz  ;  adunque  farà  xlz  —  lt  ,  e  però 
differenziando  dxlz+*xdz~dt  ,  ma  tzzzx,  onde_. 

2  t 

dxlz- t-  xdz  —  dt ,  e  finalmente  dtzzzx  dx  Iz  +  xz*-1  dz, 
z  zx 

differenziale  cercato  . 

1 5 1.  Sia  da  differenziar  fi  la  quantità  efponenziale 

del  fecondo  grado  zx?  .  Pongo  zxf  ~t  ,  adunque  farà 
xP  l  z  —  l  t  ,  e  differenziando  ,  il  differenziale  di 
X  Iz-bxt  dz  —  dt,  ma  perlo  num.  antecedente, il  dìf- 

Z  t 

ferenziale  di  xP  fapiamo  effere  xPdplx  4-  pxP~l  dx  , 

adunque  farà  xPdplx  +-  pxP  - 1  dx  X  lz  +■  xPdz  =  J? , 

2  £ 

ma  t  zz  zxP  ,  adunque  farà  dt  —  zxP xPdplxlz  +- 

z^pxP-'1  dxlz-^z^  z-*1  xP  dz,  differenziale  cercato  . 

Nello  fleffo  modo  fi  proceda  intorno  alle  quantità 
efponenziali  di  qualunque  altro  grado  . 

d  d  152, 
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152.  indiamente  fi  averanno  i  differenziali  delle 
quantità  ,  che  fono  il  prodotto  di  quantità  elponenzia- 
Ii  5  per  efempio  di  xPy11  ,  imperocché  il  differenziale  di 
quella  farà  il  prodotto  di  xP  nel  differenziale  di  y  «  , 
con  di  più  il  differenziale  di  xP  in  ytl  ;  ma  i  differen¬ 
ziali  dì  xP  ,  ed  yu  fi  fanno  trovare  ,  adunque  ec. 

153.  Dall'ordine  j  con  cui  procedono  i  differenziali 
logaritmici ,  fi  poiTono  cavare  alcune  regole  per  la  in¬ 
tegrazione  delle  formole  differenziali  logaritmiche  ;  ed 
in  primo  luogo  que’  canoni ,  che  fervono  per  la  inte¬ 
grazione  delle  quantità  differenziali  ordinarie  ,  fediran¬ 
no  ancora  per  le  quantità  ^differenziali  logaritmiche  a_. 
loro  fimili  ,  purché  quelle  fieno  in  oltre  divife  per  la_ 
variabile  ,  e  l’integrale  di  quelle  farà  lo  fieffo  dell’in¬ 
tegrale  di  quelle  ,  ponendo  folo  in  quelle  in  luogo  del¬ 
la  incognita  ,  o  fua  potellà  ,  il  logaritmo ,  o  potefià  del 
logaritmo  dell’incognita  lleffa  ,  ed  il  tutto  dividendo 
per  la  fottangente  della  logaritmica  . 

Cosi  poiché  l’integrale  di  mxm-"dx  è  xm  ,  farà 

pure  lm x  l’integrale  di  mlntml  x  X  dx  . 

* 


indiamente  poiché  j* dx  ~  l  x  ,  farà  pure^ 
ri~'x  Xdx_,  o  fia  f  dx  ~  I  l  x  ;9  fuppaffa  la  fottan- 

J  x  'd  X  l  X 


gente  ~  1 . 


E 
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E  poiché  J* ydy  k'  aa  + -yy  —  aa  +-  yy  2  ,  farà  pure^ 

ì 

J "  1  y  V  aa+*  lzy  X  dy  —  aa  4-  ll  y  z  . 

y  3 

Sia  da  integrarfi  mlm~*llxX  dx  .  Pongo  lx  =  y  , 

xl  x 

adunque dx^—dy, e  fattala  foftituzione,  farà  mlm-1yXdy; 

x  .  y 
ma  l’integrale  di  mym~'1dy  fi  fa  edere  ym  ,  adunque.* 

l’integrale  di  mlm~ly  X  dy  farà  lmy  ;  ma  yzalx, 

~y~ 

però  ly  —  llx  ,  e  lwy  ~  lmlx  ;  adunque 
mlm~'llxX  dx  —  lmlx  . 

x  l  X 

Sia  nmlnm- 1  xm  X  dx  .  Pongo  xm—y  ,  e  però 

X 

dx  —  dy  ;  fatte  le  fofiituzioni  ,  farà 

,  cioè  nmln—'y  X  dy  ,  o  fia 


J 


mxm- 1 

nmln~~  ly  X 


dy 


mxm— 1  X  x  m  y 

nln~'1  y  X  dy  ,  il  di  cui  integrale  è  lny  ,  adunque  re- 
y 

ftituito  il  valore  di  y ,  farà  C nmln —  1xm  X  dx  —  ln xm  . 

J  .  X 

Sia  nmln—  1  lm x  X  dx  .  Pongo  lx  =  y  9  dun- 

X  lx 

dd  2  que 
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que  dx  ~  dy  ,  c  lm x  —  ym  j  fatta  là  fodituzione  ,  fata 


nm 


dC 

/ «  —  lymYsdy  ,  ma  l’integrale  di  quefta  è  lny 


m 


adunque  redimito  il  valore  ,  farà 
C nml”~~  llmx  X_dx_  =  « 

154.  A  ciò  aggiungo  una  regola  generale  per  la 
integrazione  della  formola  ymlt'ydy  ,  e  dico  ,  che  farà 
generalmente  ^ ymlnydy—ym+‘  xlny — nym'1(~  1  aln~~  ly  + 


m  +-  1 


m  +•  1 


n  X  n  —  1  X ym  +  1  aa ln~‘ly 


- 5 

m  +  1 


nXn—iXn—iXym*~x  a'^-^y  ec.  ,  e  cosi  conti- 

- 4 

m+-  1 

novando  in  infinito  con  la  della  legge  ,  che  da  fe  è 
manifefla  . 

Quindi  fe  l’efponente  n  farà  un  numero  intiero. 


e  pofitivo  ,  è  facile  il  vedere  ,  che  la  ferie  s’ interrom¬ 
perà  ,  ed  in  confeguenza  farà  dato  in  termini  finiti  l’in¬ 
tegrale  della  propofta  formola  . 

Sia  per  cagione  d’efempio  n  —  2  ;  farà  dunque 
n  —  <z  —  o  ,  e  però  farà  zero  il  coefficiente  del  quarto 
termine  5  e  de’  fuffeguenti ,  per  effere  ciafcuno  molti¬ 
plicato 
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plicato  per  «  —  2  .  Così  fe  farà  n  ~  3  ,  $’  interromperà 
la  ferie  nel  quinto  termine  ;  e  così  degl’ altri  ec. 

Sia  n  —  2  a  m  —  1  ,  onde  la  formola  d*  integrarli 

ila  yl'-ydy  ;  farà  adunque  zero  il  quarto  termine,  ed 
ognuno  de*  lulTeguenti ,  e  però  l’integrale  farà 
yylzy  —  2 yya  ly  +-  zyyaa ,  cioè  2  yy  lly  —  2  ayy  ly  +*  aayy  , 

*  4  §  ""  T~ 

Che  fe  folle  t»  — —  i  ,  farebbe  inutile  la  ferio  » 
perchè  farebbe  w-f-i  — o  ,  il  che  rende  infinito  ciaf- 
cun  termine  ,  ma  in  quello  cafo  non  v’  è  bifogno 
dell$  ferie  ,  giacché  fi  fanno  integrare  quelle  formoli 
per  le  cofe  dette  di  fopra  « 

Rimane  ,  che  di  tale  regola  fe  ne  dia  la  dimollra- 
zione;  per  lo  che  fare  fi  ponga  Iy~z3c  però  ady  —  dz  ; 

y 

farà  adunque,  fatta  la  follituzione, ymlnydy  —ymzndyi 
ma  ymzndy  —ym  zf,dy  +-  n  ym*~’lzìì'™1dz—- 

m  -t-  i 

n  ymzn^i  ady - n  \  n —  x  'Z»-i  adz  4- 

mJrl  - a 

m  +-  i 

n  X  n —  iXymzH~~iaady  ec.  ,  e  così  in  infinito  ,  per- 

_ _ ^ 

Wf  I 

chè  in  quella  guifa  ciafcun  termine  ,  toltone  il  primo  s 
fi  difirugge  dall’ immediatamente  fulTeguente ,  appunto 

per 
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per  edere  dz  —  aày  .  Ora  poiché  quella  tal  ferie  .infini- 

y 

ta  è  integrabile  ,  prendendo  i  termini  a  due  a  due  ,  im¬ 
perciocché  l’integrale  del  primo  ,  e  fecondo  termine 
è  ym+M  1  zn  ;  del  terzo  ,  e  quarto  è  — -  any 
m+-  i 


m+- 1  zM~~  1  * 


m  +*  i 


del  quinto  ,  e  fedo  è  aan  X  n  —  i  X  y  1  %  ”  1  ,  e 

- i 

cosi  di  mano  in  mano  ;  redimito  in  quedi  integrali  ly 
in  luogo  di  z  ,  troveremo  finalmente  edere 
j* ymln ydy  —  y  m  +~ 1 1 ny  —  any  m  1  ln  ~~  ly  +> 


m  4-i 


m  +-  x 


aan  \  n —  i  X  ym  1  In~  %y  — a%n\n  —  i  X  n — 2ym  +" 1  /»-3j 


m  +-  i  ffl-h  i 

155.  L’ artifizio  ,  con  cui  fi  ritrova  la  fudde&u 
ferie,  può  edere  il  feguente  . 

M’immagino,  che  l’integrale  di  ymlnydy  fia_. 
ym-b  i/»v  9  quale  appunto  farebbe,  fe  lny  non  fodo 
m  1-  1 

quantità  variabile ,  ma  poda  la  fottangente  r za,  il  dif¬ 
ferenziale  di  edò  integrale  è  ymlnydy  b<nymaln~1ydy , 

m  +- 1 

il  quale  fi  trova  maggiore  della  propoda  formola ,  quan¬ 
to 
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to  è  nymaln  —  1  ydy  ;  adunque  l’integrale  affilato  è  mag- 
m  +■  i 

giore  del  dovere,  quanto  è  l’integrale  di  nyaln—  lydy , 

mjr~\ 

e  però  l’integrale  di  quello  fi  dovrà  fottrarre  dall’inte¬ 
grale  fuppofio  . 

E  qui  di  nuovo  m’immagino,  che  l’integrale  di 

nym a  ln—  \ydy  fia  nvm+-  '  al”  —  ry  #  onde  1.’ integrala 

m+~  i  - z 

m  +-  r 

della  propofia  formo  la  venga  ad  effiere 
j y™+- '  l»y — nym+' 1  aln—  ly  .  Ma  differenziando 


m  +-  i  - % 

m  i 

nym+-  xgln—  fi  à  72y'« <3  /»—  +. 

— —  *  m  +- 1 

772 -H  I 


n  )/sn  —  1  )(  1  ydy  ;  adunque  l’integrale  di 


m  +-  1 

nym aln  ~~  1  non  è  nym  aln  ,  ma  è  maggiore 
m  +-  i  - -  a 

772  4-  I 


del  dovere,  quanto  è  l’integrale  di  n\n — 1  Xym  aaln~l  ydy  s 

_  2, 

m  +- 1 

adunque  fi  è  fottratto  troppo  ,  e  però  bifognerà 
aggiungere  quello  integrale  ,  il  quale  nuovamente  m’ im¬ 


ma- 
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magino ,  che  fia  n  X  n — •i'Xym+' 1  aa  l  n~~  2  y  »  adun- 

m  +■  i 

que  farebbe  l'integrale  della  propofia  forinola 

ym+-  I  l„y - nytn+-  \  a  in-  \  y+.  n  \/  n - iXj/w+"  1  Cidi  n~'yZ 

m  +-  i  - *  — — * 

m  +-  i  m  +-  l 

e  cosi  con  lo  fiefiò  ordine  procedendo  lì  continoverà 
la  ferie  in  infinito  . 

156.  Si  pofiòno  anco  avere  gl’integrali  delle  for¬ 
inole  differenziali  logaritmiche  per  via  di  ferie  ,  che 
non  contengano  quantità  logaritmiche ,  ma  fole  ordina¬ 
rie  ,  le  quali  ferie  però  non  s’interrompono  mai  ,  e  fo¬ 
no  tempre  infinite  . 

Sia  adunque  da  integrarli  .v/.vXd.v*  Pongo  x  —  z  4-  a, 
fofiituendo  farà  z  +  a  l  z+-  a  X  dx,  m  a  per  lo  num.  70» 

Jz+-a~z  —  zz  +-  z3  —  z4  ec. ,  fuppofta  la  fottan- 
a  za  a  3  a3  4<j4 

'gente  =  3  ,  facendo  adunque!’  attuale  moltiplica  ,  avere- 
mo  z-i -  a  Iz+aX  dz  — 
zdz+-  zzdz  —  z*dz  -t-z*dz  —  zs  dz  ec. 
a  2  aa  3  a3  4  a* 

—  zzdz+-z?dz~~_z*dz-hz5dz  , 


cioè 


za  3  aa  4a3  5<?4 
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cioè  zdz  +-  zz.dz —  z?dz+*  z* dz  —  z* dz  ec. ,  ed  integrane 
2  a  6aa  uà 3  20(2  * 

do  farà  zz+-  zì —  z4  ^  zs  —  z6  ec.  co 

2  iqaa  óoa'*  1 20(2  t 

f  z-*-a/z+-aXdZ' 

Che  fe  la  formola  folfe  xmlxdx  ,  cioè 

.  m  _ _ 

zi- a  Jz+-aXdz  ,  fi  dovrebbe  moltiplicare  la  ferie 

- _ -  m 

efprimente  il  logaritmo  nella  poteftà  2  4-  a  .  E  fe  di 
più  folle  anco  il  logaritmo  elevato  a  poteftà  ,  come  a_» 

m  _ _ 

dire  xmlnxdx  ,  cioè  z  +- a  lnz+-a  X  iz.  ,bi fognerebbe  in 
oltre  elevare  alla  poteftà  n  la  ferie  infinita  ,  che  efpri- 
me  elfo  logaritmo  ,  e  fare  il  rimanente  come  fopra . 

157.  Le  equazioni  o  forinole  differenziali  affette 
da  quantità  logaritmiche  bene  fpeffo  ammettono  inte¬ 
grazioni  ,  che  fono  geometriche ,  e  dipendono  da  qua¬ 
drature  di  fpazj  curvilinei,  che  facilmente  fi  defcrivono, 
fuppofta  la  logiftica  .  Eccone  alcuni  efempj  fceìti  fra  i 
più  femplici  . 

Sia  1*  equazione  dy  l  y  —  dx  ,  e  nella  logaritmica^ 
deferirla  (  Fig.  42.  )  pongali  CD~y  ,  e  prefa  la  fottan. 
gente  per  unità,  avremo  AC,  o  HD  =  ìy;  onde  il 
rettangolo  infinitefimo  DG ,  la  di  cui  bafe  GR—FE  —  dy, 
far k  zzdyly  ,  ma  quello  rettangolo  fi  è  l’elemento 
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dell’area  crefcente  BDH  ,  dunque  la  fomma J*dy  ly  è 
eguale  alla  detta  area  BDH. 

Di  fatto  l’area  (Iella  fi  eguaglia  al  rettangolo  AD 
meno  lo  fpazio  logaritmico  ABDC ;  ma  quello  fpazio , 
ficcome  è  noto  ,  li  mifura  dal  rettangolo  A BX  C D—yf 
dunque  l’area  BDH  zz  j  dyly— yly—^y,  ficcome 

pure  può  trovarli  per  via  d’analifi  . 

Confiderò  un’altra  forra  ola  dy  lz  y  —  dx  .  Il  primo 
membro  altro  non  è  ,  che  il  folìdo  generato  dalla  fluì- 
lìone  HG  moltiplicata  nel  quadrato  dell’ordinata  GF, 
il  qual  folido  è  analogo  all’elemento  del  conoide  gene¬ 
rato  dall’area  BDH  girata  attorno  l’alTe  BG*  dunque 

l’integrale  j*  dy  lz y  ~ y  l%  y  - —  zy  l y  +•  ly  fla  al  detto 

conoide  in  data  ragione  . 


Più  generalmente  abbiafi  dy  l my  .  Alzata  l’applica¬ 
ta  HD  alla  poteflà  m  (  effendo  l’indice  m  un  numero 
affermativo  ,  o  negativo  ,  intiero ,  o  rotto  )  ballerà  , 

_ _  m 

che  l’ordinata  HM  facciali  eguale  alla  dignità  HD  , 
e  che  per  lo  punto  M,  ed  altri  infiniti  in  fimil  manie¬ 
ra  determinati  paffi  la  curva  BMN ,  per  confeguire  , 


che  l’area  BMH  —  J~MHXdy  fia  eguale,  o  ana¬ 
loga  all’integrale  J  dy  lmy  . 


Mag- 
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Maggiore  difficoltà  non  fi  incontra  quando  anche  nella 
efpreffione  ci  fi  parano  avanti  i  logaritmi  dei  logaritmi .  Pro¬ 
pongali  dylly  —  dx  ;  giacché  AC  e  il  logaritmo  di  CD, 
fe  fi  adatterà  nella  logiftica  la  nuova  applicata  IL  eguale 
all*  affilia  A  C ,  farà  A I  il  logaritmo  dì  IL,  e  confeguen- 
temente  il  logaritmo  del  logaritmo  della  CD.  Si  proroghi 
la  retta  IL  fin  a  tanto,  che  tagli  la  HD  parallela  ,  ed 
eguale  ad  AC  nel  punto  K  ,  per  cui  ,  ed  altri  infiniti 
fimilmente  determinati  palli  una  nuova  curva  delinea¬ 
ta  relativamente  alla  logiilica  :  dico  ,  che  la  quadratura 
dello  ipazio  fpettante  ad  ella  curva  ci  dà  l’integrale 
della  formola  dylly  —  dx  . 


In  altro  modo  ;  piglio  la  differenza  della  quantità 
y  II  y  t  cioè  dylly  +■  dy  ,  ed  aggiunto  nella  noltra  ef- 

ly 

preffione  da  ambo  le  parti  il  termine  dy  ,  li  à  dy  l  ly  +- 

ly 

dy  —  dx  -b  dy  ,  ed  integrando  ,  ylly  —  se  +-  Cdy  .  Po- 
ly  ly  J  ly 

fia  dunque  all  affilia  AH  l’ordinata  corrifpondente  iii_. 
ragion  reciproca  di  HD~ly  ,  nafeerà  una  curva,  il 
di  cui  tetragonifmo  efprimerà  l’  integrale  f  dy  .  E  ciò 

J  TJT 

ballerà,  onde  li  vegga  l’andamento  del  metodo  . 


158.  Palperò  ora  alle  integrazioni  delle  formolo 


e  e  2  di£~ 
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differenziali ,  che  contengono  quantità  efponenziali  ,  e 
ila  da  integrarli  xxdx  ,  Pongo  x  zz  i  4-  y  ,  (  prendo 
l’unità  per  una  qualunque  collante  )  farà  dunquo 

x x  dx  —  i  +-y 1  y  dy  ;  ciò  Pollo  ,  faccio  in  oltro 

i  +-_y  1  ^ y  —  \  +,  u  ,  adunque  farà  i  +-y  l  I  4 -y  —  l  l  +•«> 
e  però  convertiti  in  ferie  pel  num.  70.  i  due  logarit¬ 
mi ,  e  fatta  l' attuai  moltiplica  per  1  -Hjy  della  prima  fee¬ 
rie  ,  ayeraffi  y  +.  yy  —  y3  +*  y*  —  y_s  ec.  zz 

z  £>  *0 

u  —  uu  +.  uì—tt*+^us  ec,  Indi  faccio  una  equazione 

3  3  4  J 

fittizia  ,  e  fuppongo,  che  fia 

«  — jy  +-  Ayy  4-  By 3  4-  Cy  *  -h  Dj/  5  ec.  , 

(  A  ,  B  ,  C  ,  D  ec,  fono  quantità  da  determinarli  ) 
e  però 

uu  ~zyy  4-  2  Ay 3  4-  A  Ay*  +-  2  A  By*  -t-  BBys  ec» 

4-  2-Bjy4  +■  iCys  4-  Dy  * 

ti3  zz  y 3  4-  3  Ay*  4-  3  A  Ay  !  ec. 

4-=  3  J 

u*  zzy*  4-  q  A y s  ec. 
a!  ec. , 


ad  un- 
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adunque  farà  u  — -  ««+-  f-  «s  ec.  ^ 

*  1  4  T 

+-  +-  By 3  +»  Cy 4  +•  Djv 5  ec. 

—  \yy  — Ay 5  —  ~  AAy 4  —  s  ec. 

—  By 4  —  Cy*  ee. 

+-~jpJ+.  Ay*+-AAy'  ec. 

+-  By s  ec. 

“““■  y  +  —  Ay 5  ec. 

+-  l-^5  ec° 

Ma  poiché  u ■—  ~  uu-¥-  ~uì ■ —  ~  « 4 -h « 5  ec. 

*  3  4  5 

™  jy  -t-  rv  • —  y 3  +.  y 4  —  5  ec. ,  farà 

Z  6  li  20 

1  \ 
y  +-  Ayy  +-  By 1  +-  Cy  4  +•  Dy 5  ec. 

^\yy—~Ay 5  +•!  ^4~  /4B^S  ec. 

By  4—  C7y s  ec.  — y  +=yy  »=-y 3  ^^y 4 -~-y  s  g£a 

*  d  1*  40 

~y 3  4-  Ay  4+"  AAy 5  ec. 

+*  J3jys  ec. 

— ■  ^  4 . —  5  ec. 

+•  ^  y 5  ec. 


E 
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E  riducendo  l’equazione  al  zero  ,  farà 
y  +-  Ayy  +*  By 3  +■  Cy 4  4-  D y s  éc« 

—  ~yy — Ay*^  —  AAy  4 — ABys  ec. 

—  By 4  —  Cy 5  ec« 

Ay 4  4-  AAy s  ec«  —  o. 
4»  Bjy 5  ec. 

—  -  j»4  ■ —  Ay  s  ec. 

4 


—.y 


;yy  +-  v3  4- 
2,  6 


ec. 

4-  y 5  ec. 


12. 


Quindi  dal  paragone  al  zero  de’  primi ,  fecondi ,  terzi  ec. 
termini  troveremo  il  valore  delle  affunte  Ay  B,  C  ec.  , 

che  faranno  A  —  i  9  B  —  d  Czz~  D  =  7  .  Adun- 

que ,  polli  quelli  valori  in  luogo  delle  majufcole  ,  avere- 

mo  i  +  «  =  1  4-_yI+’J'  =  1  y3  ~y4  +■  ~2y !  ec., 

onde 

1+. ^ 'Jrydy  —  dy+  ydy-t-yydy-h  \y* dy+~~y+dy+~~^ys dyec.s 
ed  integrando  ,  farà  finalmente 

/i  +-yl  Jhy dy  —y-byy-jhyJ-t-y*+-yi+‘y6  ec. 

T  1  3  7j  72, 

*59.  In  altra  maniera  ancora  fi  troverà  l’integra¬ 
le 


•••■  ■■  • 

'  •  -  ;  ^  . 

- 

i  -•  ;  .•  ;  '  's  . k 

ANALITICHE  LTB.  III.  835 

le  della  forinola  xx  dx  -  Pongo  xx  —  i  4-7  ,  adunque 
xlx  —  li+y;  riduco  ia  ferie  /  i  4-  y  ,  e  farà 
l  I  4-7  —y  —  yy  +.  y3  — -y'+.y!  ec. 

”  3  4  5 

Ciò  porto,  fingo y  —  l  1  Alz\  4-74-  BP  i-i-y-t 

C  l* 1  \~y  Dls  1  +•  y  ec. ,  (  A ,  B 3  C,  D  ec.  fono  quantità 
da  determinarfi  )  adunque  farà 

y~  1 1  +~  y  J  l1 1  +-y+~  Bl1  14-74-  Cl*  I  +-  y  D  V  l+-ycc. 
yy  =  /*  I  4-7  4<  za  V  I  +-  74-  AAl 4  I  +-y  4  2 AB  P  1  4-7  ec. 

+-lBPi  +-y  +■  zC  P  i  +-  y  ec» 

y3  z:  P  i  4-y  +■  3  -4  /4i  4-y  +.  $  A  A  P  i  -b  y  ec. 

4-  3  B  /s  i  4-y  ec, 

j/ +  =  /4 1  +- y  4-  4  Al 5 1  +■  7  ec. 
y 3  —  / s  i  4-y  ec.  , 

e  però  y — yy+-y3 — y44-ys  ec.  ,  cioè 
~  T  4  $ 

li  +  yzcl  i  -t- y  -t-  A lz  i  -¥■  y+- B l 3 1 4-y  +-  C74 1  4-y  +=  D / s  i 4-y  ec. 

— /’-i  4-y  — .^i3  1  +  7 — ^AAPi+y-ABPi+y  ec. 

—  BP  i+- y — C/si+yec. 
+.  ~  / 3 1  +-7  ■*-  A  P  1  4-7  +-  ^  / 5 1+7  ec. 

4-  B  / 5 1 4-  7  ec. 

—  -  /4 14-7  — APi-byec. 

4-  ~  P  1  4-  y  ec. 
$ 

Quindi 
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Quindi  riducendo  l’equazione  al  zero  ,  dal  paragono 
al  zero  de’  primi  s  fecondi  ,  terzi  ec.  termini  trovere¬ 
mo  il  valore  delle  affante  A  ,  B  ,  C ,  D ,  ec. ,  cioè 


,  onde  farà 


jr-yjr 


*4 


Fi 


no 


/sI+;f( 


ma  li  +  y-xlx  ,  ed  i^y~xx  ;  adunque  fatte  le  foldi- 
tuzioni,  e  moltiplicando  per  dx,  farà  xx  dx  ~  dx  +• 

xdxlx+~  ~  xxdx  /fv-f-  -,  xl  dxl3  x  +-  ~  x*  dxl*x+-  —  xs dxl'n 

2.  C>  *4  IiO 

ed  integrando  con  le  note  regole  di  fopra  fpiegate , 
farà  finalmente  f  x x dx  —  x  +-  xx l x — xx+xH1  x  • — 

.  /  ~~T~ ,  ~T  è 

x'>lxjr-x%+-  x*?1  x  ■ —  x*  l1  x+-  x^l  x  —  x 4  ec. 

9  »7  z4  64  2-5  6 

i<5b.  Ma  per  dire  in  oltre  alcuna  cofa  intorno  alia 
eoftruzione  delle  curve  efpreffe  da  equazioni  logaritmi¬ 
che,  ed  efponenziali .  Debba!!  in  primo  luogo  defcrivere  la 

1 

curva  dell* equazione  x  ~  l  2y  :  -fia  BD  (  Fig.  43.  )  la_* 


l 


logritmica  ,  in  cui  fi  prendano  i  logaritmi  della  prope¬ 
lla  equazione  ,  la  di  cui  fottangente  fia,  per  efempio, 
—  a  ~  AB  ;  ciò  pollo  ,  prefa  y  ~  a  —  AB ,  il  logaritmo 
di  y  farà  =  o  ,  e  però  x  =  o  ;  adunque  fatta  (  Fig. 44.) 


MN~ 
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MN—y  —  a ,  faràiV un  punto  nella  curva.  Prefa  minore 

X 

di  AB,  farà  ly  quantità  negativa,  e  però  /  zy  quantità 
immaginaria  ,  per  effere  il  2  indice  pari  di  radice.* 
di  quantità  negativa  ,  onde  x  farà  immaginaria  ogni 
qual  volta  Ha  y  minore  di  a  .  Prefa  y  maggiore  di  AB 
per  efempio  —  CD  ,  farà  AC  —  ly  ;  ma  per  l’equa- 

1  1 

zione  data  ,  è  a  1  ,  l %  y  ::  ly  ,  x  ,  cioè  a  ,  l '  a  ly  :: 
ly  ,  x  ;  adunque  fatta  MP  —  CD,  fe  prenderai!!  PH 
eguale  alla  quarta  proporzionale  di  AB,  della  mediai 
tra  AB,  ed  AC,  e  della  (leda  AC,  farà  effa  ~x, 
ed  il  punto  H  nella  curva  .  In  quello  modo  fi  troveran¬ 
no  quanti  punti  fi  vogliono,  e  defcriveraffi  la  curva  ,  la 
quale  anderà  in  infinito  ,  come  è  facile  a  conofcere  . 

Per  avere  la  fottangente  della  data  curva  ,  prendo 
la  formola  differenziale  ydx  delle  fottangenti  ;  diffe- 

dy 

renzio  l’ equazione  della  data  curva  ,  e  trovo  dx  — 

3  —  i  1 

»  '**  — * 

1  y  X  a  '  dy  ;  fatta  la  fofiituzione  in  luogo  di  dx  , 

y 

I  I 

averaffi  effa  fottangente  =  ~  l%  y  X  a  z  —  3  a  x  — 

zly 

il 

r  *  T 

% 


f-f 


Averà 
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Averà  pure  la  nollra  curva  un  Aedo  contrario , 

per  ritrovare  il  quale  prendo  le  feconde  differenza 

della  data  equazione  ,  fuppofla  dx  collante  ,  e  ritrovo 

JL  J.  —  J,  S  ~ 

~  a  z  yl  z  y\  ddy  +-  4  a  zdyzl *  1 *  y  —  ~  a  Zdyzl  z  y  —  o, 

yy 

_*  _3  — ^ 

e  però  ddy  ~  ~  a  z dy* l  z y  ■ —  ~  a  zdyzl  z  y  \  ma  per  lo 

t  -  ■  — - ' — — — — — — — 

I  X 

~ az ylz y 

metodo  de4  Aedi  contrarj  ,  deve  edere  ddy  —  o  ;  adun- 
1  1  3  —  1 

que  farà  -  a  1  dy 1  /  z y — ~azdyzl  zy  —  o,  cioè 

I  —  I 

l  z  y  ■ —  ~  a  l  %  y  —  o  ,  cioè  ly  —  ~  a  ,  farà  adunque  il 
Aedo  contrario  allora  quando  da  ly  ~  a  « 

a 

Se  la  propoda  curva  da  defcriverfi  farà  xlx—yì 
rifoluta  1’  equazione  in  analogia  ,  farà  1,  /  x  :  :  x ,  y  ,  e 
fi  coftruirà  in  fìmil  modo  » 

I 

E  fe  fode  xxlx  —  y ,  o  pure  x  3  Ix—y ,  o  x  *  lx—yy 

o  più  generalmente  x n  lx  —y  s  edendo  n  una  qualun¬ 
que  potedà  intiera  o  rotta  di  x  ;  rifoluta  illedamente 
l’equazione  nell’  analogia  1  ,  lx  :  :  xn  ,  y  ,  e  prefa  nel¬ 
la  logaritmica  una  qualunque  CD  —  x  ,  onde  fia^ 

JCzz 
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AC—lx ;  il  molti pio  di  A  C  fecondo  il  numero  n ,  fe  è 
intiero  ;  il  fubmultiplo,  fe  è  rotto  ,  ci  darà  la  corrifpon- 
dente  ordinata  nella  logaritmica  fleffa,  che  farà  xn,per 
la  proprietà  della  logaritmica  . 

Che  fe  la  curva  contenere  quantità, che  fodero  il  lo- 
logaritmo  di  logaritmo,  come  fe  folle  xnllx—y ,  facilmen¬ 
te  fi  averebbe  nella  logaritmica  la  linea  efpreila  per  1 1  a;  pren¬ 
dendo  una  qualunque  CDzzx  (  Fig .  43 .  ) ,  onde  fta  ACzzlx, 
ed  indi  polla  AC  per  ordinata  in  {ac);  imperocché 
farà  Aa  il  Iogaritmodi  (ac),  cioè  llx  y  come  ancora  è 
flato  avvertito  al  num.  157. 

161.  Dcbball  coflruire  la  curva  efponenziale  dell1 
equazione  x x  —  y  .  Adunque  prendendo  i  logaritmi  , 
farà  xlx  —  ly  .  Però  descritta  (FÌg.  45.)  la  logaritmica 
PAB  con  la  fottangente  AD  —  1  ,  e  prefa  una  qua¬ 
lunque  CR  —  DE  —  x  ,  farà  DC—lx  ;  adunque  poi¬ 
ché  l’equazione  fi  rifolve  nell’analogìa  i,x::lx,lys 
il  quarto  proporzionale  di  AD  ,  BC ,  e  DC,  che  Ila 
per  efempio  D  M,  farà  ly  ;  adunque  MN  =  y  ,  e  però 
fe  faraffi  EF  —  MN,  farà  DE  —  x ,  E  F  zzy  ,  ed  F  un 
punto  della  curva  da  defcriverfl  . 

La  curva  taglierà  l’afintoto  H  M  in  H  ,  fatta-. 
DHzzDA;  imperocché  polla  x  zzo  y  farà  ly  —  o  , 
cioè)»  eguale  alla  fottangente  DA  .  Similmente  pofla_. 
x  zz  1  —  DA  ,  farà  Ix  zz  o  ,  e  però  ly  zz  o  ,  cioè 
y  —  DA  ;  fatta  adunque  AGzz  D  H ,  farà  G  un  punto 
in  curva  ,  f  f  2  Dal 
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Dal  punto  H  alzando  l'applicata  HP  alla  logaritmi¬ 
ca  ,  e  conducendo  POR  parallela  ad  HD  ,  farà  0  R  la 
minima  ordinata  y  alla  curva  .  [mperciocchè  differen¬ 
ziando  l’equazione,  farà  dx  +•  dxlx  ~_ày  ,  cioè ydx  +• 

y 

ydxlx  —  dy  ,  ma  per  lo  metodo  de'  maffimi  ,  e  minimi, 
deve  effere  dy  —  o  ,  adunque  ydx  +  ydx  l  x  —  o,  e  però 
—  lxzzi~H.D  —  DA. 

Effencjo  ydx  la  formola  generale  della  fottangente, 

dy 

e  dall’equazione  data  della  curva  avendofi  dx~  dy  , 

y  /*\  i  l  x 


fofìituito  quello  valore  nella  formola  ,  farà  la  fottangen¬ 
te  per  un  qualunque  punto  della  curva  un  i  ,  e  per  lo 

i  4-  lx 

punto  G ,  rifpetto  a  cui  è  x  zz  AD  ,  ed  in  confeguen- 
za  lx  —  o  ,  farà  la  fottangente  —  i  —  AD,  fottangente 
della  logaritmica  „ 

Rifpetto  allo  fpazio  :  prendo  la  formola  generale 
ydx  ;  ma  y  —  xx ,  equazione  della  curva  ,  fofìituito  adun¬ 
que  nella  formola  il  valore  di  y  ,  farà  xxdx ,  e  però 

j~ xx  dx  lo  fpazio  indefinito  HOFEADH,  il  quale, 

integrando  per  lo  num.  159.  ,  farà  = 

x+-  xx  l  x- — xx  4-  X  3  / 2  x — X  s  l X- 1-  Xì  +-  X - X*l~X+‘  x*  lxtt\ 

1  4  6  9  27  14 


a 


04 


E 
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E  prefa  x  —  AD  zz  i  5  farà  lx  —  o  ,  e  però  lo  fpazio 
HOGAD  zz  i  • —  i  +-  i  —  i  ec.  5 

4  *7  ajij 

cioè  z:  i  —  i  fi  -  i  ec, 

.  T*  F  i7 

162.  Sia  la  curva  dell’equazione  xv  zz  a  ,  farà 
jy/#  zz  la,  e  però  11  potrà  coflruire  per  mezzo  della-, 
logaritmica.  Differenziando  l’equazione  ylx  zz  la,  ave- 
remo  ydx  +-  dylx  zz  o  (prefa  la  fottangente  della  Ioga- 

X 

ritmica  =  i  )  ,  e  però  farà  dx  zz  —  xlxdy  ,  adunque 

y 

la  fottangente  —  —  x lx  * 

16 3.  Sia  xx  zz  ay  ;  adunque  xlx  zzyla  ,  che  fi 
potrà  coftruire  ai  folito  .  Prefe  le  differenze  ,  farà_ 
dx  ■+-  dx  l  x  zz  dy  l  a  ,  e  però  la  fottangente  =  xlx  . 

1  +■  l  x 

Ma  poiché  y  zz  xlx  ,  farà  ydx  ,  cioè  l’elemento 
/  a 

dello  fpazio  zzxlxXdx,  ed  integrando  per  lo  num.  154., 
la 

ixx  l  x  —  xx  . 

4/<3 

i<?4.  Altre  queflionl  ancora  poffono  proporfi- ap¬ 
partenenti  ad  equazioni  efponenziali  ;  come  ,  per  efem- 
pio  ,  nelle  equazioni  efponenziali  compolle  di  fole  quan- 
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tìtà  cognite  ,  ma  con  gl’efponenti  incogniti  ,  trovare, 
effi  efponenti  . 

Sia  adunque  c*-abx—1  ,  fi  dimanda  il  valore, 
dell’  efponente  incognito  x  ,  eiTendo  date  le  a  ,  b  ,  c  ; 

ferivo  cx  —  b x ~~  1  ,  adunque  farà  xlc  —  la  —  x — i  Ib  , 

a 

e  però  xlc  —  xlb-la  —  lb,  quindi  x  ~  la — Ih  . 

le  —  lb 

Altra  queftione  farebbe  quella  .  Trovare  un 
numero  x  tale  ,  che  fia  xx  —  a  ,  e  x X-+~P  —  b  .  Adun¬ 
que  per  la  prima  condizione  averemo  x  l x  —  la  ,  e  pe¬ 
rò  x  —  la  ,  o  pure  Ix-U  . 

I  x 

Per  la  feconda  condizione  averemo  x  +-  pi x  —  lb  , 
e  però  farà  x  —  lb  —  plx  ,  o  pure  Ix—lb  .  Adunque 

l  x  x  -t-p 

farà  la—  lb  ,  cioè  x  la  +-  pia  —  xlb  ,  cioè  x  —  pia  , 
x  x  +■  p  l  b  /  a 

o  pure  la  —  lb  —  plx  ,  cioè  l x  ~  l  b  —  la  •  Ciò  pollo , 
l  x  l  x  p 

mi  faccio  a  feiogliere  il  feguente  problema. 

i66.  Dato  un  vafo  di  nota  capacità  pieno  dì  un_» 
qualunque  liquore  ,  che  fia  per  efempio  vino  ,  fe  ne 
eflragga  in  un  Torlo  una  data  quantità,  poi  fi  riempia 
d'acqua  il  vafo,  indi  del  liquore  ora  mirto  d’acqua,  e 

di 
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di  vino  ,  fe  ne  ertragga  un’altro  forfo  eguale  al  primo  , 
e  di  poi  ii  riempia  d’ acqua  il  vaio  ,  e  nuovamente  fi. 
ertragga  del  milto  liquore  un  forfo  pure  eguale  al  pri¬ 
mo  ,  e  cosi  di  mano  in  mano  fi  vada  con  la  (leda  legge 
ripetendo  l’operazione:  fi  dimanda,  quanti  forfi  bifognerà 
prendere  ,  cioè  quante  volte  bifognerà  ripetere  l’opera¬ 
zione  ,  acciò  fia  nel  vafo  una  data  quantità  di  vino  . 

Sia  ~a  la  capacità  del  vafo  ,  e  fia  b  la  quantità 
di  ciafchedun  forfo  .  Nel  primo  forfo  adunque  s’eflrae- 
rà  dal  vafo  tanta  quantità  di  vino  ,  che  farà  —b,  ed 
altrettanto  s’infonderà  d’acqua,  onde  dopo  il  primo  for¬ 
fo  farà  nel  vafo  quantità  di  vino  —  a  —  b  . 

Nel  fecondo  forfo  s’eftraerà  b  di  liquore  mirto  , 
onde  per  avere  la  quantità  del  puro  vino  ,  che  in_» 
effo  forfo  s’ertrae,  fi.  faccia  l’analogia  :  come  la  capacità 
del  vafo  (a)  fìa  alla  quantità  d’un  forfo  (b)  ,  così  il 
vino,  che  è  nel  vafo,  (a —  b)  al  quarto  ab  —  bb  ,  farà 

a 

erto  la  quantità  del  puro  vino  ,  che  fi  à  ertratto  nel 
fecondo  forfo  ,  rimarrà  adunque  nel  vafo  quantità  di 

_  Z 

puro  vino  aa — 2 ab+-  bb,  cioè  a  —  b  .  Pel  terzo  forfo 

a  a 

facendo  pure  l’analogia:  come  la  capacità  del  vafo  (a) 
rta  alla  quantità  d’un  forfo  (&),  cosi  il  vino  ,  che  è 

■  ■  Z  _ .  Z 

nel  vafo  ,  (  a  —  b  )  al  quarto  a  —  b  X  b_,  farà  erto  la 

a  «  « 

quan- 
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quantità  del  puro  vino  ,  che  fi  à  efiratto  nel  terzo  for- 

fo  ,  rimarrà  pertanto  nel  vafo  quantità  di  puro  vino 

_  z  _ _  z  - -  3 

a  —  b  —  b  X  a  —  b  ,  cioè  a —  b  ,  e  cosi  dopo  il  qiiar- 

a  a  a  oa 

■ - 4 

to  forfo  farà  nel  vafo  quantità  di  puro  vino  a  —  b  ,  e 

a 3  ^ 

generalmente  dopo  un  numero  n  di  fori!  farà  nel  vafo 

_ _  n 

quantità  di  puro  vino  a —  b  .  Se  adunque  fi  voglia  fa- 


pere  ,  quanti  forfi  debbanfi  prendere  ,  acciò  nel  vafo  ri¬ 
manga  una  data  quantità  ,  che  Ha  per  efempio  a  di 

m 

-  n 

puro  vino  ,  faremo  l’equazione  a  —  b  —  a  ,  la  quale, 

an—  i  m 

per  effere  n  incogoita  ,  farà  appunto  efponenziale  .  Ri¬ 
dotta  per  tanto  l’equazione  ai  logaritmi  ,  farà 

_ _ n  -  r-  -  — 

J  a- —  b  “  /  a  ,  cioè  nla-—b  ~  la  —  lm+-n  —  i  la  s 

an<—  1  m 

o  fia  ni a  —  b  zz—-fm*-nla 3  e  però  n  —  Im  , 

la —  la  —  b 

con  che  farà  facile  avere  il  numero  n  coi  mezzo  delle 
tavole  logaritmiche  . 
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INSTITUZIONI 

ANALITICHE 

LIBRO  QUARTO 

Del  Metodo  Inverfo  delle  Tangenti  . 

P  Oichè  ,  data  una  qualunque  curva  ,  il  mo¬ 
do  di  ritrovare  la  di  lei  tangente  ,  fotto- 
tangente  ,  normale  ,  o  qualunque  analoga 
linea  li  chiama  II  Metodo  diretto  delle  Tangenti ;  cosi,  data 
la  tangente,  fottotangente,  normale,  o  qualunque  analo¬ 
ga  linea  ;  ficcome  pure  data  la  rettificazione,  o  lo  fpazio  , 
il  modo  di  ritrovare  quella  curva  ,  a  cui  compete  Ia_, 
data  proprietà  della  tangente  ,  dello  fpazio  ec. ,  fi  chia¬ 
ma  il  Metodo  inverfo  delle  Tangenti  . 

Nel  fecondo,  e  terzo  libro  fi  fono  ritrovate  le  ef- 
preffioni  generali  diffirenziali  della  tangente  ,  e  delle 
linee  analoghe  ,  come  pure  delle  rettificazioni  ,  e  degli 
fpazj  ;  adunque  paragonando  la  proprietà  data  della^ 
tangente  ,  della  rettificazione  ec.  alla  rifpettiva  efprellìo- 
ne,  o  formola  generale  differenziale.,  nafcerà  una  equa¬ 
zione  differenziale  dei  primo  grado,  o  di  grado  fuperio- 
re  ,  la  quale  integrata  ,  o  algebraicamente  ,  o  fuppofie 
le  quadrature  ,  ci 'darà  la  curva  ,  che  fi  ricerca  ,  ed  a 

gg  ^ 


cui 
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cui  compete  la  data  proprietà .  Si  cerchi ,  per  efempio , 
la  curva  la  di  cui  fottotan gente  debba  effere  eguale-» 
alla  doppia  affilia  .  Chiamate  le  affiife  x  ,  le  ordinate^, 
la  forinola  della  fottotangente  è  ydx  ,  adunque  farà  l’e- 

dy 

quazione  ydx  -  rx  .  Si  cerchi  la  curva  ,  il  di  cui  fpa- 

dy 

zio  debba  effere  eguale  a  due  terzi  del  rettangolo  del¬ 
le  coordinate  .  L’elemento  dello  fpazio  è  ydx  ;  adun¬ 
que  dovrà  effiere  C ydx  —  zxy,  e  però  ydx  —  2 xdy  -t-  2ydx . 

J  ”T  5 

Si  cerchi  la  curva  ,  la  di  cui  proprietà  fia ,  che  un 
qualunque  arco  prefo  dal  vertice  Fia  eguale  alla  rifpet- 

ti va fottonor m ale.  L’efpreffione dell’ ar cobj'i/dx *+■  dyl  ; 
quella  della  fottonormale  è  ydy  ;  dunque  averemo 

dx 

f  l ''dx2-*-dyz  —ydy,  e  però  \/ dxz  +*  dy  z—ydxddy+-  dxdy1 
dx  dx1 

(  prefa  per  collante  dx  )  equazione  differenziale  del  fe¬ 
condo  grado  . 

2.  Le  equazioni  ,  che  in  quello  modo  rifultano , 
averanno  Tempre  ,  come  è  facile  a  vedere  ,  le  indeter¬ 
minate  con  le  differenziali  tra  loro  mille  ,  e  confufe 
quindi  non  fi  fanno  per  ora  maneggiare  a  fine  di  paf- 
fare  alle  integrazioni  5  e  cosi  avere  le  curve  ,  che  fi 


cer- 
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cercano  ,  e  molto  meno  fe  contengono  differenziali  fe¬ 
condi  ,  terzi  ec.  ,  poiché  nell’antecedente  terzo  libro 
lì  fono  fempre  fuppolle  le  formole  differenziali  effere 
compoffe  di  una  fola  indeterminata  con  la  fu  a.  differen¬ 
za  .  Sono  adunque  neceffarj  altri  ripieghi  per  tentare  di 
ridurre  alle  integrazioni  ,  o  quadrature  tali  equazioni,  il 
che  fi  -  chiama  Cofiruire  le  equazioni  differenziali  del  pri¬ 
mo  ,  fecondo  ec.  grado  .  E  quanto  a  quelle  del  primo  in 
due  maniere  fi  procede  ;  l’una  è  di  pallate  alle  inte¬ 
grazioni  ,  o  quadrature  fenza  alcuna  previa  feparazione 
delle  indeterminate,  e  loro  differenziali  ;  l’altra  di  fepa= 
rare  prima  le  indeterminate  ,  e  così  render  le  equazio- 
ni  atte  all’ integrazioni  ,  o  quadrature  . 

Anderò  fpiegando  varj  metodi  particolari  per  am¬ 
bedue  le  maniere,  co’ quali  in  molte  equazioni  fi  ottie¬ 
ne  l’intento;  ma  moltiffime  altre  fe  ne  incontrano,  che 
fi  trovano  affatto  contumaci,  almeno  coi  metodi  fin’  ora 
fcoperti  ,  i  quali  non  anno  quell’  univerlalità  ,  che  fa¬ 
rebbe  neceffaria  . 


CAPO 


8  j© 
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CAPO  I. 

.  5  •-•■■■*•>  J  ;  i,  :jU.  .  a  btkr>$CKJi  0[là  :.Ti®  I  ÓHCr  -il 

Della  Corruzione  delle  Equazioni  differenziali  del  prima 
grado  ,  fenza  alcuna  previa  feparazione 
dell ’  indeterminate  . 

3  IL»  E  più  femplici  formote  ,  che  abbiano  le  due 
variabili  aiTieme  confufe  ,  fono  le  due  xdy  +-ydx  ,  ed 
jj ,dx  —  xdy  ;  l’integrale  delia  prima  è  xy  ,  della  feconda 

yy  ■  ■  •  ; 

è  x  ,  come  è  chiaro  .  A  quelle  adunque  devefi  procu- 

y  'V"  u  :  . 

rare  di  ridurre  le  più  compofte  ,  e  ciò  con  i  foliti  ajuti 

della  femplice  Anali  fi  ,  aggiungendo  ,  fottraendo  ,  mol¬ 
tiplicando  ,  dividendo  ec.  per  quelle  quantità  ,  che  fan¬ 
no  al  propofito  ,  le  quali  varie  faranno  ,  fecondo  i  varj 
cali  .  Se  ne  vegga  ora  la  pratica  . 

Sia  ydx  —  xdx  —  xdy  ,  tralportato  all’  altra  parte  il 
termine  ultimo,  farà  ydx  +-  xdy  —  xdx  ,  e  però  x  y  zz 
xx  ±1  bb  .  Sia  l’equazione  x*  dyz  +.  zx3ydxdy  ~a+dxz  — - 

xxyydx z  ,  cioè  x+dyz 4-  zx3ydxdy  4-  xxyydx 2  ==  a* dxz  , 
e  dividendo  per  xx,  xxdyz  +-  zxydxdy  +•  yydxz  —  a*dxz  , 

XX 

e  cavando  la  radice  quadrata  ,  xdy  4- ydxzzaadx ,  ed  in- 

X 


tegrau- 
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tegrando  ,  xy  —  alx±.b  nella  logaritmica  della  lottati- 
gente  —  a  .tSia  l’equazione  ydx  zzy*dy  +-  yydy  4=  xdy  , 
cioè  ydx —  xdy  —  y}  dy  +-  yydy  .  I!  ;primo  membro  fareb¬ 
be  integrabile  ,  fe  foibe  divifo  per  yy  ,  divido  adunque 
l’equazione  ,  onde  Ila  ydx  ■ —  xdy  —ydy  4-  dy  ,  ed  inte= 

yy 

grando  ,  x  ±  yy  *-'y'  dz  b  . 

y  a  ' 

4.  Sia  l’equazione  yr  dy  ~  mydx  4-  xdy.  Se  non_o 
vi  foibe  il  coefficiente  m ,  la  cofa  farebbe  facile  ,  poiché 
l’integrale  del  fecondo  membro  farebbe  xy  .  Non  riufci- 
rà  l’operazione  nè  meno  trafportando  il  membro 
nella  parte  oppolta  dell*  equazione  ,  cioè  fcrivendo 
,yr  dy  —  xdy  ~mydx  1  olfervo  pertanto,  che  il  difFeren- 

•  .i  1  _r  *  —  1 

ziale  di  mxy  m  fi  è  my  ™  dx  4-  xy  m  dy ,  diverfo  dal  propo- 
ilo  mydx  4-  xdy  in  quello  Polo  ,  che  è  moltiplicato  per 

ym  ;  per  rendere,  adunque  integrabile  la  quantità 

I  — «  ;I  - 

mydx  4-  xdy  ,  balla  moltiplicarla  per  ym  ,  ed  a  fine  di 
confervare  l’egualità.,  moltiplicare  altresì  il  corrifpon- 
dente  membro  yrdy  dell’equazione  ,  e  però  farà 

r+>  1-1  x  1  — •  i 

"y  m  dy  —  mymdx+-  xy™  dy  ,,  ed  integrando  , 

r  1  —  t 


% 
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Sia  la  medefìma  equazione,  ma  con  coefficiente  df- 
verfo  a  ciafcuno  degl’ ultimi  due  termini  ,  cioè  yrdy  — 
mydx+nxdy  .  II  fecondo  membro  non  è  integrabile  ; 

n 

offervo  però  ,  che  il  differenziale  di  mxy m  fi  è 

n  n  —  1 

mymdx  +■  nxy m  dy  ,  adunque  l’omogeneo  di  compara¬ 
zione  farebbe  integrabile  ,  fe  foffe  moltiplicato  per 

il  ~  I 

ym  ;  moltiplico  per  tanto  tutta  l’equazione  ,  e  farà 

n  w  — <  1 

y  m  dy  —  my  m  dx  4-  nxy  m  dy  3  e  l’ integrale  farà 


y  -f—  n  —  1 

—4 

*”  dy  —  mxy 


n 

m 


5.  Il  differenziale  di  xny  è  xndy  +-nyxn~m  1  dx  * 
Ciò  pollo  ,  lia  l’equazione  yrdy  —  xndy4-yxn~~Idx  ; 
fe  l’ultimo  termine  aveffe  il  coefficiente  »  ,  l’integrale 
del  fecondo  membro  dell’equazione  farebbe  xny .  Offer- 
vo  però,  che  il  differenziale  di  xnyn  fi  è  nxny,t  —  1  dy  + 
ny  nxn~  l  dx adunque  moltiplicando  l’equazione  per 
nyn"~  Rondella  nyr  +-  n  ~  1  dy  —  nx  ny  n~  1  dy+-nyn  xn—  1  dx, 

fi  trova  integrabile  ,  e  l’integrale  è  J~ nyr  dy  3 

xK yn  —  b  . 


Ma  fe  l’ultimo  termine  in.'  vece  del  coefficiente  n 
ne  aveffe  un’altro  ,  anzi  generalmente,  fe  ambedue  i 
termini  ultimi  Mera  affetti  da  coefficienti  diverfi  ;  co¬ 


me 
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me  fe  l’ equazione  foffè  y^dy  —  cx"iy  +-  eyx t~  '  dx  ;  of- 

cn 

fervo  ,  che  il  differenziale  di  -  x  nv  ~  fi  è 

n  y 

cn  — .  1- 

cxny  e  dy  +.  ey  e  x 9  —  1  dx  ;  adunque  moltiplicando  l’ e- 

cn  —  i 

quazione  per  y  ?  ,  onde  fia 

r  1  ch  — 1 1  cn 

y  e  dy  —  ex  ny  e  dy  -h  ey  e  xn~~  T  dx  ,  farà  integra- 

/'  r  -f-  c»  —  i  e» 

y  * 


6  . 


bile,  e  l’integrale  farà Jjy  e  dy  —  ~x*y 

Facciali  rzz  i  ,  c  =  3  ,  »  =  1  ,  etri  ,  cioè  l’equazione^, 
=  $xdy  +- ydx  ;  l’integrale  farà  y  +  zz  xy3  .  Facciafi 

4 

r  z:  2  ,  e  zz  3  ,  n  —  1  ,r=ii,  cioè  l’equazione  ydy  zz 

1+  i  2, 

zxdy +•  $ydx  ,  l’integrale  farà  y  3  zz^xy  3  ,  cioè 

I  +•  z 

7 


cioè 


-J3  -  3*7  3  •  Facciafi  czzz  ,  e  zzi ,  7;  =  3  3  r  =  3 
l’equazione  =  2x3dy  ■*-  zyxxdx  ,  l’integrale  farà 


7_1=  7  *373 

6 


I  — 1  CM 


Se  l’equazione  foffe  efpreffa  così  y  xrdx  — 
cxndy+-  eyxn~  1  dx  ,  è  chiaro  a  vedere  ,  che  farebbe  iti¬ 


li  h 


tegra- 
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cn  —  i 

tegrabile  a  poiché  moltiplicata  per  y  e  farebbe  x r  dx  — 

cn  —  i  cn 

cxny~e  dy  +-  ey  e  xn~  1  dx  ,  ma  l’integrale  del  fecondo 

cn 

membro  fi  è  veduto  ,  effere  ~  xny  e  ,  adunque  ec. 

(So  Sia  ora  l’equazione  yr dy  —  zxdy  —ydx  .  Se  non 


XX 


vi  folle  il  coefficiente  2  ,  l’integrale  del  fecondo  mera- 
bro  farebbe  y  .  Ma  non  perciò  fervira  trafportare  alla_, 

X 

oppofla  parte  il  termine  xdy  ,  e  fcrivere  yrdy  —  xdy  =:■ 


XX 


xdy—ydyi  offervo  però  ,  che  il  differenziale  di  yy  lì  è 

XX  x 

2 xydy  —  yydx  ,  dunque  fe  fi  moltiplicherà  1’  equazione.* 


XX 


propolla  per  y  ,  onde  fia  yr+* 1  dy  —  2 xydy  —yydx ,  farà 
intei 


XX 


sgraffile  ,  e  l’ integrale  farà  f~yr+~Idyzzyy+zb.  Ma 

J  ir 

più  generalmente  Ila  un  qualunque  coefficiente  n  , 
però  l’equazione  yr dy  —  nxdy  — ydx  ,  Ollervo  ,  che  il 


X  X 


differen  fiale  di  yn  è  1 ixv”~~ 1  dy  —yK dx  3  adunque  fe  fi 


.Xi'C- 


moltiplicherà  l’equazione  per  ,  onde  fia 

yr  +-  n  r—  1  dy  —  nxy  '  dy  — yn dx  ,  farà  integrabile  ,  e 
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l’integrale  farà  1 ~yr  ‘  dy  - y”±z  b  . 

J  X 

Anzi  abbiano  ambi  gli  ultimi  due  termini  coeffi¬ 
ciente  diverfo  ,  e  fia  l’equazione  yY  dy  zz  nxdy — •  mydx  . 


XX 


Offervo  ,  che  il  differenziale  di  my m  fi  è 


n  —  1 


nxy  m  dy  —  mym  dx  ;  adunque  fe  fi  moltiplicherà  ?  e- 


XX 


n  1  r  +-•  »  — 4 1 

I  A  nrl/3  f\  r%  a  b  VYl 


quazione  per  ym  ?  onde  fia  y  m  dy  — 

n—  1  m 

fla’v  m  dv  —  rnym  dx  ,  farà  integrabile  ?  e  l’ integrale,  farà 

XX 

/'  y  —  i  w 

y  m  dy  —  mv  w  il  b  « 


X 


I  ~ 


Se  l’equazione  folle  y  mxrdx  zz  nxdy  —  mydx 


XX 


W  — «  ff 

m 


farebbe  pure  integrabile  3  poiché  moltiplicata  pery 

«—  i  « 

farà  y r dx  zz  ftyy  m  dy  —  my  iar  ;  ma  l’integrale  de! 


WJff 


fecondo  membro  fi  fa  y  edere  w  ,  dunque  ec. 


hh  s 


Alle 
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Alle  fuddette  equazioni  manchi  il  denominatore^ 
xx  ,  e  Ila  l’equazione  y r  dy  =  nxdy — • ydx  .  Per  fona  ma¬ 
re  la  feconda  parte  dell’equazione  ,  ^fognerebbe  mol¬ 
tiplicarla  per  yr:—1  9  e  dividerla  per  xx  ;  ma  ciò  do¬ 
vendoli  fare  anche  rifpetto  alla  prima  parte  ,  farebbe 
effa  yr*-n~'dy,  che  in  neffuna  maniera  fi  può  fon> 

XX 

mare;  adunque  fi  mutino  i  fegni  all' equazione  ,  e  farà 
—  yv dy  —  ydx  —  nxdy  .  Offervo  ,  che  il  differenzia¬ 
le  di  x  fi  è  y  ” dx  —  nxy  n~~  1  dy  ;  adunque  fe  fi  mol- 


yn  y  ■n 

tiplicherà  l’equazione  per  yn—1  ,  ed  indi  fe  fi  dividerà 
per  yzv,  onde  fia  — y  +-  »  —  i  dy  ~  y  n dx  —  nxy  n ~  1  dy , 


y  J 


•  zn 


farà  integrabile  ,  e  l’integrale  farà 


/ 


-y 


r  +-  n  ■ 


1  dy 


±L  b  , 


y 


zn 


r 


Abbia  l’equazione  ambi  gli  ultimi  due  termini  con 
il  coefficiente  ,  e  fia  yr  dy  rr  nxdy  —  mydx  .  Si  mutino  i 
fegni  s  e  farà  — y r  dy  ~  mydx  —  nxdy  ;  offervo ,  che  il 

n  »  — '  i 

differenziale  di  x  è  mym dx  —  nxy  m  dy  ;  adunque 


mmy 


zn 

m 


fe  fi  moltiplicherà  l’equazione  per  ym  ,  e  fi  dividerà 
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m 


y  +*  n  —  x 


per  nwym  ,  onde  fi  a — y  m  dy  — 


zn 


mmy 


«  -*  1 


i»v  f|  "z  ,  farà  integrabile *  e  V  integrale  farà 


/ 


-y 


zn 

mmym 

r  +-  n  —  1 

™  dy  =  x 


b  . 


7.  Sia  I* equazione  yrdy  —  xndy  —  a- «  —  1  dx  . '  Si 
mutino  i  fegni  ,  e  farà  — yrdy  —  nyx n ~  1 —  xndy  ; 
offervo  ,  che  il  differenziale  di  xn  è  nyxn—  1  dx  —  xndy  , 

y  yy 

dunque  dividendo  l’equazione  per  jyy  ,  onde  Ila 
* — yr~z  dy  —  nvxn~  1  dx  —  xndy  ,  farà  integrabile  ,  e_* 

yy 

farà  l’integrale  j~  — yr~~2 dy  —  x,!iz  b  . 

Ma  fe  mancale  il  coefficiente  n  ,  e  l’equazione  folle 
yr  dy  —  xn  dy  - — yx  n  ““  1  dx  ;  fi  mutino  i  fegni,  e  farà 
• — yrdy  —  yxn*™~  1  dx—~xndy  .  Offervo  ,  che  il  differen¬ 
ziale  di  xn  è  ny  " x  n  1  dx  • — ■  nxnyn~~ 1  dy  ;  dunque^ 

moltiplicando  l’equazione  per  ny”—1  ,  e  dividendola-» 


per 
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per y  z ”,  onde  fia  — nyr+m  ”  ^  1  dy  ~  ny  77  xn~~  1  dx—nxnyn ~~  1  dy 


y 


l.Yl 


i  zn 


farà  integrabile  ,  e  l’integrale  farà 


/ 


r  -4-  h 


~  1  dy  —, 


tzn 


xn±L  b  . 

y» 

Che  fe  in  luogo  del  coefficiente  n  ve  ne  fofTe  un’ al¬ 
tro  di  natura  diverfa  ;  anzi  fe  ambi  gl’ ultimi  termini 
foflero  affetti  da  coefficiente  diverfo,  come  fe  l’equazione 
fotte  yrdy  —  ex77 dy  —  eyxn—Jdx  ,  fi  mutino  i  fegni  ,  e 
farà  ■ — yr dy  —  eyxn —  1  dx —  cxndy  .  Offervo,  che  il  dif- 

VC  ftc  «—  I 

ferenziale  di  xn  è  ney  e  x  ” ~~  1  dx  —  ncxny  e  dy  } 


ey 


ve 

e- 


eey 


znc 

e 

ve  ^  i 
e 


dunque  moltiplicando  ls  equazione  per  ny e  ,  e  divi¬ 
ate  r  +—  tic  —  i 

dendola  per  eey  e  ,  onde  fia  —ny  e  dy  - 


z  ve 


eey 


ììC  8—  I 


ne  —  t 


ney  ~x  dx—ncxì7y  e  dy  ,  farà  integrabile  9  e  fin- 


2  VC 


e  ey  e 

tegrale  farà  /*■—  nY 


v  -f-  tic  ,=  r 

dy  —  xn  dz  b 


znc 
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Ma  fé  l'equazione  folle  efpreffa  cosi  y  e  xrdxzz 
ex" dy  —  eyxn— ■  1  dx  ;  fenza  mutare  i  fegni  ofTervo,  che 

tic  nc  —  i  nc 

il  differenziale  di  ey  e  lì  è  ncxny * * * *  8  dy  —  ney  e  xK~ldx 

nc  —  e 

dunque  moltiplicando  l’equazione  per  ny  8  ,  e  divi” 

dendola  per  xzn  ,  onde  ila  nxrdx  — 

xzn 

tic  —  i  nc 

ncx”y  e  dy  —  ney  e  xn~l  dx  ,  farà  integrabile  ,  e  farà 

x ln 

nc 

nxv  dx  —  ey  e  ir  b  „ 

Ut 

8.  E’  (lato  detto  da  me  al  nura.  17.  dell’antece¬ 
dente  libro  5  che  ogni  qual  volta  il  numeratore  d’una_. 
frazione  compolla  di  una  fola  indeterminata  ,  e  delle_s 
coflanti  j  fia  il  differenziale  precifo  dei  denominatore  , 
o  pure  un  proporzionale  di  effo  differenziale  ,  V  integra¬ 
le  della  formola  è  il  logaritmo  del  denominatore  3  o  il 
proporzionale  di  effo  logaritmo  .  Ciò  vale  per  tanto  an¬ 
che  quando  la  forinola  contenga  due  indeterminate  fra 
fe  mille  coi  loro  differenziali  .  L’integrale  adunque  di 
dx  4-  dy  zz  dz  (dz  è  in  qualunque  modo  data  per  x  }  o 
x  +■  y 

per 


l’integrale  j* 
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per  y  )  farà  l  x  -t-  y  —  zìi  b ,U  integrale  di  dx  +-  dy~dz 

2x  +-  2 y 

farà  IV  x+-  y  —  z+-  b  .  L’integrale  di  4  xdx  —  4  ydy  _  dz 

xx  — yy 

farà  2  l  xx  —yy  ~  z  ±_  b\  L5  integrale  di 

xdy  +-  ydx  — •  2 ydy  ~  dz  farà  l  \/  xy  —  yy  —  Z  ±1  b  .  E 
2  xy  —  2 yy 

generalmente  l’integrale  di 

myn  xm~  1  dx  +-  nx m yn~~  1  dy^ — ■  m — n  Xy  m+“n~~  1  dy  —  dz 
r  X  xmyn ■ — ym+a  n 

farà  l  |/  xmyn — ym  +"”  —  z  ±l  b  \  e  cosi  di  qualunque 
altra  equazione,  che  abbia  la  aiTegnata  condizione  . 

9.  Molte  equazioni  però,  febbene  non  anno  la  ne- 
ceffaria  condizione  ,  poffono  facilmente  con  gli  ajuti  dell’ 
algebra  ridurli  ad  averla .  Cosi  l’equazione  xdy  +-  ydx  ~  ■■ — dy 

'  X 

non  à  nel  primo  membro  la  condizione  ,  che  11  ricer¬ 
ca  ;  l’avrà  però  ,  fe  11  divida  per  y  ,  onde  Ha 
xdy  +ydx  — —  dy  ,  e  però  integrando  ,  l  xy~ly—  1  ±  lb  . 

xy  y  ( 

Sia  l’equazione  axdy  +■  iaydx  ~  xydy  ;  la  divido  per 
axy  .,  e  farà  xdy  +  2 ydx  —  dy  ,  la  quale  farebbe  integra- 

xy  a 

bile  ,  fe  nel  fecondo  termine  del  primo  membro  non_a 
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vi  folle  il  coefficiente  2  ,  fottraggo  adunque  la  quantità 
ydx  dall*  uno  s  e  dall’altro  membro,  e  farà  xdy  +-  ydx 
xy  7y 

—  <h_ — yàx  ,  cioè  xdy  +■  ydx  —  dy  —  dx  ,  e  però  inte- 

a  scy  Xy  a  x 

grando  ,  Ixy  ~y  —  Ix  +2  lb  * 

a 

Sia  l'equazione  yxdx  —  xxydy  +■  y}dy  V y — ■  yydy  , 
la  divido  per  y  ,  e  farà  xdx  ~  xxdy  a-  yydy  V y  — ■  ydy  , 

cioè  xdx  +-  ydy  ~  xxdy  4-  yydy  v y  ,  e  di  nuovo  dividendo 
per  xx  +•  yy  ,  xdx  4-  —  dy  V y  ,  ed  integrando  5 

a?  a?  4  -  yy 
? 

/ 1/  xx  Jr  yy  —  ~y  1  ±_  h  . 

io.  Dalli  numeri  31.  ,032.  delio  ftefTo  fopra  citato 
libro  terzo  fi  ricava,  che  una  qualunque  forinola  com¬ 
porla  di  una  fola  variabile  ,  fe  farà  il  prodotto  di  qual 
fi  fia  quantità  completa  elevata  a  poteilà  pofitiva  ,.  o 
negativa  ,  intiera  ,  o  rotta  nel  differenziale  precifo  ,  o 
nel  proporzionale  del  differenziale  de’  termini  della-, 
quantità,  farà  fempre  integrabile  ,  e  l’integrale  farà  la 
fleffa  quantità  ,  il  di  cui  efponente  fia  quello  di  prima, 
ma  accrefciuto  dell’unità  ,  e  moltiplicato  nello  [fello  ef¬ 
ponente  cosi  accrefciuto,  ma  inverfamente  prefo;cioè, 
che  è  lo  [fedo  ,  per  elio  divifa  ;  o  pure  elfo  integra¬ 
le  farà  un  proporzionale  di  quello  .  Nulla  meno  vale  la 

i  i  r  e- 
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regola  ,  quando  le  forinole  differenziali  fieno  ancora-, 
compofle  di  due  variabili ,  e  loro  differenziali  piromif- 
cuamente  ,  purché  abbiano  la  notata  condizione  . 

L’integrale  adunque  di  dx  +•  dy  V  x* -  y  —  dz  {dzb 
in  qualunque  modo  data  per  x  ,  o  per  y  )  farà 

_ l 

■j  X  x  +-  y *  2  =  z  ir  b  .  L'integrale  di  >) 

_ _  _  _ \J 

-dx-^^dy^x^-y  —  dz  farà  ~  Xf  X  *  4-7  *  =  z  1:  &  , 

_ 

cioè  ~  X  ^  JV  a  ^  ^  "  L’integrale  di  2  adx  +-  zbdy  —  dz 

V  ax  +-  by 

farà  +-  =  z  ±:  b.  L’integrale  di 

p3  dq  +.  3qppdp  +*  %pqqdq+-  q3  dp  zz.  dz  farà  l/p3q- b  q3  p  — 

z\Xp3  q  +-  # 3 p 

_ _ _ _ _  _  8 

2  ±.  £ .  L’ integrale  di  xdy  -f-ydx  +■  2/yiy  X'  &  X  +■  yy  m  ~dz 

m  +-  n 

farà  mb  X  ”  ~  z  ±.  b  .  L’integrale  di 

m  +-  n 


m  ~  n 


xdy  +*  ydx  a-  2 ydy  zz  dz  farà  rn  X  xy  +-  jj/ 

r/z  - —  n\b 


-  zi#  . 


.  W 


&  X  xy  +-  yy 
E  cosi  di  mille  altre  di  fimil  Torta 


Tal 
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Tal  ora  però  avranno  le  equazioni  bifogno  prima 
di  qualche  preparazione  .  Sia  l’equazione  xxdx  a-  xydy  +- 
yydx  —  dz  ,  (  dz  è  data  in  qualunque  modo  per  x  )  la 
moltiplico  per  x  ,  e  farà  x3  dx  +~  xxydy  -h  yyxdx  —  xdz  , 

cioè  .vìa?  X  ##  +-  yy  +•  ydy  X«  -  .vìz  ,  che  non  à  la_. 
condizione  neceharia  ;  l’avrebbe  però  ,  fe  ydy  foiTe  al¬ 
tresì  moltiplicata  in  yy  ,  aggiungo  adunque  ali’ uno  ,  ed 

all’altro  membro  il  termine  y}dy,  e  farà  xdx  X ~xx  +- yy +. 

ydy  X  xx  -h  y3  dy  —  xdz  -h-y 3  dy ,  cioè  xdx  -ì-ydy  Xxx-i-yy  — 
xdz  +-y3  dy  „  capace  d’integrazione,  e  però  integrando, 

xx  +-yy  —  y+  ir  b +*  j  xdz  . 

44  K 

Ma  non  è  così  facile  a  riconofcere  ,  quale  quanti¬ 
tà  debba  aggiungerli  ,  o  fottrarh  ,  o  quale  altra  altera¬ 
zione  polla  farfi  alle  equazioni  ,  a  fine  di  renderle  ca¬ 
paci  del  fuddetto  metodo  ,  così  che  quando  le  equazio¬ 
ni  fieno  alquanto  compofie  ,  l’arrivare  in  quello  modo 
al  fine  fi  potrà  dire  una  fortuna  ,  un  cafo  ;  quindi  in_e 
tali  incontri  bifognerà  ricorrere  ai  metodi  della  fepàra~ 
zione  delle  indeterminate  ,  e  però  fia 


CAPO 


ISTITUZIONI 


CAPO 


I  I. 


Della  Corruzione  delle  Equazioni  differenziali  del  primo 
grado  per  mezzo  della  precedente  / epurazione 
delle  Indeterminate  , 


...  Di  alcune  equazioni ,  quantunque  pochiffime, 
fuccede  la  feparazione  delle  indeterminate  con  le  fole^, 
operazioni  prime  dell’algebra  ordinaria  .  Tale  farebbe^ 
l’equazione  xxdxz  +■  xydxdy  —  aadyz  ,  in  cui  ollervo  s 
che  il  primo  membro  è  una  formola  di  quadratica  af¬ 
fetta  dal  lato  ,  che  farebbe  un  quadrato  ,  fe  vi  folle  di 
più  la  quantità  yydyz  .  Aggiungo  per  tanto  all’uno,  ed 

4 

all’altro  membro  la  quantità yvdvz  ,  e  l’equazione  farà 

4 

xxdxz+-  xydxdy  *-vvdyz  ~  aady 2  4-  yydy 2 ,  ed  eftraendo  la 

4  4 


radice  ,  xdx  -bydy  —  dy  |/  yy  -t-  aa  ,  in  cui  fono  feparate 

a  4 

le  variabili ,  e  però  integrando  ,  xx  +■  yy  ~ 

z  4 

J~ dy  j/ aa-r-yydi  b  „  L’integrale  del  fecondo  membro 

4 

dipende  dalla  quadratura  dell’iperbola  » 


12. 
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12.  II  più  delle  volte  adunque  conviene  fervirfi 
delle  foflituzioni  .  Sia  l’equazione  aadx  —  xxdy  +-  2 xydy  +=■ 
yydy  .  Si  ponga  x  -t-y  ~  z  ,  (  la  z  è  una  nuova  indeter- 
minata  )  e  però  dx  4-  dy  zz  dz  ,  ed  xx  4-  2^_y  4-_yy  —  zz  . 
Fatte  adunque  le  foflituzioni  ,  farà  aadz  —  aady  ~  zzdy  , 
cioè  aadz  —  dy  ,  equazione  ,  in  cui  fono  feparate  Icl* 
aa  +-zz 
variabili  . 

L’integrale  del  primo  membro  dipende  dalla  retti' 
ficazione  del  circolo  . 

Sia  l’equazione  xdy  4*  ydx  Va*  ■ — •  xxyy  = 
xdx+-ydy  .  Qffervo  nel  primo  membro  s 

jy  xx  4-  yy  V  xx  -ì-yy 

che  l’integrale  di  xdy  4-  ydx  fi  è  xy  ,  e  che  il  quadrato 
di  quello  integrale  fi  trova  precifamente  nella  quantità 

Va* — xxyy  ;  adunque  fe  porrò  xy  —z,  nel  primo  mem¬ 
bro  faranno  feparate  le  variabili,  e  farà  elio  dzV  a*  —  zz. 
Offervo  in  oltre  ,  che  nel  fecondo  membro  l'integrale 

di  xdx  4-  ydy  è  xx  4-  yy  ,  e  che  limili  a  quello  integrale 

2, 

fono  le  quantità  nel  denominatore;  adunque  con  la  folli* 
tuzione  di  xx  +~  yy  zz  ip  fi  fepareranno  le  indetermina¬ 
te  anche  nel  fecondo  membro  ,  e  l’equazione  farà 

dzVa*—  zz  =:  dp 


só6  istituzioni 

Sia  l’equazione  2 xdy —  2 ydx  ~  dz  (  la  dz  e  data  in 

_  Z 


x  — y 

qual  fi  voglia  modo  per  x  ,  o  per  y  )  .  L’integrale  di 
xdy— ydx  fi  averà  quando  fi  divida  per  xx ,  e  faràj^. 

X 

Suppongali  adunque  y  ~  g  ,  e  però  ariy  — 1  ydx  —  dt> ,  e 


X 


2 xdy  —  2 ydx  —  2 .xxdp  . 

£ 

farà  _ 2xxdp 


a  xx  a 

Fatta  per  tanto  la  fofiituzìone  , 
~  iz  ,  e  dividendo  il  numera¬ 


le  X  —  2xy  -f-yy 

tore  ,  e  denominatore  del  primo  membro  per  xx  ,  farà 
2 dp  —  dz'y  ma  fi  è  pollo  y  —  pj  ed  yy=pps 

s  ~  "  x  a  xx  aa 

a  X  i-2y+-yy 

X  X  X 

adunque  farà  2 adp  —  dz  ;  e  giacché  l’integrale 

aa  • —  2  ap  +-  pp 

di  quella  equazione  è  algebraico,  anderò  avanti  per  l’in¬ 
tegrazione  ;  e  però  fia  a — p  —  q  ,  adunque  — 2 adq~dzs 

ed  integrando,  la  b  re  z  .  Ma  q  —  a — p  ,  e  p  —  ay  , 

1  X 

e  però  q~ax —  ay  ;  redimito  per  tanto  quello  valore, 

X 

farà  2x  ±  b  zi  z  ,  che  è  la  curva  dell’  equazione  diffe- 


x  —  y 

renziale  propolla  .  Se  in  luogo  di  fare  a — p  —  q,  fi  aveffe 

fatto 
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fatto  p — a~q ,  averebbefi  trovato  altro  integrale,  ma 
diverfo  fo.lo  ne*  fegni , 

13.  La  fopra  fcritta  equazione  mi  porge  occafio- 
ne  di  fare  una  importante  avvertenza  ;  ed  è  ,  che 
curve  non  folo  mutano  tal.  ora  natura  nel  prendere  le 
fommatorie  ,  o  femplicemente  ,  o  coll’addizione  della., 
collante  ,  il  che  è  flato,  notato  fino  dalla  prima  origine 
delle  quantità  infinitefime  ,  ma  alle  volte  ci  fi  prefen- 
tano  pure  formole  tali  ,  che  ammettono  integrazioni 
affatto  diverfe  ,  e  ci  fomminiflrano  curve  di  vario  ge¬ 
nere  anche  fenza  aggiungere  collante  alcuna  ,  il  che* 
merita  qualche  riflèffo  f 

Per  mezzo  della  fuppofizione  y  ~  p  è  flata  inte- 

x  a 

grata  l’ equazione  ixdy  —  2 ydx  —  dz  ,  e  l’integrale  fi  è 

__  £ 
x — y 

trovato  ,  edere  2x  m  z,  ommeffa  la  coflante.  Faccio 
x  — y 

ora  la  fuppofizione  di  x  —  p  9  e  tento  l’integrazione  ; 

y  a 

farà  dunque  ydx  —  xdy  —  dp  ,  e  però  2 xdy —  lydx  zz 

yy  a 

tyydp ,  e  foilituendo  ,  farà  l’equazione  —  2 dp  —  dz  ; 

£  x  « - - -  ■ 

a  X  xx-zx+i 

yy  y 


ma 
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ma  x  =  p  ,  dunque  —  2 adp  —  dz  ;  e  fatta.» 

v  <3  pp  ■■ —  2  ap  4* 

p  —  a  —  q  ,  ■ —  2 adq  zzdz,  ed  integrando  ,  ia  ~  z  ;  quin- 
??  ? 

di  redimiti  i  valori ,  2y  r=  z  ,  integrale  della  propoda 

x — y 

equazione  differenziale  ,  e  diverfo  dal  primo  . 

Altro  integrale  della  propoda  formola  diverfo  dai 
primi  due  fi  è  x+-y  =  z;  ed  in  fatti  differenziando, 

x  — y 

farà  xdx  — ydx  4-  xdy  —  ydy  —  xdx  — ~ ydx  4-  xdy  4-  ydy  —  dz, 

_  2/ 

x  — y 

e  cancellati  i  termini  ,  che  fi  elidono  ,  2 xdy  —  2 ydx~dz3 

_ Z 

x—y 

che  è  I3  equazione  da  prima  propoda  . 

Sia  dz~dy,e  la  propoda  equazione  2 xdy  —  2 ydx  —  dy. 

_ _  Z 

x — y 

Se  mi  fervo  del  fecondo  integrale  ritrovato  ,  nafce  l’e¬ 
quazione  2 y  —  y,  e  perciò  i+-y  —  x3  luogo  al  trian- 
x  — y 

golo  .  Se  poi  mi  fervo  del  primo  ,  e  del  terzo  integra¬ 
le  ponendo  2x  ~  y  ,  ovvero  x  4-  y  —y,  la  curva  è  del 
x  — y  x  — y 

fecondo  grado . 


Ge- 
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Generalmente  ila  2 xdy —  2 ydx  zzymdy  .  Adoperata 

— _ _  z 

x~y 

la,  prima  ,  e  la  terza  integrazione  s  la  curva  indi  na- 
feente  monterà  al  grado  m+-  2  ,  mentre  fìa  m  numero 
pofitivo  ;  fatto  ufo  della  feconda  ,  la  curva  reitera  un_* 
palio  addietro  . 

14.  Ma  oltre  che  nè  meno  il  metodo  delle  folti- 
tuzioni  è  univerfale  ,  la  maggiore  difficoltà  fi  è  ,  che 
per  Io  più  è  molto  difficile  il  fapere  ,  quale  follituzione 
debba  farli  ,  per  non  operare  a  cafo  ,  e  gittare  molta 
fatica  inutilmente  .  Tuttavia  però  fi  procederà  con  hu» 
totale  fìcurezza  in  tutte  quelle  equazioni  ,  nelle  quali  la 
fomma  degli  efponenti  dell’  incognite  fia  la  (Iella.  per 
ciafcun  termine  ,  e  fuccederà  Tempre  la  feparazione  del¬ 
le  indeterminate  ;  nè  importa  che  fieno  effe  equazioni 
affette  di  radicali  ,  o  di  frazioni ,  o  di  ferie  ,  e  che  i 
coefficienti  ,  e  fegni  fieno  in  qualunque  maniera  .  La_» 
fofiituzione  da  fard  in  tutte  quelle  equazioni  farà  col 
porre  una  delle  variabili  eguale  al  prodotto  dell’altra-, 
in  una  nuova  variabile  di  modo  ,  che  fe  l’equazione  è 
data  per  x  ,  ed  y  ,  fi  faccia  x  —  yz  ,  o  pure  y  —  xz  ; 

a  a 

(  per  lo  denominatore  a  fi  intenda  una  qualunque  co¬ 
llante  a  piacere  )  e  però  dy  zz  xdz+-  zdx  ,  e  fatte  le  fo~ 

a 

flituzioni  3  fi  arriverà  ad  un’altra  equazione,  la  quale 

k  k  farà 


g7o  istituzioni 

farà  fempre  dì viiibile  per  tanta  poteflà  dell’  indetermi' 
nata  x  ,  quanta  era  la  fomma  degl’ efponenti  di  x  ,  ed 
y  in  ogni  termine  dell’equazione  propoha  ,  quindi  fatta 
la  divifione  ,  la  lettera  x  non  oltrepafferà  la  prima  po- 
teflà  ,  e  farà  fempre  moltiplicata  in  dz  ,  onde  fi  ridur¬ 
rà  l’ equazione  in  modo  ,  che  da  una  parte  vi  ha  dx~ , 

e  dell’altra  dz  con  le  fole  funzioni  di  z ,  e  così  faranno 
feparate  le  variabili  .  Imperciocché  chiamando  A  tutti 
que’  termini  ,  che  fono  moltiplicati  nella  dy  ,  e  B  quel¬ 
li ,  che  fono  moltiplicati  nella  dx-,  l’equazione  farà 
Ady  —  Bdx  ,  e  le  A  ,  B  fono  date  promifcuamente  per 
x  ,  ed  y  .  Ora  poiché  le  dimenhoni  della  lettera  y  af¬ 
fieni  e  con  le  dimenhoni  della  lettera  x  in  ogni  termi¬ 
ne  fanno  lo  hello  numero.,  fe  in  luogo  di  y  fi  porrà 
xz  ,  ne  verrà  ?  che  in  ciafcun  termine  delle  quantità 

a 

A  ,  B  la  lettera  x  abbia  la  beffa  dimenfione  ,  che  pri¬ 
ma  avevano  x  ,  ed  y  affieme  ;  per  Io  che  ,  fe  quella», 
dimenhone  fi  chiamerà  n ,  l’ equazione  farà  divi  libile  per 
x n  ,  rimanendo  folo  z  ,  a  ,  dy  ,  dx  .  Suppongali  ,  che 
dopo  la  fohituzione  di  xz  ,  e  dopo  la  divihone  per  xn 

<? 

ciò,  che  rimane  nella  quantità  A,  ha  C;  e  ciò,  che 
rimane  nella  quantità  B,  ha  D;  farà  l’equazione  Cdy  — 
Ddx ,  e  le  C ,  D  fono  date  per  z  ,  e  perle  collanti ,  ma 

dy~ 
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dy  —  xdz  +-  zdx ;  adunque  farà  l’equazione  C  xdz  +-  Czdx  — 

a  a 

D  dx  y  cioè  D  adx  —  C  zdx  —  C  xdz ,  e  però  dx  —  Cdz  , 

x  Da — Cz 

e  cosi  le  indeterminate  coi  loro  differenziali  faranno  fé- 
parate  ,  e  l’equazione-  coftruibile  ,  almeno  per  le  qua¬ 
drature  . 

E’  indifferente  il  porre  y  —  zx  ,  o  pure  x  —  yz  , 

a  a 

poiché  sì  nell' una,  come  nell’altra  maniera  fi  ieparano 
fempre  le  indeterminate  ;  ma  alle  volte  una  fofiituzione 
piuttofio  ,  che  l’altra  ci  darà  l’equazione  più  femplice  , 
e  di  minori  termini ,  o  la  cofiruzione  più  facile  ,  e  più 
elegante  ;  quindi  non  farà  mal  fatto  il  provarle  tutte_. 
due  ,  ed  in  fine  appigliarli,  a  quella  ,  che  riufcirà  la_» 
migliore  . 

ESEMPIO  I. 

Sia  l’equazione  xxdy  —  yydx  -h  xydx .  Pongo  y  ~  xz , 

a 

e  però  dy  —  xdz  +-  zdx  ;  fatte  le  foffituzioni  ,  farà 

a 

xì  dz  +■  zxxdx  —  xxzzdx  +-  zxxdx ,  e  riducendo  al  comun 

a  aa  a 

denominatore  ,  e  dividendo  per  xx  ,  farà  axdz+-azdx  — 
zzdx  +.  azdx  ,  cioè  axdz  —  zzdx  ,  e  dx  zz  dz  . 

CìX  zz 


kk  2 


ESEM- 
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ESEMPIO  IL 

Sia  l'equazione  xxdy  zzyydx  4-  xxdx .  Polla  y  zz  xz, 

a 

dy  zz  xdz  +-  zdx,  e  fatte  le  fo  diluzioni ,  farà  x 3  dz  +■  zxxdx  zz 

a  a 

zzxxdx  +•  xxdx  9  e  riducendo  al  comun  denominatore  , 

aa 

e  dividendo  per  xx  ,  farà  axdz  4-  azdx  —  zzdx  -4-  aadx  , 
cioè  zzdx  —  azdx  +-  aadx  —  axdz  ,  e  pero  dx  zz 

X 

adz  .  Facendo  poi  1*  altra  fodituzione  x  zz  yp  , 
zz  —  az+-aa  a 

e  dx  zz  ydp  4-  pdy  }  farà  ppyydy  zz  y*  dp  +■  pyydy  4- 

a  aa  a 

y 3  ppdp  +-  p  %yydy  ,  e  dividendo  per  yy  ,  appdy  zz  aaydp  4»- 

- tt — 

aapdy  +-  yppdp  -4-*  3  dy  ,  cioè  appdy  —  aapdy  —  p1  dy  zz 
aaydp  +•  yppdp  ,  e  però  dy  zz  aadp  4-  ppdp 

y  app  —  aap—p* 


E8EM- 
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ESEMPIO  III; 


Sia  l’equazione  dy  V xx  jr-yy  —  ydx  .  Porta  y  ~  xz  , 

a 

e  dy  —  xdz  -ì-  zdx  ,  e  fatte  le  fortituzioni  9  farà 

a 

xdz  +•  zdx  V  xxzz  ■+*  aaxx  zz  zxdx  ,  cioè 
a  a  a 

st xdz  +“  zxdx  V  aa+  zz~  azxdx  ,  e  dividendo  per  x  , 
xdz  V  aa  +■  zz  +-  zdx  aa  +.  zz  —  azdx  ,  o  Ila 
xdz  V  aa  -h  zz  —  azdx  —  zdx  1/  aa-t-zz  ,  e  però 
dz  \s  aa  a*  zz  —  dx  .  Se  averti  porto  x  —Jp  5  avrei 

az  —  z  V  aa  +-  zz  x 

avuta  l’equazione  dy  —  dp 

y  - — 

V  aa-t-  pp  —  p 

15.  Ma  alle  volte  i  differenziali  medefimi  dx  ,  e_j. 
dy  ^fcendono  a  diraenfionì  più  alte  ,  effendovi  per  altro 
nelle  equazioni  la  condizione  efpreffa  di  fopra  .  In  que¬ 
lli  cafi  la  foftituzione  ,  come  prima ,  fatta  di  xz  iii_» 

a 

luogo  della  y  (  lafciando  per  ora  intatta  la  dy  )  renderà 
ogni  termine  dell’equazione  divifibile  per  la  rteffa  po- 
teftà  di  x  ,  e  vi  refteranno  folo  nell’equazione  z  ,  dx  9 


e 
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e  dy  con  le  collanti  date  3  ed  affunte ,  ma  non  più  la  x . 
Ora  perchè  in  luogo  pure  di  dy  fi  deve  porre  zdx  +-  xdz  » 

a 

con  che  di  nuovo  fi  introduce  la  lettera  x  ,  fi  faccia-* 
xdz  —  dt  j  ed  in  luogo  di  dy  fi  feriva  zdx  adt ,  e  l’e- 

a  a 

quazione  averà  folamente  z  ,  dt ,  dx  con  le  collanti  da¬ 
te  ,  ed  affunte  ,  ma  non  più  x  .  Si  faccia  a  3  u  ::  dx  , 
dt  ,  ed  in  luogo  di  dt  fi  ponga  da  pertutto  tidx_  ,  ne_, 

a 

verrà  un’equazione  libera  dalle  quantità  differenziali  , 
in  cui  fi  avranno  le  fole  u  ,  z  ,  e  le  collanti  per  una 
curva  algebraica  .  Per  mezzo  di  quella  curva  fi  trove¬ 
ranno  i  valori  reali  della  u  ;  fieno  adunque  quelli  A  , 
B ,  C  ec.  in  modo,  che  fia  u  —  A ,  u  —  B  ,  u  —  C  ec. , 
faranno  A ,  B  ec.  date  folamente  per  z  ,  e  per  le  co¬ 
llanti  ,  e  farà  dx  —  adt ,  dx  —  adt  ec.  ,  e  perchè  dt  = 

~2T  ~Y 

xdz  ,  farà  dx  —  xdz  ,  dx  —  xdz  ec.  ;  onde  finalmente^ 
dx  —  dz ,  dx  —  dz  ec.  3  ed  i  logaritmi  della  x  faranno  di- 

x  A  x  B 

rettamente  proporzionali  agli  fpazj  comprefi  dalle  cur¬ 
ve  ,  delle  quali  le  affiffe  effendo  z  ,  le  ordinate  fieno 
reciprocamente  proporzionali  ai  valori  di  l’opra  ritrovati 
della  quantità  u  3  e  tante  faranno  le  curve  ,  che  fod- 
disfaranno  ,  quanti  faranno  i  valori  reali  fra  fe  diverli 

della 


t 
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della  lettera  u  ,  avvertendo  però,  che  l’ aggiungere  la 
collante  nelle  integrazioni  delle  equazioni  dx  —  dz  , 

x  A 

dx  —  dz  ec.  può  nuovamente  diverfificare  le  curve.,, 

x  B 

che  foddisfanno  al  quelito  ,  e  raddoppiare  fpelTe  volte 
il  numero  loro  .  Sarà  dunque  Ix  —  allo  fpazio  di  quel¬ 
la  curva ,  che  abbia  per  affilTa  z  ,  e  per  ordinata  r  , 

~A* 

i  ec. ,  cioè  eguale  all’integrale  di  dz ,  dz  ec.  ;  quindi 

-B  ~A  ~B 

prendendo  2  arbitraria,  il  logaritmo  della  x  farà  dato, 
e  per  confeguenza  anche  data  la  corrifpondente  x  or¬ 
dinata  nella  logaritmica  .  Data  adunque  la  x  ,  per  mez¬ 
zo  dell’  equazione  y  xz  ,  farà  anche  data  la  y  ,  cioè 

a 

ambe  le  coordinate  dell’equazione  differenziale  propolla, 
o  ila  della  curva  ,  che  fi  cerca  .  A  mifura  de’  diverfi 
valori ,  che  fi  daranno  alla  z  ,  faranno  anche  diverfi  i 
punti  della  fteffa  curva  cercata  . 

ESEMPIO. 

Applicherò  la  regola  ad  un’efempio  :  fia  l’equazio¬ 
ne  xxdy  xydxdy  ~  xxdx 1  .  Sì  faccia  adunque  y  —  xz, 

a 

e  collocato  quello  valore  nell’equazione  in  luogo  di  y  , 


ave- 
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averemo  axxdyz  +>  xxzdxdy  —  axxdxz ,  e  fatta  la  divina¬ 
ne  per  xx  ,  farà  adyz  +~  zdxdy  ~  adxz  9  onde  fi  vede  , 
che  x  ,  e  le  fue  funzioni  interamente  fparifcono ,  ro¬ 
llandovi  folo  z  ,  dx ,  dy  con  le  loro  funzioni  .  Ma  per¬ 
chè  collocando  in  luogo  di  dy  il  fuo  valore  zdx  4-  xdz 

a 

s’introdurrebbe  di  nuovo  nell’equazione  la  x  ,  fi  faccia 

xdz  —  dt ,  e  però  dy  "  zdx  4-  adt  ,  e  l’equazione  farà 
“  « 

zzdxz  4-  lazdxdt  4-  aadtz  4-  z zdx z  +•  azdxdt  re  adxz  ,  cioè 

’  a  '  « 

2zzdx'~  4-  ^azdxdt  4-  aadtz  ~  aadxz  ,  in  cui  entrano  le  fo¬ 
le  z  ,  dx  ,  dt  con  le  loro  funzioni  .  Di  nuovo  fuppofia 
dt  —  udx  ,  e  fatta  la  fofiituzione,  fi  arriva  alla  efpref- 

a 

fione  puramente  algebraica  2zz  +-  $zu  4-  uu  zz  aa  ,  adun¬ 
que  averemo  il  valore  di  u  dato  algebraicamente  per  z, 
e  le  collanti  .  Ma  dt  =  udx  ~  xdz  ,  quindi  dx  —  dz  , 

a  a  se  u 

nella  quale  equazione  efiendo  u  data  per  z  ,  fono  fepa- 
rate  le  variabili.  Defcritte  adunque  le  curve,  delle -qua¬ 
li  le  affifie  efiendo  z  ,  le  ordinate  fieno  reciprocamente 
proporzionali  ai  valori  di  u  ,  averemo  la  ^  ,  ed  indi  la 
y  ,  per  la  fofiituzione  fatta  di  y  ~  xz  . 

'  a 

16 ,  Di  quella  equazione  però  ,  che  ó  prefa  per 
efernpio  ,  ficcome  d’altre  ancora  fuccede  ,  che  fenza_. 
fervirfi  di  quello  metodo ,  fi  poffano  ridurre  facilmente^ 

al 
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al  metodo  del  nana-.  14.  Ed  in  fatti  ,  fe  all’ano  ,  ed 
all’altro  membro  della  fuddetta  equazione  xxdyz  +- 

xydxdy  =.  xxdx 1  aggiungali  il  quadrato  ~  yydx 2 ,  effa^, 

farà  xx dy 2  +•  xydxdy  +-  yydx 2  —  xxdx 2  4-  yydx 2  ,  e  ca- 

4  4 

* 

vando  la  radice,  xdy  4*  \ydx  —  dx  j/xx-hyyf,  ed  ec- 

4 

cola  ridotta  al  fuddetto  metodo  generale  del  num.  14. 
O  pure  trafponendo  il  termine  xydxdy  ,  ed  aggiungen¬ 
do  il  quadrato  ~yydyz  ,  onde  fia  xxdy  '~+-  ~  yydyz  =: 

xxdxz  —  xydxdy  4-  d  jyydy  ?  ed  effraendo  la  radice^  5, 
dy  V'  xx  4-  ~  jyj/  —  xdx  ~~ydy  ,  ridotta  allo  Hello  metodo  - 

Z 

ij.  Le  equazioni,  che  contengono  differenziali  fra 
loro  mìffi  ,  ed  elevati  a  potelìà  qualunque  ,  non  folo  pof- 
fono  coffruirli  nel  cafo  confiderato  al  num.  15.,  che_> 
fuppone  eguale  la  fora  ma  degli  efponenti  delie  variabili 
in  ciafcun  termine;  ma  generalmente  in  qualunque  mo¬ 
do  fieno  effe  equazioni  ,  purché  P  una  delle  due  indeter¬ 
minate  xyo  y  manchi.  Ciò  fi  farà  ponendo  dx  —  zdv 

a 

fe  manca  la  x;  o  dy  —  zdx,  fe  manca  la  y ,  effendo  la 

a 

%  una  nuova  indeterminata  ,  ed  a  una  collante  qualun- 

1  I  que 
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que  .  Imperciocché  con  tale  fofiituzione ,  per  efempio , 

di  zdy  in  luogo  di  dx  nella  proporta  equazione  ,  è  mani- 

a 

fello  ,  che  ne  nafcerà  un’  altra ,  la  quale  farà  divifibile 
per  la  potefià  della  dy  per  modo  ,  che  fi  troverà  com¬ 
porta  di  fole  quantità  finite  ,  e  però  fi  averà  la  z  data 
per  la  fola  y,  e  le  collanti,  e  la  relazione  della  y  alla  z 
farà  efprelfa  da  un’  equazione  ?  o  fia  curva  algebraica  . 
Nella  equazione  adunque  dx  =  zdy  pollo  in  luogo  di  dy 

a 

il  valore  ,  che  fi  ricaverà  da  tale  equazione  algebraica, 
fi  averanno  feparate  le  variabili . 

ESEMPIO  I, 

Sia  1’  equazione  ydy  3  dx  =  adx  4  ■+-  2 adx z  dyz  +■  ady 4 , 
Pongo  dx  =  zdy  ;  fatte  le  follituzioni  in  luogo  di  dx}  cl., 

ci 

lue  potefià,  averemo  1’  equazione  Zydy *  =  z*dy*+- 

a  a 3 

zzzdy 4  -i-  ady*  ,  e  dividendo  per  Jy4,  farà  zy  —  z4+- 
a  a  a* 

4-  2zz  +■  a  ,  e  però  y  t-  2%  +-aa  ,  e  =  3zzdz  +. 

a  z  aa 

2 dz  —  aadz ,  adunque  zdy_  —  dx  —  3Z 3  dz  +  2zdz  - —  adz  . 

zz  a  a*  a  z 


Si 
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Si  faccia  pafTaggio  all’ integrazioni  ,  farà  dunque  x  ~ 
$z*-hzz  —  lz  ,  prefo  il  logaritmo  nella  logaritmica^, 
4  a}  a 

della  fottangente  a  .  Quindi  fi  anno  i  valori  delle  due 
coordinate  x  ,  y  della  equazione  differenziale  propofia_. 
per  mezzo  di  due  curve ,  che  anno  la  comune  indeter¬ 
minata  z  .  Per  avere  la  corruzione  fi  proceda  cosi . 

Nell’ affé  QE  (  Fig.  1.  )  prefe  le  afflile  ,  fi.  deferiva 
la  curva  DAH  dell’equazione  y  zz  z 3  +•  2Z  ^aa  ,  e  la_* 

aa  z 

curva  RIK  dell’  equazione  x  —  $z*+-zz  —  lz,  faranno 

4<s3  a 

le  EH  zz yyi  EK  ~x  Scoordinate  della  propofia  cur¬ 
va  differenziale  ,  per  la  cofiruzione  della  quale  ,  fatta_» 
CM  parallela  ad  EK,  fi  produca  KM  in  N,  onde  fia 
fempre  MN  —  EH ;  e  la  curva  NBN  farà  la  ricercata  . 

ESEMPIO  II. 

Sia  l’equazione  y*dx 5  -1-  aaydydx*  —  a  *dys  .  Pongo 
dx  =  zdy  ;  fatte  le  foftituzioni  -,  averemo  z5y}dys  -f—. 

a 5 

aaz'ydy  5  :=  <3 3 dy$  ,  e  dividendo  per  dys  ,  z$ y*  +•  a*  z*y  zz 
a 8  ;  farà  adunque  la  z  data  per  la  fola  y  ,  e  le  cofian- 


nò 
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ti  ,  e  però  nell’equazione  dx  —  zdy  faranno  feparate  le_j 


a 


variabili  . 

Per  avere  la  curva  della  propofta  equazione  diffe¬ 
renziale.  All’ affé.  CE  ,  (  Fig.  <i.  )  fi  deferiva  la  curva  IK 
dell’equazione  z  $y 3  +-  a 3  zAy  ~  a*  ,  effendo  le  CM~y, 
MK  —  z;  in  KM  prodotta  il  prenda  MM  eguale  allo 


fpazio  CMKI  divifo  per  a ,  farà 


ed  il  punto  N  in  curva  . 

18.  Si  può  rendere  più  generale  il  metodo  del 
num.  14.  col  trasformare  le  equazioni ,  che  non  anno  la 
condizione  delle  foni  me  eguali  degl’ efponenti ,  in  altre, 
che  abbiano  effe  fomme  eguali,  e  fiano  in  confeguenza 
foggette  al  canone  di  effo  numero .  Ciò  in  due  maniere 
fi  può  fare  .  L’  una  farà  di  fervidi  di  congrue  foftitu- 
zioni  ,  delle  quali  però  non  v’  è  regola  alcuna  ,  ed  i 
foli  efempj  poffono  farcene  acquietare  l’ induftna  ;  L’  al¬ 
tra  alterando  gli  efponenti  della  propella  formola  ,  o 
equazione  a  fine  di  determinare  almeno  ,  in  quali  cafi, 
e  con  quale  fofiituzione  poffa  riufeire  di  trasformarla  in 
una  equivalente  ,  in  cui  fi  verifichi  la  condizione  pre- 
fcritta  ;  cosi  fe  non  fi  potranno  generalmente  feparare 
le  variabili ,  fi  determineranno  infiniti  cafi ,  ne’  quali  la 
feparazione  fuccede  . 


ESEM- 
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ESEMPIO  L 

E  quanto  alla  prima  maniera  ;  fia  l’ equazione 

dx  V  aaxx  +-  az 3  —  zzdz  ,  che  non  à  la  neceffaria  con¬ 
dizione.  Faccio  z 3  :=  ayy,  e  di|§Qrenziando  zzdz  —  zaydy; 

_  i 

e  però ,  fatte  le  fofhtuzioni ,  dx  V  aaxx  +-  aayy  ~  zaydy , 

3 

efpreffione  ,  che  può  trattarli  col  metodo  del  num.  14. 

Si  può  avere  l’intento  anche  ponendo  V aaxx  + -  az*  zzati, 
e  però  aaxx +•  az1  zzaauu,  e  differenziando , zaaxdx  -t- 
^azzdz  —  zaaudu  ,  cioè  zzdz  —  zaudu  ■ —  zaxdx  3  e  fatte 

3 

le  follituzioni ,  udx  —  zudu  —  zxdx  . 

r  ...  3 

ESEMPIO  IL 

Sia  l’ equazione  x 3  dx  +*  xxdy  ~  dy .  Faccio  v.  a  -t-  y  zzz  $ 

1/  a-h  y 

e  però  a+-yzzzz,  e  dy  zz  zzdz  ,  e  fo  diluendo,  x*dx+- 
zxxdz  —  zzdz  .  Ma  quella  ricerca  in  oltre  un’  altra  pic¬ 
cola  riduzione;  pongo  pertanto  xxzzu ,  e  però  x^zzuu. 


e 
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e  4  xulx  —  zìi  da,  quindi  furrogati  i  valori,  farà  finalmen¬ 
te  udu  4-  2 udz  22  zzdz  ?  il  che  ec, 

2. 

ip.  Palio  alla  feconda  maniera  con  alterare  gliefpo- 
nenti,  e  però  prendo  l’equazione  generale  di  tre  termini 
aynxmdx+‘byclxPdx+~cxrys  dytzo,  in  cui  i  fegni  pollo- 
no  efiere,  comunque  fi  vuole,  politivi  ,  o  negativi.  Se 
folle  n-h  m  —  p  —  r  +•  s  ,  farebbe  il  cafo  del  num.  14.  ; 
ma  fuppofto,  che  fra  le  fomme  degli  efponenti  non  vi 
fia  quella  eguaglianza,  li  ponga  y—z*,  onde  dy  — 
tzt~  1dz, ys  —  zst,  yi— zl4,yn= znt ,  e  fatte  le  debite  fo~ 
llituzioni  nella  propolla  equazione  ,  farà 
azr:txmdx+~bz<ltxPdx+-tcxrzst+~t~ldz  =  o.  Ma  per 
la  condizione  del  fuddetto  num.  14.  fa  di  mellieri,  che 
Ila  nt  +-  tn~  qt  +•  p  —  r  +-st  +- t —  1  ;  dalla  prima  equazio¬ 
ne  adunque  nt  *-m  —  qt  +-p  caveraffi  il  valore  dell’efpo- 
nente  allumo  t  —  p  —  m ,  il  quale  follituito  nella  fecon- 

n  ■ — q 

da  qt  +-p  —  r  +-  st+-  t —  1 ,  olia  s  —  q  +-  1  Xt  —  p —  r  +- 1 9 

ci  darà  s  —  q  +- 1  X  P  —  nttzp  —  r +- 1  X  »  —  ?  j  che  è 
la  condizione  ,  che  devono  avere  gli  efponenti  della», 
propolla  equazione  ,  verificandoli  la  quale,  farà  fempre 
riducibile  al  canone  del  num.  14. ,  e  la  follituzione  da 

p  —  m 

farli  farà  y  —  zn~~‘i  • 


Se 
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Se  in  luogo  di  porre  y  ~zt  averti  porto  x  —  z*  ,, 
averei  trovata  la  mede  lima  condizione  da  verificar  fi  ne¬ 
gli  '  efponemi  ,  ma  farebbe  t  ~  n  —  g  9  e  però  la  foffj- 

p — m 

*  n  —  g 

suzione  da  far  fi  x  m  . 

p  —  m 

Può  darla  ,  che  la  fbrtituzione  y  —  z  n  —  i  diven¬ 
ga  impoffibile  ,  cioè  quando  fia  p  —  m  ,  o  n  —  q  ;  ma_, 
fi  avverta  ,  che  in  quelli  cafi  le  indeterminate  fono  fe- 
parabili  fenza  bifogno  di  riduzione  .. 

Nella  equazione  canonica  aynxmdx  a-  by^xtdx  +■■ 
exrys dy  —  o,  fe  oltre  la  fuppofizipne  di  y  —  z* ,  fi  porrà 
ancora  x  —  ul ,  fatte  tutte  le  fortituzioni  s  fi  troverà 
l'equazione  aizntuirn  +*  i^ldu  +-  biz&u't  +-  * ~I  du  +- 
ctuirzst+-  *  —  1  dz  —  o;  da!  paragone  degli  efponenti  del 
primo ,  e  fecondo  termine  caverafli  nt  +•  ìm  +-  j  —  1  —  qt  +■ 

ip  +-  i  —  1 ,  cioè  t  —  i  X  p  —  «2  ;  dal  paragone  di  quelli 

n—-q 

del  fecondo  ,  e  terzo  fi  troverà  ir  +.  st  +- t —  1  ~  qt  +- 
ip  +-  i  —  bofiafXi  —  q  +-  l  —  i  X  P  —  r+-i5e  porto 
in  luogo  di  t  il  fuo  valore,  iXp  —  m  X  S  —  q+.  I  — 

i  X  n  —  q  X  p —  t-Hi  ,  che  è  la  condizione  ,  che  de¬ 
vono  avere  gli  efponenti  dell’equazione  proporta;  nia_. 
la  lettera  i  fparifce  dalla  condizione  ,  dunque  è  fiata 
affatto  fuperfiua  la  feconda  fofiituzione  dì  x  —  u* ,  dal 

che 
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che  s’inferifce,  che  tutte  le  foratole  al  canone  del  mira. 

14.  non  pofiono  ridurfi  generalmente  ,  ma.  folo  quelle  , 

in  cui  11  verifichi  la  condizione  p  — ~  m  X  r — = 

n —  qXp —  r  -h  1  .  Ifteffamente  11  difcorra  dell5  altre  9 
che  quanto  prima  maneggierò  3  compolle  di  maggior 
numero  di  termini  . 

20.  Crefcendo  il  numero  de5  termini  oltre  il  tre,, 
crefce  illelfamente  il  numero  delle  condizioni  ,  che  de¬ 
vono  avere  gli  efponenti  delle  equazioni  ,  acciò  fieno 
riducibili  al  metodo  del  num.  14.  Prendo  l’equazione 
canonica  di  quattro  termini  axmyndx:  +-  hxfy'Ldx  +- 
cxr y  sdy +~  fxe yu dy  .  Polla  y-zzzt  ì.  dy  zz  tzt — 1  dz  , 
fatte  le  follituzioni  ,  farà  azntxmdx  +-  bz^xPdx  -t-* 
tcx rzsi‘t~t~~ldz  +-ftx e z tu  ^  r  dz  .  Deve  adunque^ 
edere  nt  +-  m  —  qt  4-  p  ,  onde  li  caverà  il  valore  dell’  ef- 
ponente  alfunto  t  —  p — m.  Deve  e  fiere  pure  r +•  st  +- 

n  —  q 

t — 1  ~  qt-P-p  ,  o  fia  st —  qt+-t—p  —  r  +-  r  ,  e  pollo 

il  valore  di  t ,  farà  s  —  q  +■  x  Xp  —  m  ~p  —  r  +•  t  X  «  —  q\ 
prima  condizione.  Ma  in  o-ltre  deve  elfere  e+-  tu  -+*  t- — 1  = 
qt +■  p  ,  o  fra  tu- — qt +•  t  —  p —  <?-*-!  ,  e  pollo  il  valore 

di  t  ,  u  —  q  +-  1  X  P  — —  P  —  e  +*  1  X  »  • —  q  feconda 
condizione  .  Se  adunque  gli,  efponenti  d’una  propolia_. 
equazione  faranno  tali  ,  che  ambe  le  ritrovate  condi¬ 
zioni  fi  verifichino  ,  farà  elfa  riducibile  al  calo  del 


nume 
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p  —  m 

mnn.  14. ,  e  la  fofiituzione  da  fard  farà  y  ~zn—tt  - 
Se  le  equazioni  avranno  cinque  termini  ,  le  condi¬ 
zioni  da  verificarii  faranno  tre  ,  e  cosi  fi  vada  decor¬ 
rendo  . 

ESEMPIO. 

S 

Sia  l’ equazione  ay 3  xdx  4-  byyx  *  dx  zz  cxdy  .  Parago¬ 
nata  quella  con  la  canonica ,  farà  n  —  3  3  m  —  1 ,  q— 2 , 
p  —  l  ,  r  —  1  ,  s  rr  o  ;  e  perchè  nel  prefente  cafo  fi  ve¬ 
rifica  la  condizione/  —  q+~  1  X  p — m—p  —  r+~i  \n — q 
dandoci  —  1  X  —  X  1  >  c^e  ®  una  ver^^  >  farà 

riducibile  al  metodo  dei  num.  14.  l’equazione  ,  e  la  fo- 

p  —  m  —  1 

fiituzione  da  fard  farà  y  ~  zn~~cL  —  z  2 . Pongo adun- 
que  y  zz  z  2  ,  dy  —  —  ~z  2  dz  ,  y 3  =  z  2  ,yy  =  z~  %. 

e 

e  fatte  le  foftituzioni  ,  trovo  az  2  xdx  -t-bz-4 1  x  z  dx~ 
• — -  cxz  2  dz  ,  ed  eccola  ridotta  al  cafo  del  {riddato 

Z 

numero  „  - 

21.  Ma  fenza  rapportare  le  particolari  equazioni 
alle  canoniche  ,  tornerà  forfè  più  comodo  il  maneggiar¬ 
le  fole  collo  flcffo  metodo  . 


m  m 


ÉSEM- 
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ESEMPIO  I. 

i  il 

Sia  adunque  l’equazione  ay  3  x  6  dx  —  bx1  dy  ~ 

y 

g-xxydy  .  Pongo  x  =  z* ,  dx 't:  tztm—  1  dz  ;  fatte  le  fofli- 

l  ii£  ■+*  t  >—  l 

•M  -»«■  m 

tuzionì ,  farà  tay  3  z  6  dz  —  bzVy~~1dy  —  czztydyì 

ma  deve  edere  i  +-  £££+  ? —  i  =  3?™ —  i  ,  quindi  rica- 

~T  6 

vo  t  —  2  ,  il  qual  valore  podo  in  luogo  di  t  mi  dà  I’e- 
J-  li 

quazione  lay  3  z  3  dz — bz6ym  1  dy  —  cz*ydy  ,  che  è  ap¬ 
punto  il  cafo  del  num.  14.  La  fodituzione  da  fard  è 
adunque  x  —  zz  . 

ESEMPIO  II. 

z.  jt  a 

Sia  l’equazione  x  z  dx*-y  3  dx 4-  x  4 ydy  —  y*dy 
Pongo  y  zz.  zl  ,  e  dy  —  tzf~  1  dz  ,  fatte  le  fodituzioni  , 

_i  4?  j, 

farà  x  z  dx  +-  z  3  dx  +-  tx  *  z t  +■ t  1  dz  —  tz  3  f+- t  — ■ 1  dz . 
Ma  deve  edere  ~  =  ~  ,  quindi  ricavo  t  =  ~  ,  il  qual 


vaio- 
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valore  pollo  in  luogo  di  t  mi  dà  l’equazione 

1  I  il-1-  1 

xzdx-{-zzdx-+-~x4z4  dz  —  \zzdz9  che  appun- 

10  è  il  cafo  del  numero  14,  La  follituzione  da  farli  è 
adunque  y  =  z  8  , 

ESEMPIO  III. 

Sia  l’equazione  ayyxxdx  4-  bdx  4-  cyxdx  4-  fx4yydy  —  o . 
Pongo  y  —  zt  ,  dy  ~  tzt~ • 1  dz  ;  fatte  le  follituzioni ,  fa¬ 
rà  az lt xxdx  4-  bdx  4 -  czì  xdx  4-  tfx4zzt  +■ * —  1  dz  —  o  . 
Ma  deve  elTere  2t  4-2  =  74-1  ,  quindi  ricavo  f  —  —  1  , 

11  qual  valore  pollo  in  luogo  di  t  mi  dà  l’ equazione.* 
axxdx  +-  bdx  +•  cxdx  —  fx4dz  —  o  ,  che  è  appunto  il 

zz  z  z4 

cafo  del  num.  14.  La  follituzione  da  farli  è  adunque.# 
V  =  I  • 

z 

22.  Refo  più  generale  il  metodo  del  num.  14. , 
palio  ad  un’  altro  ,  che  è  pure  generale  nel  fi.10  gene¬ 
re  .  Comprende  quello  tutte  quelle  equazioni ,  nelle  quali 
nè  le  indeterminate  ,  nè  i  loro  differenziali  oltrepaffano 
la  prima  dimenfione  . 

Sia  per  tanto  l’equazione  differenziale  generale,  che 
abbraccia  tutti  i  cafi  poflibili,  ne’  quali  le  variabili,  e  loro 

dif- 


m  m  2 
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differenziali  non  attendono  oltre  la  prima  diluendone 
axdx  ■+—  bydy  +-  cydx  +•  gxdy  +-fdx  +-  hdy  zz  o  .  I  coefficienti 
a,  b  ec.  poffono  effere  affermativi  ,  o  negativi,  ed  anche 
zero  ,  conforme  portano  le  circollauze  dell’equazione^ 
particolare  ,  che  lì  vuole  coffruire.  Intorno  a  quella  equa¬ 
zione  offervo  in  primo  luogo  ,  che  fe  farà  c  —g,  effen- 
do  c  ,  e  g  ambe  pofitive  ,  o  ambe  negative  ,  l'equazio¬ 
ne  potrà  integrarli  ;  imperciocché  farà  +:  c  \ydx  -t-  xdyzz 
■ —  axdx  —  bydy  — fdx  —  bdy  ,  ed  integrando  ,  ±.  cxyzz 
■ —  a xx  —  byy  — fx  —  hy  .  Ma  non  effendo  c—g  ,  fac- 

t  Z 

do  xzzp-t~  A,  y  —q+-  B  ;  le  p  ,  e  q  fono  due  nuove^ 
indeterminate  ,  e  le  A  ,  B  due  collanti  arbitrarie  da  Af¬ 
farli  nel  progreflo .  Sarà  dunque  dx  —  dp ,  dy  zzdq,  xdx  z z 
pdp  -f-  Adp ,  ydy  zz  qdq  +-  Bdq  »  Collocati  quelli  valori  nella 
equazione  principale  propolla  ,  nafcerà  la  feguente 

a  pdp  +-  a  Adp  +-  bqdq  +-  bBdq  +■  cqdp  +■  gpdq 

+■  cBdp  +•  gAdq  —  o . 

+*  fdp  +-  bdq 

Se  in  quella  equazione  fvanilTero  i  termini  fecon¬ 
do  ,  e  quarto  ,  farebbe  effa  il  cafo  dei  nura.  14. ,  e  lì 
faprebbenr  feparare  le  indeterminate ,  ma  fvanirà  il  fe¬ 
condo  termine  fe  fa  a  A  +-  CB  ■*-/  =  o  ,  ed  il  quarto  fe 
fi  a  b  B  +-  gA  ■><~b  zz  o  ;  quindi  da  quelle  due  equazioni  fi 
determinano  i  valori  dell’alfunte  A,  B  ,  talché  la  nuova 


equa- 
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equazione  fla  il  cafo  del  fuddetto  nura.  14.  Sarà  per  tanto 
A  ~  —  cB  — /' ,  B  —  gA  —  h ,  cioè  A  —  bf  —  eh,  e_* 

#  b  Cg  - —  <3^ 

B  —  ah  — fg  .  Se  adunque  fi  faranno  le  follituzioni 

#  =  p  +-  bf —  eh ,  y  ~q  -t-ah  — fg  ,  nafeerà  un’  equazio- 
cg —  cg-  — 

ne  da  maneggiarli  col  metodo  del  num.  14. 

Se  in  una  particolar  equazione  fuccedelìe,  che  folle 
bf—ch  ,  ovvero  ah—fg  di  modo,  che  o  1’  una  ,  o  l’altra 
delle  collanti  aliunte  folfe  zero,  farebbe  indizio,  poterli 
ottenere  l’ intento  con  una  fola  follituzione .  Sia  per  ca- 
gion  d’ efempio  bf — eh—  tA  ~  o  ;  in  tal  cafo,  iafeiata-* 
cg  —  ab 

la  quantità  x  colle  fue  differenze,  ballerà  in  luogo  di^> 
follituire  q+-B,  e  profeguire  a  norma  di  quanto  è  dato 
detto  di  fopra  . 

Che  fe  fodero  nulle  ambe  le  grandezze  A  ,  B,  in 
si  fatta  ipotefi  averebbelì  bf—ch  ,  ah—fg ,  ed  in  con- 
feguenza  eh  —  ah  —  f  ;  dunque  cg  —  ab,  con  che  norL^, 

b  S 

anno  più  luogo  le  follituzioni  praticate  .  Ogni  qual  volta 
adunque  Ila  cg  —  ab,  li  faccia  la  follituzione  axi-cy  —  z, 
e  fi  tolga  dall’  equazione  la  y  ,  e  dy  .  Sarà  adunque»* 
y~z  —  ax ,  dy  —  dz  —  adx  ;  fatte  le  follituzioni  nella 


equa- 
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equazione  principale,  fi  avrà  axdx  +• 

bzdz  —  abxdz — abzdx  4-  aabxdx  +-  zdx  —  axdx  +* 


cc 

gxdz  —  agxdx  -t -fdx  4-  hdz  —  ahdx  —  o  ,  cioè  elidendo 

c  c 

il  primo  termine  col  fettimo  ,  e  riducendo  al  comun 
denominatore,  bzdz  abxdz  —  abzdx  4-  aabxdx  +•  cczdx+- 
cgxdz  —  acgxdx  4-  ccfdx  4 +  chdz —  achdx  —  o  ;  ma  poiché 
cg~  ab  ,  il  fecondo  termine  elide  il  fedo  ,  ed  il  quarto 
il  fettimo,  onde  rimane  bzdz — abzdx  +•  cczdx  4- ccfdx  4- 
chdz  —  achdx  ,  cioè  bzdz  4-  chdz  —  dx 

abz  —  ccz  —  ccf  4-  acb 

ESEMPIO  L 

Sia  l’ equazione  axdx  4-  2 aydx-  4-  bxdy  —  abdy  —  o  . 
Faccio  x  —  p  4-  A,  y  —  q  4-  B ,  dx  —  dp ,  dy  ir  dq\  fatte  le 
fofiituzioni  ,  1*  equazione  farà 
apdp  4-  aAdp  4-  2 aqdp  4-  bpdq  +-  bAdq  —  o, 

4-  2  aBdp  —  abdq 

L’  ultimo  termine  fvanirà,  fe  fia  bA — ab  no,  cioè 
J— a;  fvanirà  il  fecondo  ,  fe  fia  2AB+-  a  A  ~  o  ,  cioè 

5-  —  £  le  fofiituzioni  fono  adunque  x—p-i~a,y—q  —  da, 

2  Z 

e  1*  equazione  fi  riduce  al  cafo  del  num.  14. 


Sva- 


ANALITICHE  LIB.  IV.  891 
Svaniti  i  fuddetti  termini  nell*  equazione  ,  fi.  può 
ella  integrare  per  mezzo  del  num.  4.  fenza  fervirfi  del 
num.  14. 

ESEMPIO  II. 

Sia  1*  equazione  zaxdx  —  2 bydy  • —  Aaydx  +-  bxdy  - — 
aadx  —o  .  In  quefia  il  coefficiente  2 a  corrifponde  ad  a 
della  canonica  ,  • —  2 b  alla  b,  —  4 a  alla  c  ,  b  alla  g ,  e 
fi  dà  il  cafo ,  che  fia  cg  22  ab  rifpetto  alle  collanti  della 
canonica;  faccio  adunque  la  fofìituzione  zax  ■ — 4 ay  ~  z, 
e  però  y  —  2 ax  —  z,  dy  zz  2adx~—dz  ;  quindi  eliminate 
4  a  '  4  a 

le  y  ,  e  dy ,  averemo  zaxdx  — 

Saabxdx  +-  4. abzdx  4-  4 abxdz  —  2 bzdz  « —  zaxdx  +-  zàx  +» 

1 6aa 

iabxdx  —  bxdz  —  aadx  ~  o  ,  cioè  4 abzdx  —  2 bzdz  -h 
4# 

1  Gaazdx —  \6aidx  no,  e  però  dx  — _ 2&zdz 

4abz+-  \6aaz — 16 a* 
23.  Sì  le  notate  equazioni  ,  come  quelle  ancora  di 
grado  fuperiore,  poffiono  maneggiarfi  per  mezzo  di  una 
fola  ,  ma  più  compofia  foflituzione .  Ripiglio  1’  equazio¬ 
ne  canonica  di  fopra  axdx  +-  bydy  +-cydx  +-gxdy  +-fdx  -f~ 
hdy  2:  o  ,  perchè  quelle  di  grado  fuperiore  portano  su. 
calcoli  troppo  longhi,  e  ciò,  che  dirò  intorno  a  quefia, 

ba- 
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ballerà  per  far  vedere  ,  come  debbano  quelle  trattarli  1 
Pongo  adunque  ss  —  Ay  -i -t-B,  nella  quale  equazione 
fuffidiaria  la  p  è  una  nuova  indeterminata  ,  a  cui  noli-» 
il  prefigge  collante  alcuna  ,  perchè  farebbe  fuperflua  , 
come  fi  può  conofcere,  facendo  l’operazione  ;  le  A  ,  B 
fono  due  collanti'  da  fifiarfi  nel  progrello  .  Polla  adun¬ 
que.  x  —  Ay  +■  p  +■  B,  farà  dx  —  Ady+-dp ,  xdx  —  AAydy+> 
Apdy  +-  ABdy  +-  +-  pdp  +-  Bdp  ,  quindi  furrogati  quelli 

valori  nell’  equazione  canonica  ,  farà  elTa  trasformata-^, 
nella  feguente 

aAAydy  +-  a  Apdy  +■  aAydp  +-  apdp  +*  a  ABdy  +-  aBdp 
bydy  +-  gpdy  +-  tfydp  +-  gBdy  +■  fdp  —  o  » 

cAydy  .  4-  fAdy 

gAydy  4-  hdy 

Conviene  adunque  procurare  di  fare  fvanire  alcuni 
termini,  di  quella  equazione,  fidando  opportunamente  le 
arbitrarie  a  (Tu  lite  A,  B,  e  con  ciò  renderla  capace  del 
line,  che  fi  pretende;  quando  però  fi  Verifichino  alcu¬ 
ne  condizioni  ,  che  nafcono  da’  valori  delle  A  3  B  .  Se 
adunque  mancafiero  i  due  termini  fecondo  ,  e  terzo  , 
farebbero  feparate  le  variabili ,  ed  integrabile  1’  equazio¬ 
ne  .  Ma  acciò  fieno  nulli  efiì  due  termini  ,  bifogna,  che 
fia  a  A  +-g  =  o  rifpetto  al  fecondo  ,  ed  a  A  +•  c  —  o  ris¬ 
petto  al  terzo  ,  ed  in  confeguenza  g-C  ;  ma  pollo  ciò, 

I’  equazione  principale  era  già  integrabile  fenza  1’  ajuto 
d’  alcuna  operazione  > 


Se 
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Se  follerò  nulli  i  due  ultimi  termini, l’equazione  fareb¬ 
be  ridotta  al  canone  del  riara.  14.,  ma  acciò  efil  fparifca- 
no  ,  convien  ,  che  fia  aB  4-/  =  o  rifpetto  all’ultimo, 
cioè  B  —  — /,  ed  aAB-t- gB  +■  fA  +-  h~o  rifpetto  al  quin- 

a 

to  ,  ma  forrogato  il  valore  di  B  ,  farà  —  Af — ■  gf  4. 

a 

Af  4-  h  —  o,  cioè  ah  —  gf-  Non  poffono  adunque  fpa- 
rire  gli  ultimi  due  termini,  e  cosi  per  effi  ridurli  l’equa¬ 
zione  ,  fe  non  nel  cafo  particolare  ,  che  li  verifichi  la_ 
condizione  ah  —  gf . 

Si  procuri  adunque  di  togliere  il  primo  ,  e  quinto 
termine  ,  con  che  1’  equazione  farà  ridotta  al  cafo  de’ 
numeri  4.  ,  e  6.  Adunque  farà  rifpetto  al  primo  termine 
aA  A  4-6  +~  c  A  4-  gA  ~  o  ,  cioè  A  A  4-  c  A  4-  gA  —  —  h  , 

a  a 

da  cui  fi  ricaverà  il  valore  deli’  aftunta  A  ;  trovato  que¬ 
llo  ,  fcopriraffi  quello  di  B  dal  quinto  termine  ,  e  farà 
B  =  ' — fA  —  b9  e  la  nuova  equazione  verrà  ad  efTere^ 
aA  4-  g 

a  A  4-  g  X  pdy  4-  a  A  4-  c  X  yàp  —  ■ — -apdp  —  aBdp — fdp ,  che 
fi  cofiruirà  per  mezzo  del  num.  4. ,  feri  coefficienti  de" 
due  primi  termini  faranno  ambi  politivi,  o  negativi  ;  e 
per  mezzo  del  num.  6..y  fe  uno  Ila  pofitivo  ,  negativo 
1’  altro  » 


n  n 
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Ma  per  ottenere  la  bramata  feparazione  ,  baflera  far 
fvanire  il  primo  termine  dall’  equazione  fuflidiaria  ,  po¬ 
nendo  aAA  +-  cA  +>  gA  +-  b  —  o  ,  mentre  polla  —  o  la_, 
collante  alTunta  B  ,  che  in  quello  cafo  riefce  fuperflua, 

reflerà  ?  equazione  ■ — -  apdp  —  fdp  =  a  A  +~  g  X  pdy  -h 

fA+-  h  X  dy  +-~a~A  4-  cX^ydp  ,  nella  quale  fi  feparano  Ie_. 
variabili  col  metodo  ,  che  prenderò  a  fpiegare  nel  nu¬ 
mero,  che  fiegue  ;  o  pure  con  l’  antecedente  per  mezzo 

di  una  facile  preparazione,  cioè  facendo  Aa  -h gX  p  +• 

fA  +-  h~  q  ,  e  differenziando  Aa  +-  g  X  dp  m  dq  ;  dunque 
foflituendo  ,  —  apdp — fdp  cc  qdy  .f*  Aa  +-  c  X  ydq  ,  Si  dee 

Aa  +~g 

però  riflettere,  che  nel  fare  ufo  di  quelle  forinole  bene 
fpeffp  s’ infinuano  le  quantità  immaginarie  nafcenti  dalla 
equazione  quadratica  affètta  dal  lato  aAA+cA+-gA+- 
b  —  o  ;  ed  effe  non  folo  fi  rinvengono  nelle  grandezze 
coefficienti,  ma  padano  talvolta  negli  efponenti;  e  per¬ 
chè  fin  ora  non  fi  fanno  maneggiare  ,  fa  d’  uopo  evi¬ 
tarle  ,  e  fra  varj  metodi  valer  fi  di  quello,  che  più  cade 
in  acconcio  , 


ESEM- 
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Sia  l’equazione  abxxdx  4-  bbyxdx  +•  a%ydx  +■  aabydy-h  > 
a%  xdy  —  o  .  Pongo  y  zz  Ax  4-  p  +■  B  (  folfituifco  in  luogo 
della  y  piiittofto  ,  che  della  x  ,  perchè  preveggo  il  cal¬ 
colo  più  breve)  adunque  dy  zz  Adx  +-  dp .  Fatte  pertanto 
le  fofhtuzioni ,  averaffi  1’  equazione 

abxxdxJrbbpxdx-\-bbBxdx-ha *  pdx+a  3  Bdx+aabAxdp +■  aabpdpjr  aabBdp 

bbAxxdx  4  za 3  Axdx-ì-  aab  Apdx-i-aab  ABdx  j?  a  ìxdp  ZZO. 

4-  aabAAxdx 

OflTervo  ,  che  fe  in  quella  equazione  fparilTero  i  termi¬ 
ni  1  »  3  j  5  i  Q  6 . ,  avrebboali  le  indeterminate  fepara- 
bili ,  perchè  farebbe 

bbpxdx  4-  a 3  pdx  4-  aabpdp  4-  aabBdp  zzo, 

4-  aabApdx 
e  dividendo  per  p  , 

bbxdx  4-  #3  dx  4-  aabAdx  zz  —  aabdp  —  aabBdp  .  Acciò 

P 

adunque  fparifca  il  primo ,  bifogna  ,  che  fia  a -^b  Azzo, 
cioè  A  zz  — e  con  ciò  fparifcono  pure  il  quinto  ,  e 

r 

fello  fenza ,  che  nafca  condizione  alcuna  .  Acciò  fparif¬ 
ca  il  terzo  ,  conviene  ,  che  ila  bbB  +•  iaì  A  4-  aabAA  zzo, 
e  furrogato  il  valore  di  A  ,  bbB  —  2 a4+-  a+b  zz  o  ,  cioè 

b  bb 

B  zz 


nn  2 
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B  —  a*.  La  fo  {finizione  adunque  farà y  ~  — ax  -t-p  +-  a  +, 

£ s  b  bl 

e  l’equazione,  che  indi  nafee  ,  bbxdx-  —  aabdp  —  a6dp , 

bbp 

24.  Confide  il  metodo  di  quello  numero  nel  dis¬ 
porre  primieramente  l’equazione  propolta  in  maniera, 
che  le  quantità  differenziali  rellino  accompagnate  rifpet- 
tivamente  dalle  loro  indeterminate  ,  e  fi  faccia  ,  per  co¬ 
si  dire  ,  una  dimezzata  feparazione  ,  rigettando  ne’ co¬ 
muni  moltiplicatori  ,  o  divifori  quelle  grandezze  ,  che 
turbano  l’operazione  ;  indi  prefa  la  fommatoria  delia_» 
differenziale  cosi  preparata  compoffa  di  due  incognite  , 
fi  deve  porre  eguale  ad  una  variabile  affunta  ,  e  col 
mezzo  d’una  equazione  aufiliaria  dare  una  nuova  forma 
alla  principale  .  Finalmente  fatta  offervazione  a  ciò,  che 
fuccede  ,  deve  rinnovarli  l’operazione  fino  a  tanto,  che 
fi  confeguifca  la  bramata  feparazione  ,  o  fi  vegga  effe- 
re  la  formola  fuperiore  alla  nollra  induftria  . 

9  A  di  vantaggio  quello  metodo  fopra  degli  altri  , 
chevalendofi  noi  delle  fofiituzioni ,  nel  tempo  (Icffo  ci  infe- 
gna ,  quali  fieno  le  legitime  ,  e  quali  le  inutili  .  Si  offer- 
vi  però  ,  effervi  delle  equazioni  ,  che  non  ammettono 
1* artificio  del  prefente  metodo,  fe  prima  non  vengano 
con  qualche  induftria  preparate  .  Il  tutto  s’intenderà  me¬ 
glio  dagli  efem pj  . 
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ESEMPIO  I. 

Gì  venga  propofla  l’equazione 
x 3  dy  +-  y 3  dx  —  dz  ,  nella  quale  la  dz  è  una 

xx  -h  yy  1/  —  xxyy 

funzione  qualunque  di  #  ,  ovvero  di  j/  .  Metto  da  parte 

la  quantità  xx  yy  V  xx yy —  xxyy  ,  che  è  una  affe¬ 
zione  cumune  a  due  termini  ,  che  compongono  la  pri¬ 
ma  parte  dell’equazione  9  reflerà  la  differenziale  nuda-. 
x3  dy  +■  y 3 dx  .  Divido  dx  per  x3  ,  dy  per  y3  ,  e  però  fa¬ 
rà  x3 dy  +-y3 dx  —  x3y3  X  dy •+*  dx  ,  onde  la  propoffa_r 

y 3  x3 

equazione  prenderà  il  nuovo  afpetto 

x3y3  X  dx  +  dy  —  dz  .  Ottenuta-. 

xx  +-yy  V  xx  +-yy  —  xxyy 

quella  dimezzata  feparazione  ,  in  cui  le  fluffioni  dx ,  dy 
vengono  combinate  femplicemente  colle  funzioni  delle  loro 
fluenti,  o  fia  variabili  x3 ,  y3 ,  e  gli  altri  termini  coffituifco- 
no  una  quantità  quali  eflranea,che  fa  figu  ra  di  moltiplicatore; 
pongo  dx  +- dy  — —  dp ,  e  però  integrando  a3  +.  a3  ^ps 
x3  y3  a3  2xx  2 yy 

quindi  ritrovato  il  valore  ,  per  efempio  di  x  =  y  , 

V  2yyp  —  a  3 
e 
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e  fottituito  quetto  in  luogo  di  x  ,  e  — dp  in  luogo  di 

aì 

dx  +•  dy  nell’equazione  ,  farà  effa  —  dp  X  a  1/ a  —  dz , 

yì  ipi/2p  —  aì 

il  che  ec. 

Raccolgafi ,  che  prefa  ad  arbitrio  una  quantità  in  qual- 
fivoglia  modo  data  per  p  ,  come  p  =  a  ,  farà  a  —  a  +■*-. 

2  qq  2  qq  2XX 

a  ,  cioè  q  zz  xy  ,  con  che  in  un  batter  d’  occhio  fi 


<2 yy  yxx-’ryy 

fcoprono  le  infinite  fofliruzioni  ,  che  fervono  alla  bra- 
mata  feparazione  .  Tutte  le  altre  pofiìbili  fono  inutili  , 
e  lafciano  le  variabili  più  di  prima  confufe  . 

Si  noti  di  più,  che  colle  fpiegate  fottituzioni  fpeffe 
volte  accade  ,  che  in  un  membro  dell’  equazione  ci  retti 
qualche  funzione  dell’  una ,  o  dell’  altra  variabile  x  ,  o 
pure  y  ;  nel  qual  cafo  fe  la  dz  fotte  data  per  la  varia¬ 
bile  ,  di  cui  retta  la  funzione  ,  una  femplice  divifione 
fupplirebbe  al  bifogno  . 


ESEMPIO  IL 

Sia  1’  equazione  2 ydy  +-  xdy  +-ydx  zz  dz ,  in  cui  la  dz 

a  +-  x  +-y 

tta  data  in  qualiìvoglia  modo  per  y  .  Per  ridurre  al  me¬ 
todo 


ANALITICHE  LIB.  IV.  899 

todo  quella  equazione,  prendo  l’integrale  del  numera¬ 
tore  della  frazione  ,  cioè  yy  -h  xy  ,  e  lo  pongo  —  p  , 
quindi  fatta  fvanire  dall’  equazione  la  x  ,  e  dx  ,  collo¬ 
candovi  il  filo  valore  ,  0  la  nuova  equazione  dp  = dz , 


che  fi  riduce  alla  feguente  ydp  rr—pdz  =  aydz  ;  e  quella  pre¬ 


parata  fecondo  il  metodo,  lì  trova  effere  p\dp  —  dz~  adz * 

P  y 

Faccio  dp  dz  —  dg  ,  e  però  lp —  Cdzj=.lq\  pongo 
p  y  1  J  y 

in  oltre  J*dz  -  ulm,  (  Im  è  un  logaritmo  collante)  farà 

\p  —  1  q  —  ulm ,  e  paffando  dalle  quantità  logaritmiche 
alle  efponenziali ,  p  —mu.  Fatte  adunque  nell’ equazio- 

T 


ne  ridotta  le  foflituzioni  di  dq  in  luogo  ài  dp—  dz ,  e  di 

i  P  y 

muq  in  luogo  di  p  ,  farà  mudq  —  adz  ,  cioè  dq  =  adz  , 

mu 

in  cui  fono  feparate  le  variabili  ,  per  elfere  tanto  dz, 
quanto  mu  date  per  y  ,  il  che  ec. 


ESEM- 
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ESEMPIO  II  I. 

Sia  1*  equazione  zxxdx  4-  xydy  +-  yydx  zi  xdx-^ydy  » 

x*+-xxyy^a*  yxx  +.  yy 

Prima  di  tentare  quella  formola  farà  bene  ridurla  .  Of- 
fervo ,  che  il  fecondo  membro  è  integrabile  ,  e  la  fua 

fommatoria  è  Vxx  4-  yy  .  (  num.  io.  )  Pongo  per  tanto 

\Zxx+- yy  —  z  5  e  fatta  fvanire  la  y  ,  attefo  che  le  fue_, 
funzioni  montano  al  quadrato  ,  collocando  zz —  xx  in 
luogo  di  yy  ,  e  zdz  —  xdx  in  luogo  di  ydy  ,  averemo 
1’  equazione  2 xxdx  +-  xzdz  —  xxdx  +-  zzdx  —  xxdx  —  dz, 

xxzz  +■  a* 

cioè  xzdz  +■  zzdx  zi  dz  ,  la  quale  preparata  al  folito  farà 
xxzz-i-  aA 

z  y^xdz  4-  zdxzidz .  Faccio  xdz  +-  zdx  zzdp  ,  ed 
xxzz+-  a 4 

integrando  xz  ~  p  ,  e  fatta  fvanire  la  x  ,  averemo 
zdp  zidz s  e  finalmente  dp  —  dz,  il  che  e c» 
pp  +-  aa  pp  +*  aa  z 


ESEM- 
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ESEMPIO  IV, 

Sia  F  equazione  ultima  dell’  antecedente  numero 

—  apdp  — fdp  —  aA-hgX pfy  +-fA  +■  hXdy  -4-  a  A+-  cXydp  » 
che  ó  prometro  di  cofh'uire  .  Preparata  quella  fecondo 
il  metodo  ,  e  fatto  per  brevità  aA+-  g  zze  ,  fA-i-b  —  m, 
a  A  +-c  —  n  ,  fi  riduce  ad  effere 

—  apdp  — fdp  zzy  X  dy  +-  ndp  .  Pongo  adunque  dy  +. 

ep  +-  m  y  ep- f-  m  y 

ndp  zz  dq  ,  ed  integrando  ly  *-7  lp+-  ~zz  lq,  e  però 
ep  +-  m  q 

y  —  q  ,  e  fatta  fvanire  la  y  ,  averalft 


m  & 


P  ■  . 

•  apdy  — fdp  zz  dq  ^  cioè 
ep  Jc-m  _ ■” 


n 


'  apdp  fdp  Xp  7  '  =dq} 
ep  +-ns 


m  e 


il  che  ec. 


o  o 
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ESÈMPIO  V. 

Sia  l’equazione  già  preparata 
yff*  X  xdx  4-  ydy  —  xn  X  ydx  —  xdy  ,  che  ferivo  cosi 
ym — z  xdx  ydy  —  yàx —  xdy  ,  a  fine  di  rendere  in- 
xn  yy 

tegrabile  il  fecondo  membro  ,  In  quella  faro  ufo  d’una 
doppia  fofiituzione  ,  e  però  pongo  xdx  4-  ydy  —  pdp , 
ed  integrando,  xx  4-  yy  — pp  ;  pongo  in  olire  ydx  ■ — xdy  —  dq , 

yy 

ed  integrando  x—q.  Fatte  le  fofiituzioni  ,  averaffi 
y 

y  m  —  2  x  pdp  —  dq  ;  ma  yy  —  pp  —  xx  ,  ed  xx  —  qqyy  , 


adunque  farà  yy  =  pp  — •  qqyy  3  cioè  yy  —  pp  ,  ed 

aa  4-  qq 

ym—z—  pm  r-z  s  xn  —  qnpn  ;  fofiituiti  per  tanto 

m  • —  z  n 

aa+-  qq  z  aa+~  qqz 

quelli  valori  di  ym~~l  ,  e  di  xn  ,  averaffi  pm~~  tt~  1  dp  — 

m  —  n  —  z 

q”dq  \  aa  4-  qq  z  3  fi  che  ec. 
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ESEMPIO  VI. 

Sia  l’equazione  zxdy —  2 ydx  —  dz  ,  in  cui  dz  è  data 

_  Z 

x—y 

in  quaifivoglia  modo  pei’  x  ,  o  per  y  .  OlTervo  ,  che  il 
numeratore  del  primo  membro  zxdy — -2 ydx  è  integra¬ 
bile  quando  il  divida  per  xx  ,  ed  il  fuo  integrale  è 
2y  j  e  però  difpongo  l’equazione  così 

X 

1  X  2*dy  —  zydx  ~  dz  ;  pongo  2 y—p,  onde./ 

_  Z  XX  XX  X 

x—y 

farà  zxdy  —  2 ydx  —  dp  ,  e  l’equazione  il  muterà  nella_. 

XX 

feguente  dp  —  dz  ;  ma  2 y  ~px  ,  ed  yy  —  ppxx  , 

-  Z  XX  4 

x  — y 

dunque  fatte  le  foilituzioni ,  dp  —  dz  5 

XX  — pxx  4*  ppxx  XX 

4 

e  moltiplicando  per  xx  ,  dp  —  dz  ,  in  cui  fono 

1  — p  +-  pp 
4 

feparate  le  variabili  .  Palio  avanti  all’integrazione  , 

00  2  però 


9°4 

però  farà 

x 
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2  +-  c  m 

2# 


dz  ;  e  porto  il  valore  di 


2  +-  c  2= 

i_7“T 

tore,2^  +.  ca?  —  <:y  —  /V/z.  Porta  la  collante  c=2o3avre- 


/ 


.  e  riducendo  al  cornuti  denomina- 


—  y 


mo  zx  _  r dz  ;  porta  g  — — 2,  farà  2v  —  /* dz  ,  altro  in te- 
»•  —  ji  J  a?  —  y  J 

graie  della  proporta  formola  diverfo  dal  primo  ;  porta 

finalmente  c  —  —  i ,  nalcerà  il  terzo  integrale  x  +-  y  ~  fdz. 

•  x  y  J 


25.  Il  metodo,  che  ora  prendo  a  [piegare,  quan¬ 
tunque  molto  limitato,  e  però  di  grande  ufo  ne’ cali 
particolari.  Con  quello  lì  feparano  le  variabili  nell’equa¬ 
zione  canonica  ady~ypdx  +-  bynqdx  ,  in  cui  le  quantità 
p,  q  s’intendono  date  in  qualunque  modo  per  x\  le  a,  b 
fono  collanti,  i  fegni  polTono  e  fiere  politivi ,  e  negativi 
a  piacere  ,  e  1’  efponente  n  può  efiere  intiero  ,  rotto  , 
pofitivo,  negativo,  ed  anco  zero.  Sia  adunque  l’equa¬ 
zione  ady  —  ypdx  +-  bynqdx  .  Si  faccia  y  zz  zu  ,  (z,  ed  u 
fono  due  nuove  variabili)  e  differenziando,  dy~zdu  +-  udz , 
e  foilituendo  in  luogo  di  dy  ,  di  y  ,  e  di  yn  i  valori 
zdu  •+-  udz ,  uz  ,  uvz'\  averalfi  l’equazione  azdu  4-  audz  ~ 
uzpdx  +•  kz u n  qdx  3  nella  quale  fedue  termini  fparifiero, 


lì 
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fi  feparerebbero  le  indeterminate  .  Per  far  ciò  il  finga 
un’equazione  tra  due  termini  audz  ~  uzpdx  ,  dunque.., 

'  «fe  =  pdx,  ed  integrando ,  ,  /  «  =fpdx ,  e  paffando  da' 


IcLj 


logaritmi  alle  quantità  efponenziali  ,  za  —  mftdx  ,  o  fu 

fpdx 

z~m  a  ,  fuppofia  l’unità  n/m.  Quell' ultima  equazio¬ 
ne  mi  mollra  il  valore  di  z,  e  m’ infegna,  che  per  ri¬ 
durre  1*  equazione  proporta  a  due  foli  termini  3  e  fares 
che  gl’  altri  due  fi  diflruggano  ,  fi  doveva  in  vece  di 

f pdx  f pdx 

y  zz  zu  porre  y  —  itm  a  ,  ciò bly—m  a  sofia/y~~  lu~ 


f 


pdx  ,  e  differenziando  3  ady' — adu  —  pdx  9  e  però  ady  — 


ypdx  +-  aydu  .  Sortituifco  adunque  nell’equazione  canoni- 

li 

ca  ady  —  ypdx  +-  byn qdx  in  luogo  di  dy  il  valore  ritro¬ 
vato  ,  e  far  A  j ypdx +■  aydu  —  ypdx  -e-  byn  qdx  ,  cioè  aydu  — 


bynqdx  ,  e  però  adu  —  byn~~  1  qdx  ;  ma  y  ~  zu  ,  ed 

U 

yK—  >■  —  zn~‘  lun'~  1 ,  onde  finalmente  adu  —  bz n —  1  qdx3 


u 1 


equazione  in  cui  fono  feparate  le  variabili  ,  per  efferfi 
trovata  la  z  data  per  x  .  Quando  fiali  giunto  all’  equa¬ 
zione  alz  —  ^ pdx  5  egli  è  certo  ,  che  fe  p  data  per 
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x  farà  tale  ,  che  l’integrale  j' pdx  dipenda  dalla  qua¬ 
dratura  dell’iperbola ,  o  fia  da’  logaritmi  ,  e  la  quantità 
a  fia  un  numero  qualunque  ,  farà  algebraica  la  relazio¬ 
ne  di  z  ad  x  ,  ed  in  ogni  altro  cafo  trafcendente  . 

E  qui  fi  oflervi ,  acciò  una  data  equazione  fia  il 
cafo  della  formóla  canonica  ,  effere  necelTario  ,  che  fi 
adempiano  le  Tegnenti  condizioni  ,  cioè  che  la  differen- 
za  dy  poffa  refiar  da  fe  fola  ,  o  al  più  moltiplicata  per 
una  collante  in  una  parte  dell’equazione;  che  nell’altra 
parte  dell’  equazione  il  primo  termine  contenga  la_, 
differenza  dx  moltiplicata  per  qual  fi  fia  funzione  di  x 
efpreffa  per  p  ,  e  per  l’indeterminata  y  ,  che  nell’al¬ 
tro  termine  la  quantità  qdx  data  per  x  venga  molti¬ 
plicata  per  una  dignità  di  y  ;  in  una  parola  ,  fatta., 
la  divifione  per  y  ,  fi  richiede  ,  che  da  una  parte.* 
dell’equazione  reili  la  fluffìone  logaritmica  ady  ,  e  nell’ 

y 

altra  il  primo- termine  fia  libero  dall’  indeterminata  y, 
ed  il  fecondo  moltiplicato  per  la  dignità  yn~  1 .  Man¬ 
cando  l’uno  de’premeflì  requifìti ,  non  a  più  luogo  que¬ 
llo  metodo,  come  non  lo  avrebbe  nelle  feguenti  equa¬ 
zioni  ady  —  yypdx  +■  by 11  qdx ,  ady  —  ypdx  +-  ayy  +-  y 5  X  qdx , 

Alcune  formole  però  fi  riducono  con  tutta  facilità 
al  canone  col  folo  prepararle.  Per  efempio  fia  1’  equa¬ 
zione  ady  — ypdx  +-  byqdx  4-  yyqdx  ;  fatta  rifleflìone  3  che 

la 
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la  quantità  pdx  +•  bqdx  viene  moltiplicata  per  y  ,  e  che 
il  binomio  p+~bq  è  dato  per  x  di  maniera,  che  fi  può 
in  fua  vece  furrogare  la  quantità  r  data  ugualmente  per 
x  ,  l’ efpreffione  fi  muterà  nella  feguente  ady  —  yrdx  4- 
yyqdx  ,  in  cui  trova  luogo  il  metodo  fpiegato,  e  ciò  ba¬ 
llerà  per  indicare  il  modo  d’operare  in  Umili  cali,, 

ESEMPIO  I. 

Sia  l*  equazione  ady  —fydx  +-yydx.  Pongo  y  ~  zu  , 

X 

e  però  ady  1=  azdu  a-  audz  ;  e  fatte  le  debite  fofiituzioni, 
averemo  azdu  4-  audz  —  fuzdx  4 -zzuudx .  Sia  audz— fuzdx , 


cioè  adz  —  fdx  ,  integrando  farà  alz—flx,  e  però 

Z  X 

za  —  xf . 

Se  le  collanti  a  ,  /  faranno  numeri  razionali  interi, 
roto,  affermativi,  o  negativi  ,  la  z  farà  data  algebraica- 
menie  per  x.  Sia  per  efempio  a  —  1 ,  f  —  2,  cosi  che  Ila 
z—xx.  Dunque  dileguandoli  i  termini  audz ,  fuzdx  , 

X 

relleranno  i  due  azdu  —  zzuudx  ,  ma  z  —  xx  ,  dunque 
farà  adu  —  xxdx,  equazione,  in  cui  fono  feparate  le  va- 

,  tilt 

riabili  . 


Paffan- 
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Pacando  al! integrazione,  farà — aj-c  —  x^,  ma-* 

«  i 

u  —  y  —  '  y  ,  adunque  —  axx  +-c  —  x 3  ,  cioè  3cy  — 

2  XX  J'  3 

3^#*  =  ;v3jy,  che  è  l’equazione  algebraica  nafcoila  lotto 
la  differenziale  propolla  . 


ESEMPIO  II. 

Sia  l’equazione  dy  =  +- y 3 dx ■  Faccio  ,  come 

AfA* — <2#  x 3 

fopra,  y-zu,  e  iy  =  zi«  -h  «iz  ,  e  però  fatte  le  foflitu- 
zioni  ,  averaffi  l’ equazione  zdu  -1-  udz  =.  azudx  +» 

A..V - 

zìtiìdx9  e  fuppoflo  udz  =  azudx  ,  cioè  dz_—^adx_,  cioè 

A’iV - Z  A’A - (3i2 

y  adx 

z  —  m  xx  —  aa  3  averaffi  l’equazione  ~  z* u* dx  ,  o  fia 

x* 

du  ™  zzìa?  ,  in  cui  fono  feparate  le  variabili  ,  efTendo  z 
« 3  x 3 

data  per  a?  .  Ma  fi  oflervi  3  che  la  quantità  adx  fi 

xx  —  aa 

può  ridurre  ad  una  fluffione  logaritmica  ponendo  x  ~ 
a  ,  poiché  fatte  le  foftituzioni  debite  ,  farà 


a  —  n 


adx 
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zJ*  ~  quindi,  dz  —  dn  ,  e  però  zz  —  n  zz 

z  2  n 


xx~aa  2  n 


a  X  x  —  a ,  e  pollo  quello  valore  in  luogo  di  zz  nel? 
x  +-  a% 

equazione  finale,  averaffi  du  zz  axdx  —  aadx ,  il  che  ec. 


u 


a?  +  -i—  ax 3 


Senza  fare  la  fofiituzione  di  x  —  a+-nXa,  fi  può 

a  —  n 

ridurre  la  quantità  adx  ad  una  fluffione  logaritmica 

xx  —  aa 

per  mezzo  del  num.  21.  del  Libro  III.  ,  ed  averaffi 
adx  —  —  dx  +.  dx  —  dz,  ed  in  confeguen- 
xx — aa 


zXx+a  2\x — a  z 


za  zz  zz  x  —  a  . 


x  +-  a 


ESEMPIO  III. 


Sia  l’  equazione  dy  zz — ydx+~ymdx.  Faccio  y~Zu, 

X 

dy  =  zàu  +•  udz  ;  adunque  follituendo  ,  zdu  -t-  udz  — 
—  uzdx  +■  umzmàx  .  Suppongali  udz  —  —  uzdx  ,  o  fia 


X 


X 


dz 


dx,  ed  integrando,  z  —  aj>  avraffi  1’  equazione»* 


X 


X 


PP 


zdu 
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zdu  zz  zmumdx  ,  cioè  du  zz  zm*~ldx  ,  o  fia  du  zz 

u w 

1  dx  ? 

i 

ESEMPIO  IV, 

Qualche  volta  è  necefìaria  una .  doppia  operazione , 
èome  in  certe  equazioni,  che  anno  più  di  tre  termini . 
Sia  pertanto  l’equazione  xdy  +■ ydx  zz  adii  +-  xdu ,  e  s’in¬ 
tenda  u  data  in  qualunque  modo  per  la  y  .  Dilpongo 
ì’  equazione  nella  feguente  maniera  adii  +-  xdu  —  xdy  zz ydx , 
o  pure  adu  +•  xdu  —  xdy  zz  dx  ;  pongo  x  —  pq,  e  dx  —pdq-^ 
y  y  y 

qdp ,  onde  fatte  le  foftituzioni ,  farà  adu  y-pgdu — pqdy  zz 

y  y  y 

pdq  +  qdp  »  Chi  voleffe  ridurre  con  una  Tola  operazione 
la  formola  ,  bisognerebbe  porre  pgdu — -pqdy  — pdq ,  cioè 

y  y 

du  — dy  zz  dq  ,  con  che  fi  fcopre  la  q  data  per  y  ;  ma 

7"  y  ? 

più  elegantemente  fi  opererà  nel  feguente  modo .  Fac¬ 
ciali  —  pqdy  zz  pdq  ,  dunque  —  dgyzz  dqp ,  ed  integrando, 
y  y  1 

cizz  q\  prefi  pertanto  gli  altri  termini  dell’ equazione^ 

y 

adu  +•  pqdu  zz  qdp  ,  ed  in  vece  di  q  pollo  il  valore  a  , 
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iiua  ndu  +-  apdij  ~  adp  t  cioè  dii  +-  piu  zz  dp  •  Sia  p—wiiy 

y  yy  y  ~J~ 

dunque  dp  ~  mdn  4-  ndm  ,  e  fatta  la  fodituzione  ,  du-h 

trndu  —  mdn  +.  »iw  ;  lì  fupponga  w»,i«  =:  mdn ,  cioè  du  -  dn s 

■>’  J*  J/  !2 

farà  dunque  «  data  per  y  ,  e  nell'equazione  redante  s 
dopo  elfere  franiti  i  termini  mndu  y  mdn ,  cioè  nell’ equa- 

y 

zione  du  —  ndm  faranno  feparate  le  variabili  5  e  farà 
du  —  dm  » 

n 

In  altra  maniera  ancora  fi  pofibno  feparare  le 

variabili  nell’equazione  canonica  dy  —  pydx  +-  qy*  dx  . 

Si  faccia  pdx  —  dz  ,  dx  zz  dz  ;  fatte  le  fofii- 
•  -  —  — —  —  ■  ■  - 

1 — »Xz  1  —  nXpz 

tuzioni  ,  farà  dy  zz  ydz  +-  gyndz  ,  cioè  dy  = 

1 — n  Xz  1  — nXpz 

pydz  4 -  qv"dz  ,  O  fia  1 — n  X  pzdy  zz  pydz+°  qy» dz  ,  e_» 
1  — n  Xpz 

però  1 — n  X  zdy  —  ydz  ~  qdz  ,  dividendo  per  pyn, 

finalmente  dividendo  per  zz  ,  farà 
1  —  n  X  zv~ndy  — yl  —  ndz  zz  qdz  ,  ed  integrando  s 

zz  yzz 

y  1 ""  n  zz  r  qdz  ,  cioè  y  1  ~  n  zz  z  r qdz  ;  e  poiché  le  p  5 
z  J  fzz  J  yzz 

PP  ^ 


e 
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e  q  fi  fuppongono  date  per  x  ,  e  la  z  pure  ,  per  la_* 
foflituzione  pdx  zz  dz  ,  è  data  per  x  ,  almeno 

i  — nXz 

trafcendentemente  ,  faranno  feparate  le  variabili  . 

Riprefa  adunque  l’equazione  dell'  efempio  primo 
ady  — -  fydx  4-  yydx  ,  vale  a  dire  dy  ~fydx+-  yydx  ,  farà 

qg  ax  ci 

p—  f  ,  q  —  ~  ,  n~  2  ;  quindi  furrogati  quelli  valori 

ax 

nell’equazione  finale  y  1  ”  z:  z  f  gdz  ,  farà  eflfa  ~  r: 

J  fzn 

z  j~xdz  9  e  la  follituzione  pdx  —  dz  farà  fdx  ~ 


fzz  1  -n\z 

dz  ,  e  polla  fzz  2  ,  a  —  1  ,  avremo  2 dx  —  —  dz 


X 


cioè  z  —  9  e  però  ~  =  -£7  j*  —  xxdx  ;  ed  inte¬ 

grando,^  =2  -T-  X—  7  ■*’3+-  c  ,  cioè  yy  —  $xx  ~  x*ys 
come  prima  .  Ifteffamente  fi  dilcorra  degli  altri  efempj. 


ESEMU 
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Sia  l’equazione  ax*ydy  — ■  bx*ydy  —  ayyx 3  dx 
byyx 3  dx*-  a6  dx  —  x 6  dx ,  la  quale  divifa  per  ax  *y  —  bx  *y$ 
fi  trova  eiTere  dy  —  ydx  +*  a6 dx  —  x s dx s  che  è  il  cafo 

x  ax*y —  bx*y 

dell’equazione  canonica  .  Sarà  adunque  p  —  i  9  q  ~ 

X 

a6—x6  yn~  —  i ,  e  per  la.foftituzione^f#  =  dz 


ax*—bx*  i-4'X-z 

farà  dx  zz  dz  ,  quindi  z  zz  xx  ;  onde  polli  quelli  valori 


1  z 


nell’ equazione  finale  canonica  y'~~n  ~z  j~  qdz  ,  avere- 

pzz 

mo  yy  —  xx  f~ a6  1 —  a?6  X2xdx  ,  in  cui  fono  feparate  le 
ax*  — bx 4  X# 3 

variabili  . 

27.  Se  l’ equazione  canonica  folle  yn~“  1  dy  =  pdx  +- 
qynd  xy  efiendo  parimente  le  p  q  date  in  qualunque 
modo  per  x  ,  fi  feparano  le  indeterminate  ,  ponendo 
qdx  ~  dz  ,  e  dx  -  dz ,  ;  imperciocché  fatte  le  follituzìonij 

Hz  ■  "  :  - 


nz 


farà 
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farà  y a— * 1  dy  —  pdz  +-yndz  ,  cioè  nzyn~  1  ày  —  y*dz 


pdz,  e  dividendo  per  z ,  *dy  —  —  pdz  ,  ed 

qz  zz  <pz 

integrando,  ynzz  J* pdz,  cioè  yn  zz  z  J' pàZj,  equazione, 


qzz 


2  zz 


in  cui  fono  feparate  le  variabili 


ESEMPIO. 

Sia  l’equazione  laaxydy  —  aayydx +°  ib  x'àx  •>  cioè 
ydy  zz  bxxdx  +•  yyiv  .  Sarà  n  —  2  ,  p  —  bxx ,  q  zz  ~  , 

aa  ix  aa 

e  però  avere rao  yy  —J~ 2^x  3  àz  ;  ma  qdx  zz  dx  zz  dz  ,  ed 

z  aazz  zx  iz 

x  zz  z  ,  adunque  farà  yy  —  f  2 bxdx  ,  ed  integrando  , 


yy  zz  bxx  ±.  c  ,  curva  algebraica  . 

x  aa 

Potevafi  anche  coffruire  la  fòrmola  generale^ 
ynm  1  ày  zz  pdx  4-  qyndx  ,  ed  in  confeguenza  la  partico¬ 
lare  dell’efempio  per  mezzo  del  metodo  del  num.  24. 

28.  Aggiungo  una  rifleffione:  prima  di  finire  que¬ 
llo  Capo,  cioè  che  tal  volta  fi  fviluppano -le'  indetermi¬ 
nate  mille ,  e  confufe  colle  quantità  differenziali ,  quan¬ 
do 
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do  ci  venga  permeilo  di  modificare  le  grandezze  coeffi¬ 
ciènti  ,  e  ciò  fpezialmen-te  luccede  quando  gli  efponenti 
fi  formano  dalli  coefficienti  ,  così  portando  il  giro  della 
riduzione  .  ’A  principalmente  luogo  quello  artifizio  ne’ 
Problemi  Fifico-Matematici ,  ne’ quali  accoppiandoli  gran- 
dezze  di  genere  affatto  diverfo,  fìamo  in  maggior  liber¬ 
tà  di  fervirfi  di  quelle  quantità  collanti ,  che  meglio 
vengono  al  propofito  , 

Per  un  efempio  mi  propongo  l’equazione  xm  dx- h 
ty  +-yyX  cdx  —  ydy ,  la  quale  preparata  giuda  il  metodo 

X 

del  num.  24.  farà  xmdx  -h-bcydx  —  yyXdy —  cdx .  Faccio 

.  x  ■  y  x 

adunque  dv  —  cdx  —  dp  ,  ed  6  il  valore  di  y  zzpxc, 

y  x  p 

ed  yy—  ppx7-0 .  Quelli  valori  opportunamente  foflituiti 
mi  danno  l’equazione  xmdx  +-  bcpxc~~  1  dx  —  x2C pdp  ,  e 
dividendo  per  x IC ,  farà  x  m~~  dx  +•  bcpx  ~  1  dx  —  pdp . 
Egli  è  evidente ,  che  data  l’eguaglianza  fra  gli  elponen- 
ti  della  indeterminata  x9  cioè  fra  m —  2 c,  e — c — 1, 
le  incognite  fono  feparate  ,  avendofi  fola  mente  a  divi¬ 
dere  l’omogeneo  di  comparazione  pdp  per  il  binomio 
1  +.  bcp  .  Ora  pollo  m — 2 c—  — c  —  1,  ne  fegue  ,  che 
fia  m  +-  1  -  c  ,  quindi  efpolla  la  collante  c  per  m-t~  1  , 
abbiamo  l’ intento  .  Se  la  c  fa  figura  di  unità,  il  che_, 
non  ci  è  vietato  di  lupporre  ,  farà  m  —  o  ;  e  fe  c  —  2, 

farà 
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farà  m  —  i  ,  e  così  vadali  difcorrendo  . 

L’  artifizio  fpiegato  fi  applichi  a  tutte  le  altre  equa¬ 
zioni  di  fimi!  genere  ,  per  efempio  alia  tegnente 
xmdx  +-  cbyndx  +-  gyrdx  —  ytdy  ,  pollo  però  t  —  r  —  i, 

X  X 

ovvero  —n  — i  ,  onde  fi  polla  abbreviare  la  forinola-» 
ulando  i  logaritmi  . 


CAPO 
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CAPO  I  I  I. 

Della  Cognizione  d’ altre  Equazioni  più  limitate 
per  mezzo  di  varie  foflituzioni  . 

29.  S  I  fepareranno  Tempre  le  indeterminate  nell’ 

equazione  x" dx  ±.  ayn dy  X  p  vi  xdy — -ydx  X  °t  »  nella», 
quale  le  p  ,  e  q  fono  date  promifcuamente  per  x  ,  ed y 
in  qualunque  modo  ,  purché  algebraicamente  ,  quando 
però  in  ogni  termine  della  quantità  p  la  fomma  degli 
efponenti  di  x  ,  ed  y  Ha  la  della  ,  e  così  la  della  lia_, 
un  ogni  termine  della  quantità  q  ;  non  richiedendoli  pe¬ 
rò  ,  che  Ila  la  medefima  in  p  }  ed  in  q  .  Le  fodituzio- 

2r  l 

ni  da  farli  fono  y  n  tzn+- 1  ,  x  n  t  X  a 3  +.  azz  1  . 

Surrogati  i  rifpettivi  valori  in  luogo  di  x  ,  dx ,  y  ,  dy  , 
e  fatte  le  debite  operazioni,  arriverai!!  dopo  lunghiffimo 
calcolo  alla  feguente  equazione 

1  n 

tn~~  ldt  —  Z  ”  +  1  dz  Xq_  • 

? 

a 3  +:  azz  ”  1 

Ma  poiché  fi  fa ,  che  in  ciafcun  termine  di  p  la_» 
fomma  degli  efponenti  di  x  ,  ed  y  è  eguale  ,  liccome 

q  q  pure 
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pure  in  ciafcun  termine 'di  q  ,  fatte  in  effi  ancora  le  fa- 
fìituzioni  c?e’ valori  dati  per  t,  e  per  z  ,  in  ciafcun  ter¬ 
mine  di  p ,  averà  t  la  medefima  poteftà  ,  liccome  pure 
in  ciafcun  termine  di  q  una  medelìma  potellà  ,  vale  a 
dire  ,  che  farà  l’omogeneo  di  comparazione  moltiplica¬ 
to  per  una  potellà  pofitiva  ,  o  negativa  di  t  ,  cioè  farà 
per  effa  potellà  divifo ,  o  moltiplicato  il  primo  membro, 
e  però  feparate  le  variabili  , 


ESEMPIO. 


Sia  l’equazione  xdx- 1-  aydyVy  —  xdy — ydxVa  ;  farà 
n~  i  ,  p  —  Vy  ;  q  —  l/a  }  e  però  dt  —  àzVa  , 

t  - — 

Va 3  —  azzVy 

2 

ma  y  —  tzn+~ 1  —  fz;  adunque  farà  dt  —  dzVa 

vt  Va 3  z  —  az 3 

Nella  fìelTa  equazione  lì  feparano  le  indeterminate, 
quando  anche  fia  negativo  l’efponente  n,  cioè  quando 

fia  l’ equazione  x—ndx±:  ay~  n  dy\p  —  xdy  — ydx  X  <ì > 

%  1 

e  le  folìituzioni  fono  y  —  tz  l~~  n  ,  xzztX  a1  qr  azz  1~,!; 
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le  quali  ci  danno  1*  equazione 


9*9 


i  -f-  n 


fa—  _  zi  — »  dz  X  ?  ,  la  deffa  di  quella  di 


a 5  +:  azz  1  *“  n 
fopra  ,  mutati  i  legni  alla  n  . 

E  poiché  l’equazione  è  anche  efjprimibile  cosi: 

y”dx  +:  axndyX  p  —  xdy — ydxX  q  ,  ne  viene,  che 
x  n  y  n 

quella  pure  per' la  della  fodituzione  è  codruibile. 

30.  Sia  più  generalmente  l’equazione 


71 -  I  -  C 


xn  dx  ìzay 


dy  X  p  —  xdy  +-  cydx'X  q  •  Si  lepara- 


no  Tempre  le  variabili,  fatte  le  fodituzioni  di  y  — ts  zn 


+- l. 


x  —  t 


*  S 
C 


n  4-  1 

Xa±.acz  c  ,  (  s  ,  ed  r  fono  numeri  a 
piacere  )  fuppoda  però  la  condizione  ,  che  le  quantità 
p ,  q  fieno  date  algebraicamente ,  e  in  modo  tale,  che 
in  ciafcun  termine  della  quantità  p  l’efponente  della  y 
prefo  tante  volte  ,  quanto  è  il  numero  c ,  fuperi,  o  fia_i 
fuperato  dall’ efpon ente  della  x  col  medefimo  eccedo  , 
e  così  in  ciafcun  termine  delia  quantità  q  ,  non  impor¬ 
tando  poi  ,  che  l’ eccedo  in  p  fia  lo  dedb,  che  in  q  . 

Così  „ 


dci  2 


9io  JNSTITUZIONI 

Così ,  per  efempio  ,  effendo  c  =  3  ,  fu  p  —  Sjy#* 

I  £} 

ec.,  e  ?  fìa  zz^gy* x*  -^hylaxz  ec.  E’ facile  a  ve¬ 
dere  ,  che  la  c  non  può  edere  zero  . 

Fatte  le  debite  foftituzioni  in  luogo  della  x ,  e  della  y 
nell’equazione  propofta,  averemo  la  feguente  equazione 

—  m  —  c  —  cs  r  — 4  »' —  i 

—  dt-^-Xz  jzx!* 

j?  «-Hi  P 

il 

—  r  «  +"  1 

cr£,acz  * 
ESEMPIO. 


Sia  +-  ay  ~  3  X"],  —  xdy  +-ydx  X  #  •  E  Tra  j  _  i, 

r  —  2  ,  farà  b=i,  f  =  i,  P  —~y  •>  q  ~  x  3  e  fatle'  ^e-* 

foflituzioni  nell’ultima  equazione  di  lopra  ritrovata,  ave- 
remo  > — dt  —  dz  X  xy  .  Ma  per  le  foflituzioni  fat- 

i 

a+-  az~z  1 

l 

te,  x  ~  X77^  7  ,  ed  j/  =  rz  ,  dunque  ^  = 

I 

z  X  *+.  az  ~ z  %  onde  averemo — dt  —  zdz  ,  il  che  ec. 

r3 


3r- 
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Ma  più  generalmente  ancora  fìa  l’equazione 


—  nf—  c  —  f  _ _ _ _ 

x  ” dx  ±z  ay  c  dy  X  p  —  fxdy  +-  cydx)^  q  »  L  quale 
comprende  come  cali  particolari  le  due  canoniche  dei 
numeri  antecedenti  ,  cioè  quella  del  num.  30.  ,  quando 
fia/n:  1  ;  e  quella  del  num.  25».,  quando  fia  fdz  1 ,  c  —  —~  1  . 

Si  feparano  le  indeterminate  per  mezzo  della  folfi- 

c  r  -  .  '  ~ 

~  L  —r  w-f-  I 

tnzione  j/=fLHw+-’3e  d  a?  =  f  CX^±  acz  7  s 

f 

effendovi  però  la  condizione  circa  le  quantità  p  ,  e  q  , 
che  in  effe  l’efponente  della  y  moltiplicato  per  c  fuperi, 
o  fia  fuperato  dall’  efponente  della  x  moltiplicato  per  f 
col  medefimo  ecceffo  in  ciafcun  termine  .  Le  flefft_* 
quantità  p  ,  q  poffono  anche  effere  frazioni  ,  o  mille  di 
frazioni  ,  ed  interi  razionali  ,  o  irrazionali  ,  comunque 
fianlì;  e  faranno  fempre  nelle  equazioni  feparabili  le_. 
indeterminate  ,  purché  1  e  p,  e  q  fieno  in  tal  modo  date 
per  x  ,  ed  y,  che  fatte  le  follituzioni  affegnate  ,  nafea- 
no  in  luogo  loro  quantità  tali ,  che  fieno  il  prodotto  di 
due  ,  una  delle  quali  contenga  la  z,  e  non  la  t  ;  1  altra 
la  t  ,  e  non  la  z  . 

Fatte  le  dette  follituzioni ,  avere mo  la  forinola 


—  fc  —  fsn  ■ 


se 


s 

■c* 


cf 


r  , — ifir  f 

fn+~f  dzX{  • 


ESEM- 
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ESEMPIO  I. 


Sia  xxdx  +-  ay%  dy  X  y  —  —  $xdy  -h  ydx  Xax  .E  fia* 
come  l'opra ,  s  ~  i ,  r  —  z ,  farà  /  —  —  3  ,  ^  r ,  n  2 , 
q  ~  ax  ,  p  —  y  ,  e  fatte  le  foftituzioni  nell’  ultima  for¬ 
inola  ritrovata  di  fopra,  avremo 

— 1  g  —  11  — 

— t  ~dt  =  j  z  9  dz  X  7  •  Ma  y  -  t  3  z  9  , 


«  —  az~  1  J 
3 

I 

^  i-J--  ■  •  »■— *  ^ 

x  —  t~  r  \  a  —  az  z  3  ,  dunque  fara  —  f?  = 

j  tt 

zadz  ,  il  che  ec. 


32;  — ,££’’~a  3  • 

3 

ESEMPIO  II. 


1  11} 
Sia  x  2  dx  +-ay ~  2  iy  X  qy  2  *+-  yyx  *  - 


2xdy  +■  3 ydx  Xy  1  x  —yxx  ;  e  fia  s  =  1  ,  r  =  1  ,  farà 
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1  1  ?  1' 

—i  — 

r  —  3,/ =  2  }  n  —  \  ,  p  ~  ay  x  x  yyx  4  ,  q—y  ^  x  — 
,  e  fatte  le  folli  tuzioni  ,  farà 


~  $  ,-j.  3  —  1  —  1 

~  z  ?  dz  Xa  +-  saz  5  —  ~  z  3  dz  Xa-^as  2 , 


X  *1 


1  —  r  3  _z  —  _i  6 

^Z6X<3+-3^Z  3  -H  2;  3  X  +-  3^s  5 

z  2> 


|n  cui  fono  feparate  le  variabili,  il  che  ec. 

32.  Nelle  equazioni  1.  pxy  n~"1  dy  —  py^dx-h  qdx 

2.  pxyn~ 1  dy  — — py  n  dx+-  qdx 
$.apxyn~'x  dy  —  bpyndx  +-  qdx 
4.  apxy  n~1  dy  — — bpy  ”  dx  ■‘rqdx 
effendo  le  p  ,  e  q  date  in  qualunque  maniera  per  x ,  fi 
feparano  le  indeterminate,  ponendo  rifpetto  alla  prima-. 
y  —  xz  ;  rifpetto  alla  feconda  y  zz  z  ;  rifpetto  alla  terza 

X  A 


b 


~b 


y  ~  x  a  z;  rifpetto  alla  quarta  y  —  x  a  z  . 


ESEMPI  O. 

Sia  l'equazione  zhbxyydy  —  ix^yydy  —  hx*dx  ■ — • 

3 bhy  ’  dx  4-  3  xxy 3  dx ,  che  ferivo  cosi  :  hh  xx  X  2 xyydy  — 

hx 4  dx  -hbb—  xx  X  — 3  y%  dx  .  Riferita  quella  all’ultima 

delle 


924  ISTITUZIONI 

delie  quattro  canoniche ,  farà  p  —  hh  —  xx 3  a—  2 ,  n  —  3 3 
b  —  ^ ,  q  —  hx 4 .  Adunque  fi  dovrà  porre  j/  ~  2 :  ,  dy  zz 


x 


xzdz  ’—~zxzdx,  yy  =  zz  ,  yì  ~  zS_,  e  fatte  le  folli- 
‘  p 


A? 


x 5 


X  • 


^  J 

tuzioni ,  avere rao  2hhx —  2xì  X  xzzzdz- — -x  '-z'dx- 


x 


hx*dx  +■  3 hh  — ■  3 .va?  X  —  z3  dx  ,  cioè 


x  1 

Z 


- - - »  - - - «  17  _ _ 

2 hh  —  2xx  X  xzzdz  — ~  z 3  dx  ~  1  dx+-  3 hh  —  3xv  X 
—  z1  dx  i  e  facendo  le  attuali  moltipliche  ,  farà 

H 

2hbxzzdz  * —  2xdzzdz  ~  bx  z  dx  ,  cioè 

11 

zzdz  —  hx  1  dx  > 

2  hhx—  2x 3 


33.  Sia  l’equazione  axdy bydx  +> 
fxmyM~‘ 1  dy  —  o  .  In  quella  generalmente  fi  feparano  le 
indeterminate,  ponendo  Afzz«”~Iz”“'I,edj/=:zI-w,  - 
poiché  fatte  le  dovute  operazioni ,  fi  arriva  all’  equazio¬ 


ne 
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ne  1—  m  X  adz+fu™-' »+• 1  dz+n — iXbdz+cumn^m~*r‘+l  dz  — 
n^—iX  —  bzu  ~1 *  àu  —  czu  mn  “  m  ""  n  du  ,  cioè  dz  — 


1  X  —  ha  ~  1  —  cuvm  ~ 


1  — X  «  +-fumn  ~  W2'—  ”+*  1  +  n—  1  X  è  -+-  cumn~'m  ”»■+•  1 


ESEMPIO. 

Sìa  l’equazione  a3xdy —  b3ydx  —  cyyxdx—fxxydy  „ 
Sarà  dunque  k  =  2,  ®Z2  ,  quindi  pongo  x  —  uz  ,  ed 

a 

y  —  aa  ,  cioè  a?  —  au^3  e  però  dx  —  aydu  —  <3«dj/  ,  onde 

y  ^ 

fatte  le  dovute  foftituzioni ,  averemo 

a'udy  —  b 3  X  aydu-r-audy  —  caayudu • —  caauudy  —  faauudy, 

y  y  >  ~ 

cioè  a*udy+-  ab 1  udy+-  aacuudy*- faauudy  ~  ab 3 ydu-h  aacyudu3 

e  però  dy  —  ab1  du -j~  aacudu 
y  a*u  +•  ab3 u  4-  #£«<:«  4- 

34.  Sia  E  equazione  —  dy  ;  e  più 


bx  m  +  ayn  xr 

generalmente  xmt-'lydx  —dy  .Sifeparanoleindetermi- 

_ _ _ _ — m 

r  r 


bx*  4-  ayn xr 


nate 
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m 


nate  ponendo  bx*  +-  aynxn  —  zxmt  ,  quindi 


yzzzmxt~r —  bxt~~r  ,  e  però  dy 


a 


i— « 

n 


i  -i 


Xzm xt'r-bxt-r  X~xt~rzm  dz±t~rXzm xUr-1dx+t-rX,-bx«- 


a 


x ■ 


■ 1  dx  X  zm  xf"r  ■ — bxt~r  ,  pofl:o  nell’equazione 


anz 


generale  proporta  il  valore  di  y  3  ed  y  »  ,  quindi  divi¬ 


dendo  per  zwxt'"r — bx 4 ~ r  3  farà 


I  —  I 


Ì  X~  xt~'rzw  dz+-t—rXzmxt~r-1dx+t—rX—bxt-r~'ilxÌ 


zm  x*~r  —  bxt  ~~  r 


x  ~~  1  dx 


cioè 
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cioè  ~  z  m  dz  •h  t— rX  z  m  x  -  1  dx  r  X  —  te  - 1  dx  zz 


nzm  x~* 1  dx  —  nbx 1  dx  ,  e  però 


z  ”2  dz 


ti# 


1  +- 1 


mnz  m  +-mr  —  mt\zm  +-  mr  —  mt  X  —  bz  —  mnh 

Se  vi  fodero  termini  con  legni  negativi  ,  fi  proce¬ 
da  nello, (le fio  modo,  e  nell’equazione  finale  non  vi  farà 
altra  differenza ,  che  ne’  fegni  fieffi  . 

35.  Anche  prefa  l’equazione  più  univerfale  così 


ut  —*  mnt  —  {■(■  >■+  v  —  v.v 


yllàx 


zi  c  x 


dy  fi  feparano  le 


bxt+-aynxr 

indeterminate  colla  fieffa  fofiituzione  . 


ESEMPIO  I. 


Sia  l’equazione  aay.ìx 


Vbbxx  —  a1  y 


bdy  .  Pongo 


Vbbxx  —  a%y-xi  ,  e  però  y  zz  bbxx  —  zzxx ,  e  dy  - 

az 

2 bbxdx  —  2 zzxdx  —  ixxzdz  ,  e  fatte  le  fofiituzio- 


a 1 


ni 


rr  2 


9ì8  istituzioni 

ni ,  aadx  X  bbxx  —  zzxx  ~  ih 3 *  xdx  —  zbzzxdx  —  zbxxzdz , 
xz  a 5  a 3 

cioè  aabbxdx  —  aazzxdx  —  2 blzxdx  • —  zbzì xdx  — 
zbxxzzdz  ,  o  Ha  2 bxxzzàz  —  2 b 3  zxdx  —  zbz 3  aì#  4*- 
aazzxdx  —  aabbxdx  ,  e  però 

zbzzdz _  22  dx  * 

zb3z  —  zbz 3  +-  ^zz  —  aabb  x 

ESEMPIO  IL 


Sia  l’equazione 


_ xydx _  ~  dy  .  Pongo 

1/ — bbx"’  +-  aì  xyy  ^ 


'V — bbx*+-  a3  xyyzzzxx ,  Qptvoy  ~/zzx3  +■  bbx3 ,  e  dy~ 

'  a 3 


x 3  zdz  +-  zzxxdx  4-  ~  bbxxdx .  Fatte  pertanto  le  foftiru- 


.  /zza?  3  +-  bbx 3 
^  a 3 


zio„U  avera*  = 


zxx 


a- 


x 3  ziz  +<  "  zzxxdx  4-  4  bbxxdx  % 


a  ■ 


3b  .  /zza?  3  +-  bbx 3 


a 


£ioe 
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c\obbzzxxdx+-  b 3  xxdz  —  x 3  zzdz  +■  z 3  xxdx- h  \  bbzxxdx  , 

o  fia  bzzxxdx  +■  b 3  xxdx  —  ~  z 3  xxdx bbzxxdx  zz  x J  zzdz  ■ 

a  a 

e  però  dx  ~  zziz _  . 


st 


bzz  • —  -  Z 3  ■ —  ~  bbz  +-  b ? 


3 6.  Con  la  fteffa  foftituzione  ufata  di  fopra  fi  fé* 
parano  le  indeterminate  anche  nell’  equazione^ 

tu—n — tmn  —  rn+.  t  —  r 

y u  dy  •  —  ex  n  dx  .  Pongo  aduri' 


bxt  +-  aynx} 


m 


que  bxt+-ayìt xr  —  xmtz  ,  farà 

I 

T  n 

xt~rzm  —bx'—r  9  e  dy.— 


a 


i  -  n 
n 


xt'rz  m  dz+t-rY  zmxt'r' 1  dx  +  r-t  ><  bx*~  r  - T  dxY  xl -rzm- bxl'Y 


mn  n 


i 

a” 


e  fatte  le  foftituzioni ,  averaffi  l’equazione 


i  -  m 


xt"rz  m  dz+- 1- rY  Z  mxt'r'1  dx+  r-t  Y  bxt'‘1'"1  dx  X  x  i~  rzm-bxUr 

mn  n  il 


li  H—  l. 


a  n  xtmz 


tu  ~“n  —  tmn  —  yu  -H  *  —  r 


CX 


dx  .  Dividendo  pertanto  il  nume¬ 
rato- 
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ratore  ,  e  denominatore  del  primo  membro  dell’equa- 

2<-f-  I 

zione  per  xtm ,  e  moltiplicandola  tutta  per  a  n  z,ed 

_ _ _  «+-  i—  n 

i 

fcrivendo 


in  luogo  di  zm — bxt~) 


.  u  +«  i  —  n 


ta-‘tn+-  t  — 1  ni  -{—  — < r 

x  «  X  Zm  —  b  n  ,  che  è  lo  fteffo, 

ed  unendo  le  dimenfìoni  della  lettera  x,  troveremo  effe¬ 
tti  —  n  1  tmn  —  ni  +-  t  —  v 

re  l’equazione  diviiibile  per  a; 
divifa  farà 


,  e-. 


ti +-  i  _  n 


i  —  f» 


xz  m  dz  +- 1  —  rXzmdx+^r — t  X  bdx  X  £ — b 


mn 

n 

n 

u 

i 

ca 

n  zdx  , 

e  finalmente 

di  nuovo 

dividendo 

2(  4-  I 

-  « 

s 

I 

n 

ty  m 

—  b 

,  farà 

3 

-  ??2 

I 

2i+>  I 

xz 

9 

1  ^ 

1! 

1? 

■tX%m  dx+-t~ 

r  X  bdx  +- 

ca  n  zdx 

_ 

i  « 

m~b  > 


cioè  dx  — 


i  —  m 


z  m  dz 


n-  ti  -  i 


il  -h  i 


mnca  »  zXzm-~b  -t-  mr—mt  Xzm+-  m—m% 


ESEM- 
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Sia  l’equazione  y'dy  zzxxdx.  Pon- 

1/  bbxx  —  aaxy  • —  abxy 

go  V  bbxx ■ — aaxy  —  abxy  —  xzs  e  però  y  zz  bbxx  1  Z>  A*  ìV  — — ■ 

aax  +-  abx 

bbx — zzx  ,  e  dy  —  bbdx  —  zzdx  —  2xzdz  .  Fatte  dun- 
aa  +-  ab  aa  +-  ab 

- 3  - - - — 

que  le  foftituzioni ,  farà  bbx — zzx  X  bbdx — zzdx — 2 xzdz  — 

**+.  bb  aa ab  X  xz 

- -  l  - .3 

xxdx ,  ed  in  luogo  di  bbx  —  zzx  fcrivendo  x5Xbb  —  zz  , 

C 

- - 4 

e  moltiplicando  tutta  l'equazione  per  aa  +-  ab  X  zx3 
averemo 

- - -  3 - - -  — - ~~  4 

x 3  X  bb  —  zz  X  bbdx  • —  zzdx  —  ixzdz  —  aa+-  ab  X  za-  5  <2#, 

c 

e  dividendo  per  „v3X  bb  — -zz  sfarà£M*r — zzi# — 2 xzdzzz 
-  4  -3 

<34  -t-  ab  X  bb  —  zz  X  zdtf  ,  cioè 

C 

bbdx , —  zzJx  +*  ab  X  bb — zz  X — zdx  ~  2 xzdz. 


e 
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e  però  dx  —  zzdz 


3 


bb  : —  zz  —  z  x  bb  —  zz  \aa^ab  . 
37.  Servirà  la  medefima  foftituzione  Umilmente^ 


per  l’equazione  più  generale  hxtjr-fynxr  X  ^ “ dy  — 


,  7W 


bx  *  +-  ay11  x‘ 


ut  —  h  —  <tkh  «  r//  +>t-r+.  ntì 


n 


CX 

per  l’equazione 


dx  .  Anzi  fervirà  pure  anco 
yn-'dy  —  fx*"*  dx  } 


bx*  +■  cxr  +-  ayn xr 


m _  _  ?72 

ponendo  bx  *+-  ex r  +-  ayn  xr  —  xmtz  ;  la  quale,  fe  Ila 
—  1  5  farà  un  cafo  particolare  del  num.  27.  ,  e  fe  fu 
c  “  o  ,  farà  un  cafo  particolare  del  num.  3 6.  Di  piu  fi 
potrà  collruire  anche  l’equazione 

gx  *  4-  hx  r  4-  ky  n_  xr  Xyn~l  dy—fxt—yr~’ 1  ^  et—mtdx, 

_  _ _ m 

ax *  +-  bxr  4-  cynxr 

quando  però  fia  eh  —  bk  ,  ufando  della  fleffa  foflituzione 

_ _  -  m 

ax*  +- bxr-t-  cynxy  —  x mt z  . 

Che  fe  faranno  in  oltre  h  —  o  ,  b  ~  o  ,  l’equazio¬ 
ne  farà  un  cafo  particolare  della  prima  di  quello  nu¬ 
mero  » 

38. 


( 
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38.  Si  coltruiranno  le  equazioni 
ady  ~z.gyl~~ndx , 


9ÌÌ 


b  +-  cyn  -f-  fx 

ayn~~l  dy  —  gy™-1  dx 


b+  cyn  -+~fx  m 


ponendo  per  la  prima  cyn  +  fx  —  z ,  e  per  la  feconda 


cyn *-jxm  —  z  .  E  quanto  alla  prima,  farà  dunque». 


i  —  n 

n  1  —  u 


y-ztl—fx  ,  edy=~  Xz  u—fx  X~ z  u  dz  —fdx. 


l 

n 


1  ~  11 


e  però  fatte  le  follituzioni  ,  averemo  az  «  dz  — 
nubcgdx  V  nucgzdx  +-  aufdx  ,  cioè 


az 

u  dz 

nubcg  -h 

nucgz  +-  auf 

l 

1 

y  =  zu 

n 

— fxm  ,  e 

I 

>— 1 

cn 

1  —  « 

jx*» 

11 

— fxm  ) 

I  —  U 


xm  X  ~  z  u  dz  —  mfxm~~'1dx3  e  fatre 


ff 


le 
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I  —  u 

le  foftituzioni  ,  x m  ~~  1  dx  —  az  u  dz  • 

bcgnu  +-  cgnuz  4-  mafu 

Ma  anche  fe  l’equazione  più  generalmente  prefa^ 
fia  ayn'~~Idy  =  gqdx  ,  effóndo  in  qualunque  modo 


n 

b  +-  cy  n  4-  p 

le  p  ,  e  q  date  per  x  ,  e  le  collanti  ,  purché  fia_, 
q  -  dp  ,  fi  fepareranno  le  indeterminate  ponendo  fimil- 

dx 


mente  cyn+p  —  z  ,  Imperciocché  farà  yzzz1{  —p  ,  e 


I 

n 

zu  — 

-p 

1 

•— * 

£ n 

1  *—n  _ _ 

1  n  1  —  u 

però  dy  -  ~  X  z  *  —p  X  ~  Z  il  dz  —  dp  ,  e  fatte  le 


I 


I  —  U 

foftituzioni  ,  farà  l’ equazione  az  u  dz  ~  nbcguqdx  4- 
ncguzqdx  jr  audp  ;  ma  fi  fuppone  dp  —  qdx  ,  adunque  farà 

I  —  U 

az  11  dz  :=  qdx  . 
nbcgu  4-  ncguz  -t-  au 


ESEM- 


ANALITICHE  LIB.  IV. 


935 


ESEMPIO  I. 

Sia  i  equazione  a1  dy  —  6b 3  dx  —  $bbdx  \s  cy  +■  bx  s 


cioè 

a*  dy 

=  3  bbdx.  Polla  V  cy  +•  bx 

1J 

« 

P 

»-* 

2  b- 

—  Vpy:*.-hx 

II 

i  N 
? 

—  bx  ,  dy  — 

2zdz  —  bdx  ,  e  fatte  le  foftituzioni , 

2 aì  zdz 

—  a 3  bdx  — 

3 bbdx  ,  o  Ila  za'zdz  zz  < 

<Sb}cdx  — 

zbc 

—  cz 

3  bbczdx 

+•  a 3  bdx  ,  e 

però  2 a1 zdz 

22  dx  * 

6bì c ~ibbcz  -t-  a'b 

E  S 

;  e  m  p  i  o  ir. 

Sia 

T  equazione 

uyyiy  - 

:  — - 

b  +-  |/j/34-^a?' — 

ibxdx  . 

Pongo  y 3  4- 

r 

farà  j; 

— 

£ 5  —  aax  +■  bxx  *  ,  ( 

;  però  Jy  22 

~  X  3 zzdz  —  aadx+*2òxdx,  quindi  fatte  le  follituzioni  , 


z  3  —  aax  +-  bxx  J 


f  i  2 


farà 
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farà  l’equazione  ~X3  zzdz — ■  aadx  +-  zbxdx  —  aadx  • 

b+-Z 

zbxdx ,  cioè  3  azzdz  —  a1  dx  —  z abxdx+-  3 aabdx — ébbxdxjtr* 
laazdx  —  6bzxdx  ,  e  dividendo  per  a  +-  3Z  ?  ^ara 
^azzdz  zz  aadx  —  zbxdx  , 
a  +-  3^  +-  32 

3P.  L’equazione,  o  forinola  canonica  axmdx+- 
cyyxndx  ~  dy  non  à  generalmente  feparabili  le  indeter¬ 
minate,  qualunque  fiali  l’efponente  ?»  ;  le  à  però  fepa¬ 
rabili  in  infiniti  cali  ,  cioè  infiniti  fono  i  valori  dell’  ef- 
ponente  m  ,  polli  i  quali,  fuccede  la  bramata  feparazione 

'  Per  determinarli  mi  fervo  di  un  metodo  filmile  a 
Quello  del  num.  23.  Si  ponga y  zz  A xf  +-  x  rt  ;  (la  quan¬ 
tità  A  ,  e  gli  efponenti  p  ,  r  fono  collanti  arbitrarie  da 
determinarli  nel  progrelfo  ,  e  la  t  è  una  nuova  variabi¬ 
le  )  farà  adunque  dy  zz  p  A  xP~  1  dx  +-  rtx  r~~  1  dx  +-  xr  dt , 
ed  yy  zz  AAx^+-  2Ax?i~rt  +-  ttx zr  ,  quindi  fofiituiti 
quelli  valori  nella  propofia  formola  ,  daranno  la  leggen¬ 
te  axmdx  +-  c  A  A  x  ZP~*~  n  dx  -h  zc  A  txP  +' r  +*  ”  dx  -t- 
ctt  x%r  +■  n dx  —  p  A xP  1  dx  +-  ri x r  1  dx  +-  x r dt  .  Si 
fupponga  c  A  A  zz  p  A  ,  2 p  +-n  ~  p  —  1  ,  r  zz  re  A  , 
cioè  p  —  — n —  ij  A~  —  n  —  1  ,  r  zz  —  2»  —  2,  con 

Q 

che  in  quell’ ultima  formola  fpariranno  il  fecondo,  ter¬ 
zo  ,  quinto  ,  e  fello  termine  ,  e  fi  ridurrà  ad  effe- 


re 
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re  axmdx  +-  cttx  —  37;  ~  4  dx  ~  x~-zn —  zdt  ,  cioè  divi¬ 
dendo  per  x~ln~'z,ax'v+*z,1'i~zdx  +  ettx~  n~  tdx  —  dtì 
o  fia  (  D  )  a x  K  dx  -h  cttx  xdx  —  dt ,  fatto  K  zzm  -ì-zn-ì-2  , 
X~  • — n —  2  . 

Ripiglio  la  propolla  equazione  axmdx  *- 

cyyxndx  —  dy  ,  la  quale  ponendo  y  —  -  s  fi  trasformi  in_* 

qu  e  d’altra  azzxmdx-ì-cxndx  -  —  dz  ,  in  cui  li  ponga, 
come  fopra  ,  z  —  Bxi  +-x*  u  (  B  ,  q  5  i  fono  Umilmente 
collanti  da  determinarli  ,  ed  u  una  nuova  incognita^  ) 
farà  dunque  dz  —  qB x1~~  1  dx  4-  iux1~1dx  +-  x1  du  5 
zz  —  B  B  x  zì  +-  2  B  x  ?  +*  Hi  +-  uux  12 ,  e  foftituiti  quelli  va¬ 
lori  ,  averemo  aBBxzel+- mdx -h  zaBuxV*- * +~mdx  +- 
auux  22  +* m  dx  +-  ex  n  dx  —  q  B  x  ?  ~~  1  dx  —  iux 2  1  dx  — 

xi  du  .  Si  fupponga  aBB  ~  —  Bq  ,  2q -h  m  =r  q  —  i, 

—  i  —  iaB,  cioè  q  -i-  m~  —  i  ,  B—m  4-  i  ,  i~  —  2m  —  2 , 

a 

con  che  in  quell’  ultima  formola  fpariranno  il  primo  , 
fecondo  ,  quinto  ,  e  fedo  termine  3  e  fi  ridurrà  ad  elle- 
re  auux  “  W  —  ,4  dx,  +-  cxndx  ~  —  x  ~  im  ~  1  du ,  cioè  divi¬ 
dendo  per  x  ~~  zm.—  1 ,  ex im  +"  ”  +-  2 dx 4- auux  —  my~xdxz~ 

—  du  ,  o  fia  (G)  ex* dx  +>  auux* dx  —  —  Jw  ,  fatto 

?  ~  tm  +-  n  +•  2  ,  «cc  —  m  —  2. 

Ora  nella  propella  equazione  fono  feparabiii  le  in¬ 
determinate  ,  quando  fm  m~n\  adunque  anche  nelle_» 
forinole  D ,  G  faranno  feparabiii  le  indeterminate^  9 
quando  fia  m  4-  zn  +■  2  ~  —  n  —  2 ,  zm  +•  n  4-  2  m  • —  ?»  —  2  s 

dal 
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dal: che  fi  ricavano  due  valori  di  m,  cioè  m~ —  3»  —  4, 
m  —  — - n  —  4  ,  ,podi  i  quali  ,  fuccede  la  feparazione_, 

:-ìz.  ■  r 

delle  indeterminate  .  Poiché  adunque  nella  propoda_» 
equazione  fi  feparano  le  indeterminate  quando  fia_, 
m  —  —  n — 4,  fi  fepareranno  anche  nelle  forinole  Ds 
3 

G  quando  fia  K  ~  —  X—  4  ,  S~  —  — »  —  4  ,  dal  che  lì 

3  3 

ricavano  altri  due  valori  di  m  ,  cioè  m  —  —  5 n  —  8 


5 

Ripetendo  Io  dello  difcorfo  ,  fi  averanno  infiniti 
altri  valori  della  m\  come  a-  dire  m  —  — 7 n  —  12  , 

5 

m  —  —  —  1 2  ,  m  —  —  pn  —  1 6  9  m  —  • —  7 n  —  1 6  ec. , 

7  7  ? 

vale  adire  generalmente  m-ihì:  1  X- — n  —  4 h ,  prefo  per 

2  b  +:  1 

h  un  qualunque  numero  intiero  pofitivo  principiando 
dall’unità;  podi  i  quali  valori  nella  propoda  equazione 5 
ci  daranno  feparabili  le  indeterminate. 

Si  aggiunga  ,  edere  in  oltre  feparabili  le  indeter- 
minate  nella  equazione  propoda  ,  quando  l’efponento 
m  fia  tale  ,  che  col  metodo  del  num.  ip.  polla  elfa  ri¬ 
durli  ad  edere  il  calo  del  num.  14. 

Sa- 
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Sarebbe  quello  il  luogo  di  fare  ufo  di  due  differta- 
zioni  del  dottiffimo  Signor  Eulero  inferite  negli  Atti 
dell’Accademia  di  S.  Pietro -Borgo  Tomo  6. ,  ma  per¬ 
chè  la  lottile  maniera,  con  cui  procede  l’Autore,  mi 
fembra  oltrepafflare  i  limiti  ,  che  io  mi  fono  prefiffa  di 
una  femplice  Inrtituzione  ,  lafcerò ,  che  a  fuo  talento  la 
veggano  i  Lettori  nel  citato  libro  . 

P-ROBLEMAI. 

40.  Ritrovare  la  curva  ,  la  di  cui  fottangente  Jìcl^ 

\ eguale  al  quadrato  dell ’  ordinata  divifo  per  una  coflante . 

Porte  le  afflile  =  x ,  le  ordinate  —y  ,  la  fottangen¬ 
te  è  fempre  ydx  ,  dunque  deve  efflere  eguale  ad  yy  , 

dy  TP 

e  però  avremo  l’equazione  ydx  —  yy  ,  onde  adx  —  ydy  , 

dy  a 

ed  integrando  ax  —yy  ,  o  fra  2 ax  —  yy  ,  Parabola  apoi- 

Z 

loniana  . 

Se  la  fottotangente  doveffe  efflere  eguale  alla  dop¬ 
pia  affilia  ,  àverebbefi  l’equazione  ydx  ~  zx  ,  e  però 

dy 

dx  —  dy  ,  ed  integrando  \lxjt-\la  —  ly  (  aggiungo 

zx  y 

la  cortante  f  la  per  adempire  la  legge  degli  omogenei  ), 

cioè 
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cioè  Iv'ax  ~  ly  ,  e  togliendo  i  logaritmi,  Vax~y  , 
cioè  ax  —  yy  ,  parabola  pure  apolloniana  . 

Debba  effere  collante  la  fottonormale  ,  farà  ydy  —a9 

dx 

cioè  ydy  —  adx  ,  ed  integrando  yy  =  ax  9  o  fia  yyzzzax, 

Z 

parabola  pure  apolloniana  . 

Debba  elTere  la  fottangente  tripla  dell’ affila  ,  farà 

ydx  —  3#  ,  cioè  dx  =  dy  ,  ed  integrando  l  |/  aax  —  ly, 

dy  ix  y 

o  fia  aax  — y 3,  parabola  prima  cubica . 

Debba  effere  la  fottangente  moltipla  dell’  afflila  fe¬ 
condo  un  qualunque  numero  m  ,  farà  ydx  —  mx,  cioè 

dy 


dx 


mx 


mi 

—  dy  ,  ed  integrando  lyam~lx  —  ly}  o  fia^ 


am~  1  x  =  ym ,  curva  del  genere  delle  parabole  . 

Debba  effere  la  fottotangente  =  z ax xx  ,  farà  fe¬ 


di  +-  x 


qu  azione  ydx  —  2^^  +-  A?# ,  cioè  aydx  +-yxdx  —  2 axdy  +- 
dy  a  +-  x 

xxdy  s  o  fìa  adx_-y-_xdx  —  dy  9  e d  integrando  / jr  = 
2ax  +-  xx  y 


l  tax  +-xx  9  e  però  wx—yy  ,  equazione  all’iper- 


boia . 


Deb- 
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Debba  edere  la  fottangente  =  2 axy —  3# 3  ,  farà 

ay  +-  ^xx 

l’equazione  yàx  —  zaxy — •  3# 3 ,  cioè  ayydx  +•  3 yxxdx  — 
dy  ay  +■  %xx 

zaxydy —  3 x}dy  .  Secondo  ciò,  che  è  flato  detto  al 
num.  18.  procuro  di  ridurre  quella  equazione  al  cafo 
del  num.  14.  ;  pongo  adunque  y  ~  zz  ,  dy  —  zzdz  , 

a  a 

fatte  le  fofiituzioni ,  farà  z*dx+-  ^zzxxdx  qxz* dz — - 
6x 3  zdz  ,  ed  eccola  ridotta  al  fuddetto  cafo  ;  quindi  fi 
fepareranno  le  indeterminate  ,  fe  fi  porrà  z  —  xp  3 

a 

dz  —  xdp  +~pdx  ,  e  fatte  le  fofììtuzioni  ,  farà 


p'x'dx  +-  3 ppx'dx  —  4xjp*  X  xdp  4-  pdx  — 
a 4  a  a  a 3  a 


6x*p  X  xdp  +-  pdx  ,  cioè  paapdx  —  3 p*  dx  —  qxppdp  — - 

a  a 


óaaxdp  ,  e  però  dx  =  qppdp  —  6aadp  ,  ed  integrando  9 
x  paap  ■ —  3  p 3 

ìx  —  Im _  5  e  redimito  il  valore  di  p  ,  cioè 


aV  ay  ,  farà  x  — 


m 


a  yy — 3 asyxx 
x 4 


a6yy- — 3 a5yxx  —  mx 


1 1 


cioè  finalmente^ 


Le 


'V.  -? 
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Le  due  foftituzioni  fatte  di  y  ter  zz  ,  c  di  %  , 

a  & 

per  feparare  le  indeterminate  ,  ci  fanno  vedere  ,  che_> 
fui  bel  principio  ballava  farne  una  fola,  cioè  y  —  xxpp , 

a  3 

Ma  affai  più  fpeditamente  fi  otterrà  l’intento  fcri- 
vendo  l’equazione  cosi:  %yxxdx +-  dy  —  zaxydy 
ayydx  ,  la  quale  divifa  per  xx  farà  3 ydx  4-  3  xdy  — 
2  axydy  • —  ayydx  ,  ed  integrando  ,  3 xy  =  ayy_  ,  cioè  jjy  ~ 

tcx  x  3 

xx  ,  parabola  apolloniana  ,  quando  fi  ommetta  la  co¬ 
llante  m  . 

Debba  eflfer  la  fottangente  —  4 x*  axy  ,  farà  ,1’e- 

^xx  ■ — ay 

quazione  4V3  —  axy  —  ydx  ,  cioè  /\x'  dy  —  axydy  ~ 

3 xx — ay  dy 

qxxydx  —  ayydx  ,  che  ferivo  in  quell’  altra  maniera  : 
'4 x*dy  —  3 yxxdx  —  axydy  —  ayydx  .  OlTervo ,  che  il  fé-' 
condo  membro  farebbe  integrabile  fe  foife  divifo  per 
xxy  ;  divido  adunque  tutta  1’  equazione  ,  onde  fia_. 
qxdy  —  ^vdx  zz  axdy  — aydx  ,  pongo  l’integrale  di  elfo 

y  XX 

fecondo  membro  ay  —  z  ,  e  fatta  fvanire  dall’equazione 

X 

la  y  ,  farà  effa  4#  X  xdz  +-  zdx  —  32 xdx  —  dz  , 

cioè 

VV- 


ZX 
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cioè  4 xdz  +-  zdx  —  dz  ,  la  quale  fi  potrà  codruire  col 

Z 

metodo  del  nutrì.  14.  ,  o  pure  'prepatata  giuda  il  me¬ 
todo  dei-  num.  24.,  farà  x  X  4 dz+-dx  —  dz  .  Faccio 

Z  X 

adunque  4 dz  +-  dx  —  dp  ,  ed  integrando  lz*x  —  la+p  , 

z  x  p 

ó  fra  z  +  x  =:  a*p  ,  è  però  fatta  fv anice  dall’equazione 
finale  la  x  ,  averemo  finalmente  a+p  X  dp  —  dz  ,  cioè 

z4  p 

a*dp  -s  z  +  iz  ,  ed  integrando  a*p  —  zs  ,  in  cui  reditui- 

s 

to  il  valore  di  p  ,  indi  quello  di  z  ,  farà  xx  —  ay  ,  pa¬ 
rabola  apòlloniatìa  . 

Debba  effer  la  fottangénte  =  a-bxla-hx  ,  farà 

i3  +*  /  a  a-  x 

l’equazione  a  +-  x  la  +  x  —ydx ,  cioè  dy  cr  adx  +- dx  l  a  +-  x . 

a  4-  la  +-  x  dy  y  a  +-  x  l  a  +-  x 

Per  paffare  all’  integrazioni  ,  pongo  a^xla-t+x  s:  z, 

è  però  dz  ~  dx  la +-x+  adx  ;  (  fuppoda  la  logaritmica 
della  fottangente  —  a)  fodituiti  i  valori  nell’equazione, 

farà  dy  —  dz  ,  ed  integrando  y  —z,  cioè  y~a  -t-xla+-x9 

y  z 

curva  trafcendente  ,  ma  che  fàcilmente  fi  deferiva  , 
^fuppoda  la  logaritmica  . 


tt  2 


PRO- 
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PROBLEMA  IL 


41.  Ritrovare  la  curva ,  il  di  cui  fpazio  fia  eguale 
a  due  terzi  del  rettangolo  delle  coordinate  « 

La  forinola  dello  fpazio  è  ydx  9  e  però  averalfi 

fydx  zz  ~  xy  t  quindi  ydx  zz  ~xdy  +■  -ydx  ,  cioè  ydx  — 

2xdy  ,  o  fia  dx  zz  dy  ,  ed  integrando  come  fopra_ , 

ZX  y 

/ \z~ax~  ly  ,  ed  ax  - yy ,  la  Beffa  parabola  . 

Debba  lo  fpazio  effer  eguale  alla  quarta  potetti 
dell’  ordinata  divifa  per  un  quadrato  collante  ;  farà 

J* ydx  zz  y +  j  cioè  ydx  ~  4 y 3  dy ,  o  fia  aadx  —  4 yydy  s  ed 

aa  aa 

integrando  ,  %aax  =  y3  3  parabola  prima  cubica . 


Debba  lo  fpazio  effer  eguale  alla  potetti  m  dell1  . 


ordinata  divifa  per  una  collante  ,  farà  j' ydx 


ym  x 


a m~* 


cioè  ydx  —  mym~~  1  dy  ,  o  Ila  a  m  z  dx  _  my m  z  dy  , 


a 


m  —  z 


ed  integrando,  m—  1  X  amr~  1  x  zz  mym~  %  curva  del  ge¬ 


nere 


ANALITICHE  LIB.  IV.  94.5; 
nere  delle  parabole  ,  o  dell'  iperbole  ,  fecondo  die  farà 
m  1  pofitivo  ,  o  negativo  . 

PROBLEMA  III. 

42.  Date  infinite  parabole  del  medefimo  genere  qua¬ 
lunque  ;  ritrovare ,  quale  fia  quella  curva  ,  che  tutte  II. 
taglia  ad  angolo  retto  . 

Sia  l'equazione  —  ym,  la  quale  (confideran- 

do  ,  come  arbitraria  la  p  ,  e  fufcettibile  d’ infiniti  valori  ) 
efprime  infinite  parabole,  e  fimilrnente  confiderando  le 
m ,  ed  n  ,  efprime  qualunque  genere .  E  fieno  effe  in_. 
primo  luogo  tutte  al  medefimo  affé  AB ,  (Fig.  3.)  ver¬ 
tice  A  ,  diverfe  folo  nel  parametro  .  Una  di  quelle  in¬ 
finite  parabole  fia  A  C ,  in  cui  AB  —  x  ,  B C~y  . 

Da  un  qualunque  punto  C  fi  conduca  la  tangente., 
CT ,  e  la  normale  CP ;  già  fi  fa  ,  che  farà  BT  —  mx  . 

n 

La  curva,  che  fi  cerca,  fia  DC;  e  poiché  quella  deve 
normalmente  tagliare  la  parabola  nel  punto  C,  per  una 
porzione  infiniteiìma  dovrà  confonderli  con  la  normale 
CP  nel  punto  C;  adunque  CT  tangente  della  parabola  AC 
farà  affieme  normale  alla  curva  DC  nel  punto  C,  ed  in 
confeguenza  BT  farà  nello  llelTo  tempo  e  fottotangente 
della  parabola,  e  fottonormale  della  ricercata  curva  DC\ 
Ciò,  che  dicefi  delia  parabola  AC,  conviene  a  qualun¬ 
que 
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tjtlè  àftfa  del  medefitno  genere  .  Il  problema  adunque 
confilìe  a  ritrovare  ,  quale  Uà  la  curva  DC  >  la  di  cui 
fottonormale  ila  ~  mx  .  L’efprelììone  generale  della^ 

n 

fottonormale  è  ydy  ,  che  in  quello  cafo  deve  prenderfi 

dx 

negativa,  perchè  nella  curva  DC  crefcendo  AB  (x)  , 
cala  BC  (7)3  e  peto  farà  l’equazione  differenziale  mx~ 

n 

—  ydy  ,  e  feparando  le  vàriàbili  ,  iftxdk  zz  —ydy,  ed 

clic  n 

integrando ,  mxx  n  — yy  p  aa  ,  o  fìa  nyy  —  tnaa  — •  xx , 

zii  z  m  m 

equazione  all’elliffi  .  E  perchè  in  neffun  modo' ci  entra 
il  paràmetro  p  ,  la  foluzione  farà  generale  per  le  infi¬ 
nite  parabole  cosi  defcritte  . 

Se  l’efponerite  n  della  equazione  pm~nxn  ~z  ym  fi 
fupporrà  negativo,  onde  l’equazione  fia  xì,ym  -  p  m+-  «  * 
in  cui  ora  è  pofitivo  ,  farà  ella  all’ infinite  iperbole  del 
medefimo  genere  fra  gli  aliatoti  ,  le  di  cui  fottotangen- 
ti  fono  =—  in*  ,  £  deve  pure  effere  a  quelle  eguale  ìau, 
h  — 

fottonormale  delia  curva  DC  ;  adunque  farà  —  mx  d 

n 

—  ydy  i  cioè  mxdx  —  ydy  ^  ed  integrando,  mxx  —  yy  p  aa, 

dx  n  zn  z 

o  fìa  XX  —  znaa  -  nyy,  equazióne  all’ ipérbola,. 

m  m 


Se 
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•  Se  le  infinite  parabole  AC  ,  QC  ec,  cieli’  equazione 
■pw'-wzP  ^  y c  averanno  tutte  Io  lidio  parametro,  ma_» 
ciafcuna  diverto  il  vertice  fili  medefimo  afte,  vale  adire, 
fe  una  fi  muova  Tempre  full’ afte  parallela  a  fe  medefi- 
jpa;  chiamando  da  un  punto  fillio  A(Fig.  4.)  una  qua¬ 
lunque  AB  —  x  ,  e  prefa  una  qual  fi  fia  QC  ,  la  di  cui 
affilia  QB  —  z  ,  ordinata  BC  —  y  ,  farà  pure  — ydy  la_, 

dx 

fottonormale  della  ricercata  curva  DC ,  e  però  eguale 
alla  fottotangente  ET  della  parabola  QC ;  quindi  l’equa¬ 
zione  —  ydy  —  mz  ;  ma  per  l’equazione  della  parabola  fi 

dsc  n 

m  m 

à  z~  y  n  ,  adunque — ydy  —  my  n  ,  cioè  dx  = 

m—n  m  —  n  • 

p  u  np  n 

m  r—  n 

^  H  iy  ,  ed  integrando  ,  #  == 

w  —  n  zv  —  m 

—nnp  "  y  n  9  equazione  della  ricercata  curva  DC. 
in  X  zn  —  m 

Le  parabole  fieno  apolloniane  ,  cioè  m  —  2  , 
n  —  1  ;  l’equazione  integrata  non  fervirà  in  quello  ca¬ 
ffi  ,  perchè  fatte  le  foilituzioni  de’  valori  di  m  ,  ed 
x  ,  averafli  x  —  —  p  ;  ma  prefa  la  differenziale  ,  farà 

O 

effa  dx  —  —~p  X  dy  ,  equazione  alla  logaritmica  .  La_, 

y 


curva 
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curva  adunque, -che  taglia  le  infinite  parabole  apollonia-* 
ne  ad  angolo  retto,  farà  la  logaritmica  MCN ,  la  di  cui 
fottangente  è  eguale  alla  metà  del  parametro  delle  para¬ 
bole  . 

Le  parabole  fieno  prime  cubiche,  cioè  m—  ^  ,n—\ì 
farà  x  ~  —  ppy  - T ,  o  fia  xy  ~  pp  ,  e  la  curva  D  C  farà 

~  5  ì 

l’iperbola  fra  gli  afintoti  . 

Le  parabole  fieno  le  feconde  cubiche  ;  cioè  m  —  3 , 
n  22  2 ,  farà  x  =  “  ~  v'py ,  o  fia  xx  —  ~py,  e  la  curvai 

DC  la  parabola  ordinaria  .  Prefi  altri  valori  per  le  m  , 
ed  »,  altre  curve  fi  averanno  . 

Se  le  parabole  JC3  Q C  tc,  oltre  l’avere  fui  me¬ 
de  fimo  alfe  diverfo  il  vertice  ,  averanno  variabile  il  pa¬ 
rametro  ,  cioè  uguale  in  ciafcuna  alla  ricettiva  difianza 
del  yertice  dal  punto  fifTo  E  ,  prefa  una  qualunque  Q  C, 
fia  E  B  —  x ,  aiTiffa  della  ricercata  curva  DC ,  BC  ordi¬ 
nata  —  y  3  EO  —  p  22  al  parametro ,  farà  QB  —  x  —  p  , 

c  l’equazione  delle  infinite  parabole  — p  —y™s 

e  la  fottangente  B  T  ~m_  X  *  —  p  ,  e  però,  l’equazione 

-  n 

—  ~  mYs  x  ' —  ^  » 

w 

Le  parabole  fieno  apolloniane,  cioè  m  22  2 ,  n~i9 

farà  =  x±l  . /xx  —  yy  p  quindi  fatte  le  fofiituzioni 
%  V  4 

nell’ 
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nell’equazione  — ydy  ~  m  X  x  —  p  ,  farà  ella  —  ydy 

dx  n  dx 


— yy  ,  che  fi  potrà  ridurre  col  metodo  del 


numero  14.  alla  feparazione  ,  per  indi  paffare  all’inte¬ 
grale  ,  che  farà  algebraico  . 


Se  le  infinite  parabole  AC  ,  ec.  dell’equazione 
pm~n  zn  —  ym  averanno  lo  fiefio  parametro  collante,  gli 
affi  paralleli  ,  ed  i  vertici  variabili  nella  perpendicolare 
agli  affi  ,  vale  a  dire,  fe  una  fi  muova  in  maniera,  che 
ciafcun  punto  di  ella  deferiva  delle  perpendicolari  agli 
affi  .  Prefane  una  qualunque  EC  ( Fig .  5,),  e  chiamata-^ 
AM—.EB  —  z,  BC  —  y ,  MC  —  x  ,  e  condotta  alla  pa- 
rabola  EC  la  tangente  CT  prodotta  in  F,  farà  MV  la 
fottonormale  della  ricercata  curva  D  C ;  ma  poiché  BTzz 
mz  ,  farà  MV —  mzx ,  quindi  averaffi  l’equazione  mzx  zz 

n  '  ny  ny 

m'—'n  w 

—  xdx  ,  e  fofiituito  in  luogo  di  y  il  valore  p  m  zm 

dz 

dato  dall’equazione  pm~*n  zn  zz  ym  ,  farà  finalmente^ 
mzx  — —  xdx  ,  cioè  — -  mzdz  zz  dx ,  ed  in- 

m  —  nn  dz  m  —  n  n 

np  m  zm  np  m  zm 


te¬ 


li  u 
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un  ~  h 

tegrando  ,  x  =  —  mmz  m  ,  equazione  della 

m-*n 

n  Xzm  —  nXp  m 
curva  ricercata  DC. 

Le  parabole  fieno  apolloniane,  ciò bm  —  i,  n—  i  ,  farà 
i. 

x-  —  42;*  ,  o  fia  9pxx  zz  zì  ,  e  però  la  curva  DC  la 

I  1 6 

3P~ 

feconda  parabola  cubica  ,  il  di  cui  lato  retto  farà  a_. 
quello  della  parabola  AC,  come  il  p.  al  1 6. 

Avvertali ,  che  in  quello  cafo  la  pofìzione  della  cur¬ 
va  D  C  non  farà  la  fegnata  nella  figura  5. ,  ma  averà  il 
vertice  in  A  ,  tagliando  ad  angolo  retto  la  parte  infe¬ 
riore  delle  parabole  apolloniane ,  cioè  incontrando  il  con¬ 
vello,  come  nella  figura  6, 

Fidato  altro  genere  per  le  parabole  A  C  ,  farà  pure 
una  parabola  d’altro  genere  la  curva  D  C . 


PRO- 
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PROBLEMA  IV. 

43*  Sulla  retta  AD  (Fig.  7.)  ìn/ìfìa  la  retta  AC 
in  angolo  femiretto ,  fi  ricerca  l'equazione  della  curva  AB, 
la  di  cui  proprietà  fiay  che  l'applicata  BD  abbia  allafot- 
totangente  D  F  la  ragione  d'una  coflante  a  alla  B  C  . 

Chiamate  AD  —  se ,  DB  —  y  ,  farà  CB  —  y  —  x  , 
quindi  per  la  condizione  del  Problema  fi.  averà  y  , 
ydx  :  :  a,  j/  —  e  però  l’ equazione  adx  —  ydy  —  xdy . 

dy 

Per  feparare  le  indeterminate  mi  fervo  del  metodo  del 
num.  23 pongo  pertanto  x  —  Ay+-p+-  B  ,edx  —  Ady  +-  dp  ; 
fatte  le  fofiituzioni ,  farà  a  Ady  +-  adp  —  ydy  —  Aydy  — 
pdy  —  Bdy ,  ma  in  quella  equazione  fi  feparano  le  inde¬ 
terminate,  fe  fparifcano  il  primo,  e  fecondo  termine., 
dell’omogeneo  di  comparazione,  cioè  fe  fia  A  —  1 ,  e  B 
rimane  arbitraria,  che  porrò  per  brevità  =  0;  adunque 
la  fofiituzione  da  farfi  è  x—y  +•  p,  dx  —  dy+-dp,e  l’equa¬ 
zione  farà  adpzz  — ady —  pdy  y  cioè  adp  —  —  dy ,  curva 

a+~p 

trafcendente,  e  che  dipende  dalla  logaritmica  . 


au  2 


PRO- 


* 
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PROBLEMA  V. 

44.  Ritrovare  la  curva  }  la  di  cui  area  Jta  axy  +> 
bx c  y 0  ,  chiamando  al  {olito  le  ajjìjje  x,  le  ordinate  y . 

Deve  adunque  eflere  j' ' ydx  —  axy  +•  bxcye  ;  e  però 

=  axdy  +-  aydx  +* exc~tl  dx  +-  ehx cye~x  dy  \  o  fia  , 
fatto  a  —  1  cr  m  ,  mydx  axdy  +-  chye xc~*  1  dx  +■ 
ebxcye~1dy  —  o.  Per  feparare  le  indeterminate  in  quella 
equazione  li  potrebbe  fervirii  del  metodo  del  num.  33. 
ponendo  x  zz  ue~xze~x  ,  ed  y  za  zl~c ,  onde  dx  zz 

e  —  1  X  ze~'1ue~“l du-b-e—  1  X  ue~x  Ze~z dz  ,  c  dy  zz 

1  —  c  Xz~cdz;  ma  fatte  le  foftituzioni ,  ci  fi  prcfen- 
terebbe  un*  equazione  molto  compofta  ,  la  quale  richie¬ 
derebbe  un  iunghifiìmo  calcolo  . 

Per  venirne  a  capo  con  brevità  :  riprefa  1’  equazio¬ 
ne J ydx  zz  bx  cye  +■  axy  ,  pongo  xcye  zz  q  ,  onde  l’e¬ 
quazione  fia  j~ ydx  zzbq+-  axy  ,  e  però  ydx  zz  bdq  +- 

axdy  +-  aydx  -  Ciò  pollo  ,  mi  fervo  del  metodo  del  num. 
24.,  a  norma  di  cui  ferivo  l’equazione,  così: 

axy  X  1  — _J?  X  àx  —  dy  zz  bdq  ;  indi  pongo 

a  x  y 

I-  —  a  X  dx  —  dy  zzdp]  e  però  integrando ,  1  —  a  J  x  zz  lp  3 

st  M  V  Ù  Oj  V 


o 
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i  —  a 


o  Cia.  x  a  =  p  .  Fatte  per  tanto  le  dovute  fo- 


flituzioni  3  averaflì  ls  equazione  ax  a  dp  —  bdq  . 

tP 

I 
►— < 

Ora  per  efprimere  la  x  a  per  le  allume  p ,  q ,  fi 

I 

rifletta  ,  che  xcye  =  q  ,  cioè  ye  =  q  ,  cioè  y—qe  ; 


xl 


x 


I  —  « 


I  —  A 


ma  fi  a  pure  a?  g  ~y  ,  dunque  a?  «  =  q  e  ,  o  fia_. 

P  ”7  - 

e  —  ae  +~  «c  i 

X 


X 


ae 

i 


q  e  p  ,  e  finalmente  a?  a 


qe—ae-i-  ac  p  e  —  ae +- ac  .  Fatta  adunque  quella  fofiituzio- 

\ 

I 

ne  in  luogo  di  x  a  ,  averemo  l’equazione 


—  e 


ape-~ae*-ac  dp  —  bdq  ,  cioè  ap  e^ae-h-ac  dp  ZZ 


t  e  —  ae  +-  ac 


bqe—  ae+-  acdq  s  ecj  integrando  s 


ae  —  ac 


e  a*  -K7£  — 1 1 


"  aae  +-  aac  X  p e  ^+‘  +-  bue  X  7  «  -  +  «c  4- 

— «e1  +-  ac —  i 

equazione  della  .curva  ,  che  fi  cerca . 

E’ 
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E’  manifello  ,  che  quella  curva  farà  per  lo  più  al¬ 
gebrica  quando  le  quantità  a ,  c ,  e  faranno  razionali , 
ed  all’ oppoflo  trafcendente  quando  una  di  effe  farà  irra¬ 
zionale.  Diffi  per  lo  più,  perchè  anche  polle  razionali  le 
a,  c,  e ,  farà  però  trafcendente  la  curva  ,  fe  Ila  <?  =  c  ; 
o  pure  a  —  i  —  f  ;oc  =  i,  ed  affieme  a  —  i  ;  o  a  =  o , 


c —  e 


ed  affieme  e—i  ,  ed  in  diverfi  altri  cali,  che  non  ferve 
tutti  accennare . 


CAPO 
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CAPO 


I  V. 


Della  riduzione  delle  Equazioni  differenziali 
del  fecondo  grado  , 

45.  (filando  le  equazioni  differenziali  del  fecondo 
grado  fono  tali ,  che  poffano  loro  adattarfi  le  Regole  fpie- 
gate  dell’ integrazioni  sì  ne’ cali  delle  variabili  feparate,  co¬ 
me  in  quelle,  che  fono  mille,  nulla  occorre  di  più,  che  fer- 
virlì  delle  dette  regole,  e  così  per  mezzo  dell’ integra¬ 
zioni  ridurle  a’ primi  differenziali;  e  però  intorno  a  ciò 
nient’ altro  fa  d’uopo  aggiungere  .  Che  fe  poi  le  formole 
così  ridotte  al  primo  grado  non  avemmo  bene  fpeffo  fe- 
parabili  le  indeterminate,  nè  faranno  colfruibili  in  verna 
modo ,  la  colpa  non  farà  della  maniera  ,  con  cui  fi  fvi- 
JuPPano  le  feconde  differenze  ,  ma  piuttolìo  di  quella  , 
con  cui  fi  maneggiano  le  prime  . 

Dovrà  adunque  verfare  la  nolfra  induflria  circa  il 
ridurre  le  equazioni  differenzio' differenzi  ali  ad  effere  atte 
per  le  affegnate  regole  dell’ integrazioni ,  il  che  lì  può 
tentare  in  più  modi . 

qtf.  Una  maniera  potrà  effere  di  fervirfi  de’foliti 
ripieghi  dell’Algebra  volgare  trafponendo  i  termini  ,  di¬ 
videndoli  ,  o  moltiplicandoli  per  qualche  quantità  ,  ed 
altri  fimìli.  Ma  prima  d’ogn’ altra  cofa  è  neceffario  ri¬ 
cordarli 
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cordarli,  o  fa  pere ,  Te  nel  pattare  dalle  prime  alle  fecon¬ 
de  differenze  fiali  prefa  qualche  fluflìone  per  collante  , 
e  quale  fia  Hata;  ed  in  oltre,  che  ficcome  nell’ integra¬ 
zioni  dalle  prime  differenze  alle  quantità  finite  fi  aggiun¬ 
ge  tempre  la  collante  ,  cosi  nulla  meno  devefi  aggiun¬ 
gere  nelle  integrazioni  dalle  feconde  alle  prime  diffe¬ 
renze  .  Ciò  pollo  ,  fia 

ESEMPIO  L 

Sia  propolla  l’equazione  bym  —  2 ayddx  +-  adxdy  ,  in 

c',n  dudy 

cui  la  du  —  vdx 1  +•  dy*  è  l’elemento  della  curva,  e  fi  fup- 
pone  collante  ;  la  ferivo  così  bym  dydu  =  layddx  4-  adxdy . 

cm 

Il  primo  membro,  effendo  collante  du ,  è  integra-  s 
bile ,  quando  anche  fi  multiplichi  ,  o  fi  divida  per  qua¬ 
lunque  funzione  di  y  \  ed  offervo ,  che  lo  farebbe  pure 
il  fecondo,  fe  fi  divideffe  per  21 sy.  Divido  adunque»» 
tutta  l’ equazione  per  2  Vy  ,  e  farà  bym  dvdu  — 

2CmU'y 

m  4_  1 

igyddx  a-  adxdy  y  ed  integrando  farà  by  2  du  =: 

m+-  d  X2c'n 

adxVy*  adu  l/a,  equazione  ridotta  alle  prime  differenze. 

Nell’ integrare  ò  aggiunta  la  du  appunto,  perchè  è 
collante,  e  l’ó  moltiplicata  in  aVa  per  gli  omogenei. 

ESEM. 
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ESEMPIO  II. 

Sia  1’  equazione  f  —  dx-  — •  yddy  ,  in  cui  fi  è  prefa 

y ì  dx* 

ydx  per  collante;  la  moltiplico  per  2 dy ,  e  farà  2 fdy  22 
2 dx 2  dy  —  2 ydyddy  ,  cioè  2 fdy  —  zdy  —  2 dyddy  ,  ed  inte- 
y1  dx*  y*  yydx * 

granfio,  per  efier  collante  ydx ,  farà  J' \fdy  — 

—  1  —  dy *  +*  nyydx 2  . 

yy  yydx 2 

ESEMPIO  III. 

Sia  l’equazione  f  —  du* —  yddy  ,  in  cui  d#  Ila  co» 

yì  dx* 

fiante,  e  l’elemento  della  curva,  cioè  \xdx*+-  dy*  = du . 
Poiché  dunque  è  collante  4*  ,  farà  dyddy  -  duddu  ,  e_, 
però  fofiituendo  il  valore  di  ddy  nell’equazione,  farà /= 

dvdu*  — y duddu  ,  e  moltiplicando  per  2 y  ,  zfy  — 

3  2 

lydydu*  —  2 yy  duddu  ,  cioè  2%  —  lydydu*  —  2 yy  duddu  , 
y'dydx*  y4dx* 


x  x 


ed 
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ed  integrando  2 ffdy  —  ■ —  du 2  +-  ndx 1  • 

yydx 1 

In  queft’ altra  maniera  ancora:  porto  nell’ equazione 
in  luogo  di  du  il  filo  valore,  farà  erta/  —  dx2 4-  dy 2  — yddy , 

yì  dx 2 

e  moltiplicando  per  %ydy,  2 fydy  —rydydx 2  +zydy 3  -  zyydyddy, 

yì  dx‘ 

cioè  2  fdy  ~  lydydx 2  +•  %ydy  -  —  zyydyddy  ,  ed  integrando, 

y*dx 2 

2  f  'fiy  —  — ■  dx 2  — dy 2  +2  ndx 2  . 

yydx 2 


ESEMPIO  IV. 

Sia  l’equazione  adx  ~  xyddy  +•  xdy2 ,  in  cui  dx  fia 

dx 

cortame j  moltiplicata  per  dx,  e  divifa  per  x  farà  adx 2  za 

yddy+-dy2,  ed  integrando  ,  giacché  dx  è  cortame, 
adxl x  +•  Adx  r z ydy  .  Che  fe  faraflì  la  cortame  aggiunta 
A  —  a  ,  averaffi  adx  l  x  +-  adx  —  ydy  ,  e  paifando  avanti 
con  l’integrazione,  axlx  —  yy  , 

z 
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ESEMPIO  V. 


Sia  l’equazione  f  —  dxdyduz  +- ydu' ddx  —  ydxduddu9 

ydxdydi 2 

in  cui  du  è  l’archetto  della  curva  ,  dt  è  data  per  x ,  e 
per  y  ,  e  neduna  fiudìone  prima  è  (lata  prefa  per  co¬ 
llante  ;  la  divido  per  y3dx* ,  e  la  moltiplico  per  2  ,  e 
farà  2/  =  2dxdyduz  4-  zyduzddx  ■ — 2 ydxduddu  ,  o  iia_. 

y  3  dx 3  y  4  dx  4  dydt 1 

2  fdydtz  ~  2  dyda 2  +-  2  vydu 2  dxddx  —  2 yydxz  duddu  , 

yydxz  y^dx* 


duz 

yydx'- 


n 


ed  integrando  ,  zj'fdydt 2  r:  • 

yydx  2 

Ma  fi  può  ben  dire,  edere  cofa  imponìbile,  il  fare 
ufo  di  quello  metodo  nell’ equazioni  ,  le  quali  fieno  al¬ 
quanto  compofie  ,  quando  a  un  di  predo  già  non  fi  fap- 
piano  le  iptegrazioni,  che  devono  farli ,  onde  paderò  ad 
altri  metodi . 

47.  Nella  foluzione  de’ Problemi  padando  dalle.* 
prime  alle  feconde  differenze  può  tornare  molto  como¬ 
do  il  non  adumere,  qualora  fia  libero  ,  dudìone  alcuna 
per  collante  ,  per  potere  quindi  con  la  formola  fotto 
l’occhio  determinare  quella  tale  collante  ,  per  cui  l’ef- 
preffione  venga  in  tale  modo  ad  abbreviarli  ,  che  fia_» 

x  x  2  facil- 
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facilmente  integrabile  .  Gli  efempj  faranno  meglio  in¬ 
tendere  il  metodo  , 

ESEMPIO  I. 

Sia  l’equazione  f  —  dy’  dx  *  ày  —  xdyddx  +-  xdxddy  , 

zx 3  dy 3 

la  quale  fiali  avuta  fenza  affo  mere  alcuna  fluffione  co- 
fiante  .  Per  abbreviare  quella  formola  :  confiderò  ,  quale 
pofia  elTere  quella  fluffione  ,  che  prefa  per  collante  mi 
difìxugga  nell’omogeneo  di  comparazione  due  termini  , 
due  foli  lafciandone  ,  e  trovo  che  due-  poffono  effere  , 
cioè  xdy  ,  e  dx  . 

SC 

Sia  dunque  xdy  ~  c  ,  e  prefe  le  differenze ,  xddy  +» 
dxdy  —  o  ,  e  però  anco  moltiplicando  per  dx  ,  xdxddy  -t- 
dxzdy-=,o  ,  con  che  fparifeono  nell’omogeneo  di  com¬ 
parazione  dall’  equazione  principale  il  fecondo  ,  e  quar¬ 
to  termine  così ,  che  fi  avrà  f~  dy 3 —  xdyddx  ;  ma_« 

zx 3  dy 3 

effendo  xddy  +-  dxdy  =  o  ,  farà  dy  zz  —  xddy  ,  quindi 

dx 

fo  Intuendo  9  farà  f  =  —  xdy 2  ddy  — -  xdyddx  ,  cioè 

zx 3  dxdy 3  zx3  dy3 

f  zz  —  xdy  '  ddy  —  xdxdyddx  ,  o  fiaj fzz —  dyddy  - —  dxddx  , 
zx  3  dxdy 3  z xxdxdy z 


ma 
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ma  xdy  ~  c  ,  adunque  f  zz  —  dyddy  dxddx  ,  e  final¬ 
ità.» 

mente  fdx  zz  —  dyddy  —  dxddx  ,  ed  integrando  , 

zec 


J fdx— — dy%  — dxz  +zn,o  fi  a  J" fdx  zz —  dy 1  —  dxz±zn? 

4CC  atxxdyz 

Quando  fiafi  giunto  all’equazione  /=  dyì  —  xdyddx  ,  fi 

2  x*  dy* 

può  più  brevemente  paflare  all’  integrazione  moltipli¬ 
candola  per  dx  ,  e  difponendpla  cos \:  fdx  —  dx  —  dxddx , 

zx  ■  zxxdy z 

mentre  e  (Tendo  xdy  collante  ,  far  a  J" fdx  =  —  i  — 


dxz  ±:  n  ,  come  fopra  , 

qxxdy  1 


Facciali  ora  collante  la  quantità  »  Una  tale  fup- 

K 

pofizione  dando  xddx  — -  dxz  ^o,  e  però  anco  — 7 

xx 

xdyddx  dxzdy  ~  o  ,  toglie  il  fecondo  ,  e  terzo  termi¬ 
ne  dall’equazione  principale,  e  la  muta  in  quella  /ss 
dy 8  +-  xdxddv  ,  e  moltiplicando  per  <£v  ,  /fo  ss 
tx 3  dy 5 

àxdy%  ^xdxzddy  ,  il  di  cui  integrale,  a  cagione  di  dx, 
zx 3  dy 3  x 


\ 


o 
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o  dti"  bollante.,  fi  trova  edere  r fdx  zz  —  i  —  dxz  +z  n* 
xx  ^  4^*v  4 xxdyz 

come  fopra  . 

48.  Ma  per  fapere  a  un  di  predo  ,  quale  fluffione 
pofTa  prenderli  per  collante,  fi  oflervi ,  fe  nell’equazio¬ 
ne  propolla  vi  fieno  due  ,  tre  ,  o  più  termini  ,  i  quali 
moltiplicati  ,  o  divifi  per  una  quantità  a  loro  comune, 
pollano  ridurli  ad  edere  integrabili  fi  indi  fatta  l’ integra¬ 
zione  ,  la  loro  integrale  fi  prenda  per  collante  ,  e  fi 
proceda  nel  modo  fpiegato  .  Se  non  Tempre  ,  qualche.» 
volta  almeno  avremo  l’intento  . 

Ripiglio  l’equazione  /  =: 

dy*  J<-dxzdy  ■ —  xdyddx  4-  xdxddy  ;  ofiervo  ,  che  i  due_j> 
2x 3  dy 3 

termini  dxz dy  +-  xdxddy  divifi  per  dx  rimangono  dxdy  +~ 
xddy ,  quantità  integrabile  ,  e  che  il  fuo  integrale  è  xdy  ; 
ecco  adunque ,  per  qual  cagione  doveva!!  prendere  que¬ 
lla  quantità  per  collante  .  Similmente  ofiervo  ,  che  i  due 
termini  dxzdy ■ — - xdyddx  ,  fe  fi  dividono  per  — ■  xxdy  9 
ci  danno  —  dxz  +- xddx,  quantità  integrabile  ,  il  di  cui 

XX 

integrale  è  dx  ;  potevafi  adunque  prendere  per  collante 

X 

anche  la  fluffione  dx  » 

X 


ESEM- 
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ESEMPIO. 


Venga  propofla  la  forinola  xy  X  dxddy  —  dyddx  — 
ydydxz  • — yydzdyz  —  xdxdyz  ,  in  cui  la  variabile  z  è  in 
qualunque  modo  data  per  y  . 

La  difpongo  cosi:  xy  dxddy  *~yydzdy 2  =  yx  dyddx  +■ 
ydydx 1  —  xdxdy2  ,  ed  offervo  ,  che  fe  fi  divida  per 
yydy  l’omogeneo  di  comparazione  ,  farà  egli 
yxddx  +-ydxz — xdxdy  ,  il  di  cui  integrale  xdx  .  Pren- 

yy  y 

do  adunque  per  collante  xdx  ,  e  però  xdx  —  c  ,  ed 

y  y 

xyddx  +* ydx z  —  xdxdy  —  o,  quindi  la  propolla  equazio- 

yy 

ne  verrà  ad  elfere  xy  dxddy  4-  yydzdy 2  —  o  ,  cioè  dz  — 
—  xdxddy  ,  ed  integrando  ,  per  effere  xdx  collante»,  , 
ydyz  y 

Z  —  xdx  ir  n  • 

yay 

49.  Quando  in  una  equazione  del  fecondo  grado 
manca  l’una,  o  l’altra  delle  due  indeterminate  con  tutte 
le  fue  funzioni  ,  e  non  entrano  nella  foratola  fe  non  lo 
fue  differenze  prime,  o  feconde  in  qual  Offa  modo  coni- 

polle 
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polle  ,  ed  a  qualunque  dignità  elevate  ,  l’integrazione, 
o  riduzione  alle  prime  differenze  farà  Tempre  in  noffra 
mano  per  mezzo  di  una  foflituzione  .  Quella  farà  di 
porre  la  prima  differenza,  che  fluifce  ,  eguale  ad  una_. 
nuova  incognita  moltiplicata  nella  fiuffione  affunta  co¬ 
llante,  o  che  fi  affama  ad  arbitrio  in  cafo,  che  neffuna 
foffe  fiata  Affata  collante  .  Per  efempio  :  in  una  data», 
equazione  fia  data  fuppofla  dx  variabile  ,  e  ày  collante  ; 
fi  faccia  dx  —  pdy  ,  e  prendendo  le  differenze  nell’ipotefi 
di  dy  collante,  ddx  —  dpdy.  Fatta  quella  follituzione  in 
luogo  di  ddx  ,  e  maneggiata  l’ equazione  ,  col  fodituire 
i  valori  prefì  dall’  equazione  dx  —  pdy  ,  fi  ridurrà  Tem¬ 
pre  alle  prime  differenze  . 

O  pure  fe  tornaffe  più  comodo,  fi  ponga  la  prima 
fluffione  della  variabile,  che  manca  dall’equazione,  egua¬ 
le  ad  una  nuova  indeterminata  moltiplicata  nella  prima 
fluffione  dell’altra  .  Fatte  le  debite  foflituzioni  ,  avendo 
riguardo  alla  fluffione  ,  che  farà  fiata  prefa  collante  , 
averemo  l’equazione  propolla  ridotta  alle  prime  diffe¬ 
renze  . 


ESEMPIO  I. 

Sia  di  nuovo  1’  equazione  dell’  efempio  primo  del 
aura.  46.  bym  —  2 ayddx-h  adxdy ,  in  cui  è  fuppofla  co- 
c m  dudy 

dante  la  du  .  Fac- 
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Faccio  pertanto  dx  —  pdu ^  e  differenziando  ,  dix  zz 
dpdu ,  quindi  furrogato  quello  valore,  averemo  bym  zz 


,  m 


zaydpdu  +■  apdudy  ,  cioè  bym  zz  zaydp  +-  apdy  ,  e  però 
dudy  c m  dy 

bym  dy  zz  zaydp  +-apdy ,  la  qual  equazione  divifa  per  z\/y 
cm 


è  integrabile,  e  l’integrale  fi  è  by 


m  4—  — , 


z  — 


apVy±:g\ 


m-h-yzc 


m 


m+- 


ma  p  __  dx ,  dunque  by  z  du  —  adxl'ytzgdu, 
du 


m+-  ~  >(2 c 


m 


ESEMPIO  II. 


Sia  l’equazione  fyydydx 2  zz  —  duddu  .  La  /  è  data 
per  y  ,  du  è  l’elemento  della  curva,  ed  yia?  è  la  fluffio- 
ne  prefa  collante  .  Faccio  adunque  du  zz  pydx  ,  e  diffe¬ 
renziando,  ddu  —  ydpdx ,  e  però  fatte  le  fòlfituzioni,  farà 
fyydydx 1  =  —  yypdpdx z ,  cioè  /iy  =  — pdp  ;  onde  inte¬ 
grando,  zj^fdy  —  —  pp  z  m  ,  ma  pp  zz  duz  zz 

yydx 1 

dxf^pdyf  ;  fatte  pertanto  le  folfituzioni  ,  e  la  riduzio¬ 
ni#  z 

y  y  ne  . 
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ne ,  averafiì  dx^  dy  _  • 

1/  2  myy  —  i  —  zyy  j~  f  dy 

Riduco  ora  la  flelTa  equazione  per  mezzo  dell'  al¬ 
tra  follituzione  indicata  .  Pongo  adunque  dx  —  pdu  ,  e 
ddx  —  dpdu  +■  pddu  ,  e  però  ddu  =  ddx  —  dpdu  .  Fatte  le 

P 

foflituzioni  ,  farà  }’  equazione  fyyppdydu 2  = 

. —  duddx+-  dpdu2 ,  ma  è  fiata  alluma  collante  la  fluiTio- 
p 

ne  ydx  ,  quindi  averemo  yddx  +-  dydx  =  o  ,  cioè  ddx  ~ 
—  dxdy  ,  o  fia  ddx  ~  —  pdudy  ,  e  furrogato  quello  va- 

y  T~ 

lore  ancora  nell’  equazione  ,  farà  fppyydy  zz  dy  -t-  dp  .  Ciò 

y  T" 

pollo  :  palio  avanti  9  e  faccio  dy  +-  dp  —  dq  ,  onde  py  —  qy 

y  p  q 

e  però  fqqdy  =.  dq  ,  0  fia  f  dy  —  dq  ,  o. d  integrando, 

1  ?3 

/fdy  —  —  l  t  W)  ma  qq  —  ppyy  zzyydx 2  —  yydx 2  , 
zqq  du2  dx2  +>  dy2 

dunque  farà  a  fdy  —  • —  dx 2  —  dy 2  +~  z m  ,  da  cui  fi  ri- 


yydx 


cava  ,  come  fopra,  dx  — 


dy 


1/  2  myy 


zyy 


ffdy 
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ESEMPIO  III. 


Ripiglio  l'equazione  dell'efempio  3.  del  nura.  4S. 
fyidxz  =  dxz  4-  dyz — yddy  ,  in  cui  è  collante  dx  ,  e_> 
pongo  dy  —  pdx  ,  e  però  ddy  —  dpdx  ,  fatta  la  foftitu- 
zione  ,  fara  fy  ?  dx  z  —  dxz  +*  dyz — ydpdx 5  e  fatta  fpari- 
re  la  dx  col  valore  dy  ,  averemo  fyidyzzzdyz+~dyl  — * 

P  tp  PP 

ydyip  ,  cioè  j dyz~  dyz  ppdy 1  — ypdydp  ,  e  dividendo 


per  yidy  ,  farà  fdy  —  dy-i-ppdy — ypdp  ,  ed  integrando  5 

y  ì  y  i 

f fdy  =e —  i  —  pp  +*  m  ,  e  fatta  la  fodituzione  ia_» 
J  iyy  zyy 

luogo  di  p  del  valore _dy  ,  rfdy  ~  —  i  —  dyz  +.  m  s 

dx  J 


cioè  2 


2yy  2yydx 1 

J *  fdy  —  —  dxz  —  dyz  -b  zm  9  e'  però  dx  ~ 


yydx 


dy 


V  imyy  —  i  —  2 yy  f  dy 


50.  Che  fe  nella  propolìa  equazione  neffima  fluf- 
fione  Ila  data  prefa  per  collante  ,  una  fe  ne  prenda  a 
piacere  ,  e  fi  operi  come  s’è  fatto  nel  num. -48. 


yy  2 


ESEM- 
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Data  l’equazione  dell’ efempio  5.  num.  4 6,  ,  in  cui 
nelTuna  fluffione  è  alluma  collante  ,  cioè  fy'dydx'  — 
dxdydu z  ■+-  ydu z  ddx — ydxduddu  (  polla  ydx  in  luogo  di 
àt)  ,  fe  fi  prenda  collante  dx,  fparirà  il  termine  yduzddx, 
e  l’equazione  farà  fy^dydx2,  —  dyduz' — yduddu  ,  onde_j» 
per  ridurla  dovrà  porli  du  —  pdx  ,  quindi  ddu  —  dpdx  . 
Surrogati  quelli  valori ,  averemo  fy 3  dydx z  =:  ppdydx z  — • 
ypdpdxz ,  cioè  fy 3  dy  —  ppdy — ypdp  ,  la  quale  equazio¬ 
ne,  per  palTare  alle  integrazioni,  ferivo  cosi  :  fy 3  %  = 

ppy  X  dy  —  dp  ,  quindi  integrando  col  metodo  del  num, 
y  p 

24.  dell’antecedente  capo,  J  f  dy  — —  pp  e  re- 

Zyy 

{limito  il  valore  di  p,  j'fdy  =  — ■  du  1  +•  ^  . 

zyydx z 

Se  fi  prenda  collante  fparirà  il  termine  ydxduddu, 
e  l’equazione  far afy1dydxì  —  dxdyduz  ydu1  ddx  , 
però  dovrà  porli  dx  —  pdu,  ddx  —  dpdu  .  Sollituiti  quelli 
valori,  averemo  fy 3  dj/  X  pìduì  —  pdydu*  +■  ydpdu%  ,  cioè 

fy*  dy—  pdy-h  ydp  9  e  però  integrando,  farà  ^fdy  ~~  1  +- 

pz  "  WJ 


* 
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e  reflituito  il  valore  di  p  ,  rfdy  —  —  duz  . 

J  Zyydx 1 

51.  Il  poterli  alTumere  una  fluffione  a  piacere  per 
collante  nelle  equazioni  ,  in  cui  neffuna  Ila  già  Hat  su. 
prefa,  può  rendere  capaci  del  metodo  del  num.  49.  al¬ 
cune  equazioni  ,  le  quali  ,  per  avere  ambedue  le  inde¬ 
terminate  finite  ,  non  lo  fieno  ;  e  ciò  alFumendo  tale.* 
fluffione  per  collante  ,  che  faccia  fparire  tutti  que’  ter¬ 
mini,  ne’ quali  fi  trova  l'una  delle  indeterminate  finite, 
rimanendo  quelli  foli,  che  l’altra  contengono  . 


ESEMPIO. 

Sia  l’equazione  dx 3  — •  dxdyz  —  ydxddx +>  zxdyddy , 
in  cui  neifuna  fluffione  è  prefa  collante  . 

Se  faremo  collante  dx  ,  fparirà  il  primo  termine.* 
dell’omogeneo  di  comparazione  ,  e  fe  faremo  collante 
dy  ì  fparirà  l’ultimo;  e  si  nell’uno,  che  nell’altro  calo 
una  fola  delle  indeterminate  rimane.  Fidò  adunque  co¬ 
llante  dx  ;  farà  l’equazione  dx3  —  dxdy z  =  zxdyddy  . 
Pongo  dy  =  pdx  ,  ddy  =  dpdx ;  fatte  le  follituzioni,farà 

a  a 

dx 3  —  ppdx 3  ~  zxpdpdx z  ,  cioè  aadx  —  ppdx  ~  zxpdp  , 

aa  aci 


O 
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o  fu  dx  —  ipdp  ;  integrando  adunque  ,  farà  Ix  — 

x  aa —  pp 

• —  t  aa  —  pp  ->r  Im  ,  e  però  x  —  ,  e  redimito  ili — « 

aa—pp 

luogo  di  p  il  fuo  valore  ady  ,  farà  x  —<  m  » 

dx  aa  —  aady z 

dxz 

cioè  x~  mdx 1  ,  o  fia  mdxz  =  aaxdx  z  —  aaxdy z  » 

aadx 1  —  aady z 

52.  Ma  quando  il  prendere  una  fluflione  a  piace*- 
re  per  collante  non  ferva  per  eliminare  una  delle  due 
indeterminate  finite  ,  o  la  fluffione  collante  ila  già  fiata 
fidata  ,  ficchè  nell’equazione  rimangano  ambedue  le  in~ 
determinate,  fin’ ora  non  è  fiato  fcoperto  alcun  metodo 
generale  per  procedere  avanti . 

I  metodi  fpiegati  poffono  avere  tal  volta  il  loro  ufo, 
ficcome  pure  i  foliti  artifizj  dell’Algebra  comune  con_» 
le  moltiplicazioni,  divifioni  ec.,  come  per  efempio  nell’ 
equazione  xxydyz  —  xddx  —  dxz  ,  la  quale  divifa  per  xx 
farà  ydyz  =  xddx  —  dx z  ,  e  però  integrabile  (fuppolla  dy 

XX  I 

collante)  e  l’integrale  è  yydy  —  dx  +.  mdy . 

Z  X 

Tal’ ora  una  follituzione  può  rendere  la  propofia_» 
equazione  foggetta  al  metodo  del  num.  45?.  Td  in  fatti 
l’equazione  x m ddx  —  yddy  +=  dy1  ■+- yydyz  9  che  non  è 

fog- 
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foggetta  al  canone  del  fuddetto  numero  ,  lo  farà  però 
fe  fi  faccia ydy  —  dz,  onde  fia  xmddx  —  ddz+-  dzz  . 

53.  In  cafo  poi  ,  che  nelle  equazioni  fia  già  Hata 
affiunta  la  fluffione  collante  ,  può  elfere  di  molto  ufo  il 
mutare  l’equazione  propolla  in  un’altra  equivalente,  in 
cui  nelTuna  fluffione  lìa  collante.  Per  far  ciò:  Ila  l’equa¬ 
zione  generale  dy  —  pdx  (la  p  è  una  quantità  data  in_» 
qualunque  modo  per  x  ,  e  per  y  )  e  fia  dx  collante  , 
differenziando  farà  ddy  —  dpdx  ;  ma  è  p  —  dy ,  dunque.» 

dx 

differenziando  fenza  alcuna  fluffione  collante  ,  farà  dp~ 
dxddy  —  dyddx ,  quindi  furrogato  quello  valore  in  luogo 
dxz 

di  dp  nell’equazione  ddy  ~  dpdx ,  averemo  ddy  — 
dxddy  ■ —  dvddx .  Se  pertanto  in  una  qualunque  propolla 

dx 

equazione  ,  in  cui  fia  collante  dx ,  fi  ponga  in  luogo  di 
ddy  il  valore  dxddy  —  dyddx ,  farà  ella  mutata  in  un’altra 

(In 

equivalente,  in  cui  nelTuna  fluffione  è  collante. 

Ma  perchè  frequentemente  altre  più  compolle  fluf- 
fioni  fi  alìumono ,  o  fono  fiate  afflante  per  collanti,  farà 
bene  rendere  più  universale  quello  metodo  . 

Sia  adunque  l’equazione  generale  dy  —  mpdx'^ la  p 
è  fimilrnente  data  in  qualunque  modo  per  x,  e  per  y, 
ed  m  è  una  funzione  qualunque  di  x  ,  o  di  y,  o  di  am¬ 
be 
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be  infieme)  Sia  collante  mdx,  differenziando  farà  ddy^z 
mdxdp  ;  ma  p  —  dy  ,  e  differenziando  fenza  alfumere», 

mdx 

collante  9  dp—  mdxddy  —  dmdxdy  —  mdyddx,  quindi  fur- 

mmdx z 

rogato  queffo  valore  in  luogo  di  dp  nell’  equazione», 
ddy  —  mdxdp ,  averemo  ddy  —  mdxddy  —  dmdxdy  —  mdyddx . 

mdx 

Se  pertanto  in  una  qualunque  propofla  equazione  ,  in_, 
cui  fia  collante  mdx ,  fi  ponga  in  luogo  di  ddy  il  valore 
ritrovato  mdxddy — dmdxdy  —  mdyddx  ,  farà  effa  mutata 

mdx 

in  altra  equivalente  ,  in  cui  neffuna  fluffione  è  collante. 

Refe  in  quella  guifa  compite  le  equazioni  ,  cioè  tali, 
che  non  abbiano  fluffione  collante  ,  per  paffare  alla  ri¬ 
duzione  farà  in  rioflro  arbitrio  di  prendere  per  collante, 
quella  ,  mediante  la  quale  ci  verrà  fatto  di  ottenere-» 
l’intento  . 

ESEMPIO!. 

Gi  venga  propofla  l’equazione  da  ridurre  dx2dy 
dy 3  —  adxddy  +-  xdxddy  ,  in  cui  è  collante  dx  .  Pollo 
adunque  in  luogo  di  ddy  il  valore  dxddy  —  dvddx  , 

dx 

(  poi- 


ANALITICHE  LIB.  IV.  973 

(  poiché  in  quello  cafo  m  —  1  ,  e  dm  —  o  )  farà 
dx%  dy  —  dyì  —  adxddy  —  adyddx  -h  xdxddy  —  xdyddx  ,  in-* 
cui  nefluna  fluffione  è  collante  ,  quindi  fatta  collante  la 
dy  ,  fi  trova  edere  dx z  +-  xddx  +-  addx  —  dyz  ,  ed  inte¬ 
grando  ,  xdx  +-  adx  —  ydy ,  equazione  all’iperbola  . 

ESEMPIO  IL 

Sia  l’equazione  —  xdyz — ■  xyddy — ydydx  — 

ydy 

aadx  —  xxdx  ,  in  cui  fia  fiata  prefa  collante  la  fluffione 

ad  -H  xx 

ydx  .  Per  trasformarla  in  un’altra  ,  in  cui  neffuna  fluf¬ 
fione  fia  collante  ,  poiché  in  quello  calo  m  ~  y ,  il  va¬ 
lore  della  ddy  da  fofiituirfi  farà  ydxddy  —  dxdyz — ydyddx, 

ydx 

e  però  l’equazione 

■ —  xdy  —  dx  —  xydxddy  +-  xdxdy 1  +-  xydyddx  — 

y  ydxdy 

aadx  —  xxdx  .  Per  ridurla  ,  fidò  per  collante  la  fluffio- 
aa  +-  xx 

ne  xdy  ,  in  confeguenza  di  che  farà  xddy  +.  dxdy  =  o  , 
cioè  —  ddy  —  dxdy  ,  e  però  fatta  la  fofiituzìon&_.  , 

OC 

—  xdy  —  dx  ■+-  dx  +-  xdy  +■  xddx  —  aadx  —  xxdx  , 

y  y  dx  aa  +~  xx 

z  z  cioè 
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cioè  — •  ddx  zz  xxdx  —  aadx  ,  ed  integrando,  —  Idx  = 
dx 


aax  +“  x : 


J  aa+-  xx  —  Ixdy  (  fottraggo  Ixdy ,  per  effere  quantità 

X 

collante),  e  togliendo  i  logaritmi  ,  i  ~  aa  +- xx  ,  cioè 

dx  xxdy 

xxdy  ~  aadx  +  xxdx  .. 


ESEMPIO  III. 


Sia  1*  equazione  —  dxclcly  —  dydx^—  dx z  -h  dyz  ,  e_> 

dy  y  x 

collante  la  fluffione  ydx  ,  Pongo  adunque  in  luogo  di 
ddy  il  corri fpondente  valore  ydxddy  —  dxdy z  —  ydyddx , 

ydx 

farà  —  dxddy .+-  dyddx  ~  dxz  .4-  dy*  ,  in  cui  neffiina  fluffio- 
«fy  dy  ^ 

ne  è  coflante  ,  quindi  prefa  coflante  dy ,  farà  xddx  — 
dxz-bdyz ,  la  quale  equazione  è  il  calo  del  num.  49., 
e  però  fi  fa  ridurre  . 

54.  Il  metodo  fpiegato  nell'  antecedente  capo  al 
num,  24.  può  avere  ufo  anche  nelle  equazioni  differen- 
zio-differenziali  ,  procedendo  a  un  di  pr.efiò  nella  maniera 
.ivi  adoperata  .  Eccone  la  pratica  in  alcuni  efempj . 


ESEM- 
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ESEMPIO  I. 

Ripiglio  la  formola  dell'efempio  primo  di  quella 

capo  bym  —  2 ayddx  +-  adxdy  ,  in  cui  da  —  l/da?*  +-  dyz  è 
c  dudy 

alluma  collante  ,  farà  bymdydu  —  2 yddx  +.  dxdy  ;  la  pre- 

~ac™~~ 

paro  nella  feguente  maniera  :  ddx+-dy  X  dx  —  bym  dyda.,. 

dx  2 ,y  ac  m\zy 

offervo ,  che  le  due  quantità  lotto  la  linea  fono  integra¬ 
bili  per  via  de*  logaritmi;  faccio  adunque  ddx  +- dy  —  dp  , 

dx  2  y  p 

e  però  l dx  +-IV y  —  lp  +-ldu  (aggiungo  il  logaritmo  di 
du ,  per  ellere  da  collante)  cioè  dxVy  —  pdu  .  Quindi 
follituendo  nella  propolla  equazione  in  luogo  di  ddx  +-  dy 

dx  zy 

il  valore  dp ,  ed  in  luogo  di  dx  il  valore  pdu  ,  farà 
p  Vy 

I 

_ 

dpdu  ~  by™-*1  dvdu  9  o  ha  dp  —  by  2  dyy  edintegrandos 
Vy  2  acm  2  acm 

'  I 

h+°p  —  bym  +’  7  ,  ma  p  —  dx  Vy  ;  e  però  fìnalmen- 

du 


m +•  ~  X  2a°m 


zz  z 


re 
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te  hàujr-AxV'y  —  bvm  **  1  clu  ,  come  nel  citato  efetnpio  . 

m  +*  {  X  z#c  m 

ESEMPIO  IL 

_ _  _ _ _  Z 

Sia  l'equazione  — ddx  V  xx->c-yy  —  ydx  xdy  ,  in-* 

x  xx  +-yy 

cui  è  collante  ydx  —  xdy  . 

La  feconda  differenza  ddx  divifa  per  la  collante 
ydx  — xdy  ci  dà  quantità  integrabile  ,  e  però  ferivo  l’e¬ 
quazione  cosi  :  ■ —  ddx  —  x  X  ydx  —  xdy  °  Ma_. 

ydx  xdy  xx  +.  yy  \/  xx  4-  yy 
offervo  ,  che  nel  fecondo  membro  la  quantità  ydx  —  xdy 
è  fommabile  ,  quando  fi  divida  per  yy  ,  adunque  pre¬ 
paro  l’equazione  fecondo  il  metodo  ,  e  farà 

—  ddx  —  xyy  ■  X  ydx  —  xdy  .  Pongo 

ydx  *  xdy  xx  +~yy  ^  xx  +-  yy  yy 

ydx. —  xdy  =  dp  ,  ed  integrando,  x  zz  p  ,  quindi  fatta  la_. 

yy  y 

foffituzione,  avremo —  ddx  ~ _ xyydp  , 

ydx  xdy  xx  ^  yy  \/  xx  -nyy 
da  cui  fi  farà  fvanire  la  x  ,  o  la  y  per  mezzo  dell’ equa¬ 


zione 
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zione  x—p.  Facciali  fparire  dal  fecondo  membro  la_* 


x  ,  collocando  il  fuo  valore  py  ,  averalfi  —  ddx 

ydx  —  xdy 

pdp  ,  e  pattando  all'integrazione  ,  farà 


cia-’r-pp  V  aa  +-  pp 

—  dx  —  —  1  ,  cioè  —  dx  ~ 

ydx  — xdy  1 y^Jp  ydx  — xdy 

—  y  ,  redimendo  in  luogo  di  p  il  fuo  va- 


V  aayy  4-  xx 

lore  x  . 

~ 

In  quefla  integrazione  potevafi  aggiungere  la  eo- 
dante  ydx  —  xdy ,  ma  o  fi  aggiunga,  o  11  ommetta,  la 
integrazione  dalle  prime  differenze  alle  quantità  finite^ 
nell’uno,  e  nell’altro  cafo  ci  dà  fempre  le  fezioni  co¬ 
niche  . 

55.  Dilli  al  num.  52.,  che  quando  le  equazioni  dif- 
ferenzio-differenziali  contengano  ambedue  lè  variabili  , 
non  vi  è  metodo  generale  per  ridurle  ;  uno  però  fe  ne 
può  adeguare  ,  il  quale  febbene  non  ferve  per  tutte,  è 
molto  univerfale  nel  genere  fuo  ,  ed  abbraccia  tutte  le 
infinite  equazioni ,  che  a  tre  canoni  fi  rapportano .  Me¬ 
diante  quello  metodo  le  date  equazioni  fi  trafmutano  in 
altre,  nelle  quali  manca  l’ una  delle  due  variabili,  e  che 


/ 


per 
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per  confeguenza  fi  fanno  maneggiare  col  metodo  del 

num.  45?. 

Il  primo  canone  comprende  quelle  ,  che  fono  di 
due  foli  termini ,  e  vengono  efpreffe  dalla  formola  ge¬ 
nerale  axm  dxi  —yn  dyi~‘lddy ,  in  cui  da  prefa  dx  co¬ 
llante  .  Per  ridurre  quella  equazione,  pongo  x  —  chtt , 
ed  y  —  cat;  la  c  è  un  numero  ,  il  di  cui  logaritmo  Ila 
l’unità  ,  h  è  un  arbitraria  da  fallarli  nel  progrelTo  ,  ed 
u ,  t  fono  due  nuove  variabili.  Poiché  x  —  cbu,  edy  —  cut , 
per  le  regole  del  calcolo  efponenziale  farà  dx  —  hchu  du9 

ddx  —  hcbli  X  ddu  +-  hdu 1  ,  dy  —  clldt  a-  cutdu  ,  ddy  — . 
cu  X  ddt  +-  2dtdu  +-tduz  -i-tddu  .  Ma  polla  collante  dx ,  fi 

à  ddx  —  o  ,  e  però  hcba\ddu  +-  hduz  —  o  ,  cioè  ddw=, 

«—  Ma'1 ,  il  che  fodituito  in  luogo  di  ddu  nel  valore  di 

ddj  ,  farà  ddy  ~  ctl  X  ddt  +•  zdtdu  -hi  —  h  X  .  Sodi- 
tuiti  nella  propoda  equazione ,  in  luogo  di  x  ,  ed  y  ,  e 
fuoi  differenziali  ,  i  refpettivi  valori  ,  fi  muterà  ella 
in  qu ed’  altra  acbmu  X  hi  X  c  biu  dai  — 

cmtn  XcU^  +-  cl>tdu  XcuXddt+-2dtdu+- 1 — bXtduz9 

bitXm+p  K-t-p— '  iXn  —  . — p— 2  _ 

cioè  ac  hi  dui— c  tnXdt+tdu  X  ddt  ~^idtdu  +- 1  —h'M 

Ma  per  liberare  quella  equazione  dalle  quantità  ef- 
ponenzialì,  cioè  per  togliere  da  ella  la  c ,  converrà  che 

da 
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fia  n  4-  p  —  1  —  bm+-hp,  con  che  lì  determina  il  valore 
dell’affunta  h,  cioè  h  —  n+-p  —  1  ,  quindi  l'equazione 


hùaXn+.p —  1  du?  — 


rn+-  p 


p 


-p~ 


tn  X  dt  -p-tdu  Xddt-h  zdtdu  +■  m  —  n  +■  1  X tdu2  ,  la_* 

™+-  p 

quale  ,  perchè  contiene  una  fola  delle  variabili  finite  , 
cioè  la  t ,  viene  ad  efier  foggetta  alla  regola  del  fo- 
pracitato  num.  49. 

Poiché  adunque  fi  trova  il  valore  di  h  —  n  +-p  —  1 , 

m  -hp 

tofio  apparifee  ?  quali  fofiituzioni  dovevano  farfi  da  prin- 
n  4 •  p’ —  1  X  « 

cìpio  ,  cioè  x  —  c  m+-P  ,  ed  7  —  cut  per  ottenere 
l’intento  , 

Pattando  avanti  con  l’operazione ,  giufia  il  metodo 
del  num.  49. ,  pongo  du  zz  zdt  ,  e  però  ddu  —  zddt  +* 
dzdt  ,  ma  la  fuppofizione  8i  dx  collante  ci  à  dato 

ddu  —  — bdu 1 9  cioè  ddu  —  1  —  n  — p  y  zzdt2;  adunque 

m+-p 

averemo  1  —  n  —  p  X  zzdt1  zz  zddt  +-  dtdz,  quindi  ddt  zz 

m+.  p 

1  —  n  —  p  X  zdt2 —  dtdz;  fofiituiti  pertanto  nell’equa- 


m+-p 


zione , 
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zione  ,  in  luogo  di  du3  e  ddt  ,  i  rifpettivi  valori  ,  farà 
- - —  p 

a  X  »  +  p  —  i  X  zVdtV  =: 

- P 

«+-  p 

— - p  —  2-  .  '  '  ~  “  ''  ~  —  ~~ 

tn\dtjrztdt  X  1 — » — p Xzdtz — dtdz+zzdt  Zjrin — n+iXzztdt1 

p+.  m  z  p 

o  fia  dividendo  per  dtt~ l,  e  moltiplicando  per  z,_ 
- 1  V 

a  X  n+-  p  —  i  X  z  i  T  dt  — 

— — —  P 

W-|—  p 

- p  — 1  2»  ,'1,  ,  ■  -  ■  -  — ■ 

^»XI+"^z  XI+*  — n+~pXzzdt+-  m — »+■  iXtz'dt — dz , 

m  +.  p  m  4-  p 

la  quale  equazione  è  ridotta  alle  prime  differenze .  E’  fa¬ 
cile  a  vedere ,  che  per  ridurre  fui  bel  principio  l’ equa- 

”  +~  P~  1  Xfzdt  fzdt 

zione,  ballava  porre  x  —  c  m+"P  ,  edjj >-c  t  . 

In  quella  generale  equazione,  che  ò  ridotta,  ófup- 
pofla  collante  la  fluffione  dx  ;  ciò  non  oliarne  però  non 
farà  difficoltà  alcuna  al  metodo  ,  che  in  una  qualunque 
propolla  equazione  altra  fluffione  diverfa  da  dx  fia  prefa 
collante,  poiché  col  metodo  del  num.  53.  il  potrà  muta¬ 
re  la  propolla  equazione' in  altra  equivalente  ,  in  cui 
Delfina  fluffione  fia  collante  ,  per  indi  poi  Affare  co¬ 
llante  la  fuddetta  dx. 


ESEM- 
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ESEMPIO  I. 

Sia  l’equazione  xdxdy—yddy ,  ìli  cui  è  collante  dx  ; 
la  ferivo  così:  xdx  —  ydy~~l  ddy  .  Paragonata  quella  con 
la  canonica  ,  farà  a  —  1  ì  m— i9p~ii  n  - :  i}  quindi 
furrogiti  quelli  valori  nell’  equazione  generale  differen¬ 
ziale  del  primo  grado  di  fopra  ritrovata  ,  averemo 

~zzdt  —  t  X~zzdtir  -  tzldt  —  dz. 

2 't  _ 2  Z 

I  +-  £s 

E  S  E  M  P  I  O  I  I. 

Sia  p  =  1  ,  72  —  ■ —  1  ,  m  —  — •  1,  cioè  l’equazione 
ax*1  dxzzy*1  dy^1  ddy  ,  o  fia  adx  —  ddy  ,  in  cui  è  CO¬ 
SI 

ftante  la  fluffione  dx  .  Rifpetto  a  quella  farà  inutile  il 
metodo,  poiché  11  avrà  p+-  m  —  o  ,  ed  in  confeguenza 
infinito  cìafcuno  de’ termini  dell’equazione  generale  dif¬ 
ferenziale  del  primo  grado,  a  riferva  dell’ultimo. 

Ma  in  quello  calo,  fenz’ altro  artifizio,  è  facile  la_, 
riduzione.  Scrivo  adunque  l’equazione  così:  xddy  —  aydydx , 
ma  l’integrale  del  primo  membro  è  x.dy  — ydx  ,  quello 
del  fecondo  è  ayydx  ;  dunque  xdy  — ydx  —  ayydx  +;  bdx . 

2  1 


aaa 
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5<1  II  fecondo  canone  comprende  tutte  quelle.* 
equazioni  ,  nelle  quali  la  fomma  degli  efponenti  delle—» 
indeterminate  ,  e  dei  loro  differenziali  fia  in  ciafcun_* 
termine  la  fleffa  .  Supporle  x  ,  ed  y  le  due  indetermi¬ 
nate  ,  e  dx  collante  ,  fi  riducono  quelle  al  cafo  del 
mira.  49.  col  porre  x  —  ctl  9  ed  y  —  cllt ,  eifendo  pari¬ 
mente  c  un  numero  ,  il  di  cui  logaritmo  ila  l’unità,  e 
le  u  ,  t  due  nuove  indeterminate  .  Per  far  vedere  il 
metodo,  prendo  l’equazione  axmy  ~~  m,~~*  1  dx? dyz~~  P  -t- 
bxvy  —  '  ldxcldyz’r-  ?  =  ddy  ,  la  quale,  febbene  è  di 

una  fola  dimenfione  ,  e  di  tre  foli  termini  ,  ciò  noiu 
ollante  il  metodo  è  generale  ,  e  ferve  ,  quanti  fi  fieno 
i  termini  ,  e  qualunque  la  diluendone  ,  purché  vi  Ila—* 
la  condizione  notata  » 

Pongo  adunque  x  —  cu  ,  y  —  ctlt ,  farà  dx  —  cu du , 
e  perchè  dx  è  collante  ,  averemo  ctl ddu  +- cu duz  —  o  , 
cioè  ddu  —  —  du1  ;  farà  pure  dy  —  cu dt  +-  ctltdu ,  ddy  cs 

ctl  X  ddt  +~  2 dudt  +  tduz  -t-  tddu  ,  ma  ddu  duz ,  adun¬ 
que  ddy  —  cu  X  ddt  1-  2 dudt  .  Sollituiti  pertanto  quelli 
valori  nella  propoda  equazione  ,  farà  effa 

1  - —  *  T*  f  -  2“ £ 

1  X  dt  +  tdu  +- bt"*”-*1  duVXdt+tdu  — 

ddt+-  2dudt  .  Perchè  adunque  manca  in  quella  la  inde¬ 
terminata  u,  fi  potrà  procedere  avanti  col  metodo  del 
f addetto  num.  49. 


Faccio 
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Faccio  du  —  zdt  ^  fata  ddu  —  dzdt  ■+—  z ddt  >  ma_« 
ddu  — — duz  —  — zzdt i,  adunque  ddt  ~ — dzdt  —  zdt*9 

Z 

quindi  furrogati  quelli  valori ,  averemo 

-  -  2» mm*  p  .  Té"0*  Q 

z$  dtt \dt+  ztdt  +-bt~'n~lzldt<l\dtJrztdt  — 


—  dzdt  4-  zdtz ,  o  fia  at ~  ,M~  1  z  PJ?  X  1  +  zt 


z  —  p 


bt  —  n  —  1  z  Zdt  X  i  +-  zt  rr  —  dz-i-zdt,  equazione  dif- 

Z 

ferenziale  del  primo  grado  .  Da  ciò  fi  vede  ,  che  da_. 
principio  poteva!!  ridurre  la  propofla  equazione  ponen- 

fzdt  f zdt 

do  x  —  c  3  ed  y  —  c  t . 


ESEMPIO. 

Sia  l’equazione  xdxdy — ydxz  —  yyddy 
Per  rapportarla  alla  canonica  ,  la  ferivo  così  : 
xy  2  dxdy  — y  —  1  dx1  —  ddy  ,  farà  dunque  a  —  i ,  m—  i , 
p—i  ,  n  —  o  ,  b  —  — i  ,  q  —  2  ;  quindi  furrogati  quelli 
Valori  nell’equazione  canonica  differenziale  qui  fopra  ri¬ 
trovata  ,  averemo  l’equazione  ridotta  t  —  zzdtX  i  +-zt  — 
t—  1 zzdt  —  ■ —  dz  -t-  zdt ,  o  fia  zdt  +>  zztdt  —  zzdt  zz 

z  tt  7~ 

*~dz+-  zzdt ,  cioè  zzdt  —  zzttdt  =  —  ttdz  . 


2 


aaa  2 


Paf- 
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Paffando  avanti  per  l’ integrazione  -,  farà  ttdt  —  dt 

,  e  però  integrando,  t  +  ~  —  —  ~  +-/  ,  (  la  /  è 

collante  aggiunta  per  l’integrazione  )  cioè  ttz  +  z  = 
■ — r -t-/fz  ,  ma  per  le  follituzioni  z  —  x  —  c11  s 

dt 

y  —  cllt  j  farà  du  —  dx  ,  t  —y  ,  dt  —  xdy  - — ,  e  però 

A?  <%■ 

z  —  ,  quindi  furrogati  i  valori  di  ? ,  e  di  z  , 

xdy  — ydx 

averemo  xdx+~ydy  — /*» 

ydx 

57.  Il  terzo  canone  comprende  tutte  quelle  equa¬ 
zioni  ,  nelle  quali  l’ una  delle  due  variabili  ,  qualunque 
fiali  ,  affieme  con  i  fuoi  differenziali  forma  in  ogni 
termine  perpetuamente  un  medefimo  numero  di  dimen- 
fioni  .  Ma  bifogna  diflinguere  due  cafi  ;  l’uno  quando 
fia  collante  il  differenziale  di  ella  variabile,  che  forma 
il  medefimo  numero  di  dimenfìoni  ;  l’altro  quando  fia_. 
collante  il  differenziale  dell’altra  . 

E  quanto  al  primo  cafo  :  ila  l’equazione  canonica». 

P  x  m  dy  m  +*  2  +■  Q  x  m  ~~ n  dx  n  dy  m  1  — n  —  dxm  ddy  ,  in», 
cui  la  fomma  degli  efponenti  di  x  ,  e  di  dx  in  ogni  ter¬ 
mine  è  la  ftefla  ;  P  ,  Q  fieno  funzioni  qualunque  della 
y  ,  e  dx  fia  collante  .  Per  ridurre  quella  equazione,  fi 

fac- 
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eia  x  ~  cli ,  eflfendo  parimente  c  un  numero  ,  il  di  cui 
logaritmo  ila  l’unità  ,  ed  u  una  nuova  variabile  .  Sarà 
adunque  clx  —  c11  du  ,  e  di  nuovo  differenziando  ,  prefa_» 
dx  colante  ,  c11  ddu  +-  cl!duz  -  o  ,  cioè  ddu  ~ —  dul* 
Soflituitì  quelli  valori  nell’equazione,  averemo 
p  dy  m  +*  ?  +--  Q  du n dy  m  +" »  —  du m  ddy  ,  la  quale ,  perchè 
non  contiene  la  «,  farà  foggetta  al  canone  del  num.  45». 

Pongo  adunque  àu  —  zdy  ,  farà  ddu  —  dzdy  +-  zddy  , 
ma  ddu  —  —  du 2  ,  e  du1  =:  zzdy2 ,  adunque  averemo 

zddy  +»  dzdy  =  zzdy z ,  e  però  ddy  —  zzdy 2  —  dzdy  . 

* 

Soflituiti  pertanto  nella  ritrovata  equazione  quelli  valo¬ 
ri  di  du  ,  e  ddy  s  farà 

Pdym+"  *+-  Qzndym+  z=-zm**  1  dy  m  +-  %~zm  +■  ldymJ^  1  dz? 
e  dividendo  per  dy  m  1  , 

Piy  +-  Qzndy  ~  ■ —  zm+~ 1  dy  «—  zm^  1  dz  ,  equazione  del 
primo  grado  .  Potevafi  adunque  fui  bel  principio  porre 

J~ zdy 

x  —  c  ,  e  così  in  un  fol  colpo  ridurre  l’equazione  , 


ESEM» 


insti  tuzionx 


9S5 

ESEMPIO. 

Sia  l’equazione  2adxz dy  +•  axdxddy  —  2xdxdyt  -j* 
ixxdyddy  ,  in  cui  fia  collante  dx .  Pongo  adunque^. 

fzdy  f zdy 

x  —  c  ,  e  però  dx  —  zdyc  ;  ddse  = 
fzdy  - - - - — 

c  X  zzdy 1 4-  zddy  -h  dydz  ,  ma  dx  è  collante  ,  dunque 
zzdyz -ì-zddy +•  dzdy  —  o  ,  e  però  ddy  ~ — zzdy1 —  dzdy.' 

Z 

Solìituiti  adunque  nell’equazione  i  valori  di  x  ,  e  di  dx, 
averemo  zazzdy*  +•  azdyddy  —  zzdy!  +•  idyddy  ,  e  pollo  il 

valore  di  ddy  ,  razzdy 3  +-  azdy  X  — zzdy1  —  dzdy  ~ 

_ _ _  Z 

2 zdy1  +■  2 dy  X  —  zzdyz  —  dzdy  ,  cioè  dividendo  per  dyzs 

Z 

azldy  ■ — azdz  —  —  2 dz  ,  o  fia  ady  —  azdz  —  2dz  ,  ed  in- 

T7 

tegrando  ,  ay  —  — ~  ^ ,  e  finalmente  redimendo  il 

f zdy 

valore  di  z  dato  dalla  fuppofizione  fatta  di  x  zz  c  , 
cioè  z  —  dx  ,  averemo  1*  equazione  ridotta 
xdy 

aydx 4  xxdy 1  —  axdxdy  » 


58. 
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58.  Rifpetto  al  fecondo  cafo,  fra  1*  equazione  cano¬ 
nica  Pxmdym+*  1  4-  Qx  m~  n  dx  này  m  — 11  +-  1  —  dx  m  ~ 1  ddx  , 
in  cui  ila  collante  dy  ,  e  P  ,  Q  fieno  funzioni  qua¬ 
lunque  di  y  , 

Pongo  ,  come  fopra  9  x  zz  c11 9  e  però  dx  ~  cudu  , 
ddx  —  cu ddu  +-  cllduz  .  Fatte  le  foflituzioni  nell’equazio¬ 
ne  canonica  ,  averemo  P  dym+~ 1  4-  Qdundym~~  1 
dum  +■  1  +-  dum~  1  ddu  ,  la  quale,  per  non  contenere  la 
u  ,  è  foggetta  al  canone  del  num.  45?, 

Pongo  adunque  du  —  zdy  ,  quindi  offendo  collante 
dy  ,  farà  ddu  —  dzdy  3  e  però  fatte  le  follituzioni ,  avremo 

Pdy  m  +“ 1  +•  Q  z  ”  dy  m  +*  1  ~  z  m  t- 1  dy  m  +■ 1  4-  z  m  1  dy  m  dz3  e 

dividendo  per  dym  ,  Pdy  +-  Qz” dy  ~  zm+* 1  dy  4-  zm~l  dz , 
equazione  del  primo  grado  ,  la  quale  poteva!!  in  un  fol 

fzdy 

polpo  ridurre  ponendo  s  come  fopra  3  x  ~  c  , 


ESEMPIO. 


Sia  T  equazione  2 dxdy  zz  addx  —  yddx  9  in  cui  Ha». 

f  z<^y 

collante  dy  •  Pongo  adunque  x  —  c  ,  quindi  dx  zz 

J~ zdy  f zdy 

zdy  X  e  ,  ddx  =  c  X  zzdy 2  4-  zddy  4-  dydz  ;  ma_j 

fi 


9 
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fi  fuppone  collante  dy  ,  dunque  dcly  —  o  ,  e  però  ddx  ~ 

f z  dy  _ _ 

c  X  zzdy-  +-  dzdy  .  Fatte  pertanto  nella  propolla  equa¬ 
zione  le  foffituzioni  ,  avremo  zzdy 1  —  azzdy1 4-  adzdy — 
zzydy 1  —  ydvdz  ,  e  dividendo  per  dy  5  zzdy  —  azzdy  +- 
adz  —  zzydy  • — ydz  5  equazione  differenziale  del  primo 
grado.. 

Per  paffare  alla  integrazione  ,  divido  l’equazione-, 
per  az  — yz  ,  onde  ila  2 dy  —  zdy  +-  dz  ,  o  pure_, 

a  — y  z 

2 dy  —  dz  —  zdy  ,  quindi  facendo  ufo  del  metodo  del 
a — y  z 

num.  24.  ,  fe  cosi  piace  ,  ed  integrando  ,  avere mo 

_  !  —  —  1  a-m,  e  finalmente  redimendo 

- - *  a  — y 

a—y  Xz 

il  valore  di  z  —  dx  ,  averemo  l’equazione  ridotta-. 
xdy 

ydx+-xdy  ~  adx ,  traforando  la  collante  m  aggiunta  nell’ 
integrazione  „ 


’A  fervito  quell’ efempio  per  l’applicazione  del  me¬ 
todo  ,  per  altro  erano  fuperfiue  tante  operazioni  ,  men¬ 
tre  l’equazione  2 dxdy  zz  addx — yddx  fi  riduce  in  un_. 
batter  d’ occhio  9  trafportando  il  termine  yddx  ,  e  fcri- 
vendo  zdxdy  +-  yddx  ~  addx  ,  poiché  effendo  collan¬ 


te 
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te  dy ,  l’integrale  del  primo  membro  è  ydx+-xdy,  co¬ 
me  è  chiaro . 

5p.  Oltre  a  ciò ,  che  è  flato  detto  intorno  alle., 
equazioni  differenzio  -  differenziali  ,  nelle  quali  neffuna^ 
prima  fluffione  ila  Hata  prefa  collante  ,  fi  può  aggiun¬ 
gere  un’  altro  metodo  più  univerfale  ,  il  quale  ferve  per 
tutte  quelle,  che  fono  comprefe  fotto  la  forinola  cano¬ 
nica  zm+~ 1  dxmddx  4-  dz  dym+-  1  zz  dymddyi  in  cui  la  z 

Z 

è  in  qualunque  modo  data  per  le  funzioni  di  x  ,  e_, 

di  y  . 

Per  ridurre  quella  ,  fi  determini  per  collante  la_. 

fluffione  dx  ,  e  Ila  pure  la  q  in  qualunque  modo  data 
~ 

per  le  funzioni  di  x  ,  e  di  y  ;  indi  fi  ponga  dx  —  dp  . 

T 

Poiché  dx  è  collante  ,  farà  differenziando  ,  qddx  — - 
? 

dxdq  =  o  ,  cioè  ddx  ~  dxdq  ,  o  Ha  ,  pollo  in  luogo  di 

? 

dx  il  valore  dp  ,  ddx  ~  dqìp  .  In  oltre  fi  ponga.. 
? 

dy  —  udp  ,  e  prefe  le  feconde  differenze  nell’  ipotefi  di 
dp  collante  ,  per  effer  eguale  alla  collante  dx  ,  farà 

~T 

ddy  —  dudp  .  Surrogati  adunque  nell’equazione  canonica 
i  valori  cosi  determinati  in  luogo  di  dx  ,  ddx,  dy  , 

bbb 


e 
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e  ddy  ,  averemo  l’equazione  zm+t  1  qmdqdpm+‘*  1 
u  »  4-  *  izi/? *  -e  1  =:  umdudp  m  +- 1 ,  e  dividendo  per  w  +■ 

Z 

farà  ^ 1  qm dq  +-  1  dz  ■=.  u'n du  y  o  fia  qmdq  — 

Z 

zumdu  — -  ,  ed  integrando,  gw+- 1  +  g  = 

z  m  +"  *  m-t-  i 

r 

x/  »«•}*  i 

«w+*1  ,  e  però 

?»  +-  i  X  z  m  1 

Ma  u  —  dy  —  ^Jy  ,  adunque  qdy  — 

dp  dx  dx 

i 

z  X  ?  “  +* 1  -f-m-t-  i  XgB+>I  ,  equazione  ridotta  allo 
prime  differenze  . 

<5o.  Intorno  a  quefV  ultima  equazione  è  da  offer- 
varfi,  che  fe  la  quantità  z  farà  in  tal  modo  data  per  x, 
e  per  y  ,  che  poffa  affegnarfi  alla  quantità  q  un  valor 
tale  y  dato  pure  per  x  ,  e  per  y  ,  onde  in  effa  equa¬ 
zione  fieno  fe  par  ahi  li  le  indeterminate  ,  e  però  coftrui- 
bile  ,  o  algebraicamente  ,  o  almeno  per  le  quadratu¬ 
re  ,  averemo  la  curva,  da  cui  dipende  l’ equazione-, 
differenzio  -  differenziale  ,  E  perchè  molti  poffono  effere 
i  valori  da  affegnarfi  alla  q  ,  molte  potranno  effere  lo 
curve,  e  cialcun  valore  della  q  ci  fomminitlrerà  una-» 
diverta  curva  o  trascendente ,  o  algebraica  ,  la  qualo 
foddisfa  alla  quelìione  .  Sia 


99* 
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Sia  P  equazione 

x  *yydxddx  4-  zaaydxdy1  +•  aaxdy *  ~  aadyddy  . 
a 4  xy 

Riferendo  quella  alla  canonica  ,  farà  m—  i ,  z  —  xxy, 

aa 

I 

e  però  la  ridotta  qdy  ~  xxy  X  qq  +-  zgg  a  . 

dx  aa 

Prendo  la  q~  x  farà  xdy  ~  xxy  V  xx  +-  *gg  ,  cioè 

dx  aa 

aady  —  xdx  V'  xx  +-  2 gg  ,  il  di  cui  integrale  dipende  in 

y 

parte  dalla  quadratura  dell’iperbola  ,  e  la  curva  farà  tra- 
fcendente . 

6i.  Nel  fare  paffaggio  dalle  prime  alle  feconde»# 
differenze,  o  non  fi  aifume  fluffione  alcuna  per  collan¬ 
te  ,  o  li  aflume  quella  ,  che  più  fi  vuole  ,  come  è  fla¬ 
to  detto  ;  quindi  nel  ricercare  le  fommatorie  delle  for¬ 
inole  del  fecondo  grado  ,  poiché  fi  fa  qual  partito  fi  a», 
flato  prefo  ,  fi  fa  altresì  come  governarfi ,  e  ne  fono  fia¬ 
te  fpiegate  le  regole  . 

Ma  vi  fono  infiniti  Problemi  ,  che  portano  alle», 
feconde  differenze  fenza  ,  che  fi  fappia  quali  collanti 
involvano  le  forinole  indi  nafcenti .  Accade  tal  volta».  , 
che  all’efpreffione  analitica  arrivare  non  fi  polla  fenza». 
valerli  delle  collanti  ,  e  fuccede  altresì  talora  ,  che  l’e- 

b  b  b  2  qua- 
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quazione  fi  fviluppi  fenza  ricorrere  alle  collanti  .  Quelli 
due  cafi  adunque  devono  edere  efarainati ,  e  devefi  pro¬ 
curare  qualche  criterio  per  difiinguere  l’uno  dall’altro  .  E 
perchè  meglio  di  ogni  altra  cofa  poflono  fervire  gli  Efem- 
pj ,  prendo  il  feguente . 

Si  dimanda  una  curva  tale  ,  che  la  di  lei  affida», 
elevata  a  qual  fi  fìa  dignità  fia  direttamente  ,  come  la 
feconda  differenza  dell’ordinata  ,  e  reciprocamente  co¬ 
me  la  feconda  differenza  dell’ affida  medefima  .  Avere- 
nio  dunque  l’analogia  xm  ,  ddv  ::  a  ,  b;  e  per  confe- 

ddx 

guenza  l’equazione  bxm  ddx  x:  addy  .  In  quella  equazio¬ 
ne  offervo  ambe  le  differenze  feconde  dell’  affida  ,  e_» 
dell’ordinata  ;  ma  non  fo  ,  quale  collante  fia  fiata  adula¬ 
ta  o  fe  non  fiali  affunta  collante  alcuna  ,  e  perciò  non 
fo  la  firada  ,  per  cui  incamminarmi . 

Nel  cafo  della  premeda  equazione  dico,  che  nedu- 
na  curva  fra  le  poffibili  foddisfa  al  Problema ,  mentre., 
fi  faccia  paffaggio  dalle  prime  alle  feconde  differenze 
fenza  valerfi  delle  cofianti.  All’cppoffo,  determinate  le 
cofianti ,  fi  ritroveranno  le  curve  ,  che  adempiono  le_, 
condizioni  del  Problema  ,  ma  infinite  di  numero  ,  e 
differenti  di  natura  ,  ficcome  quelle  ,  che  variano  al  mu- 
tarfi  della  collante  arbitraria  ,  che  fi  adume  . 

Per  difiinguere  l’una  dall’altra  fpezie  di  quelle  equa¬ 
zioni 


ANALITICHE  LIB.  IV.  993 

zioni  fi  può  far  ufo  della  maniera,  o  canone,  che  nafcerà 
da’  feguenti  efempj  ,  e  fervirà  in  tutti  que’  cali  ,  nei  quali 
il  calcolo  integrale  non  ci  abbandona  . 

ESEMPIO  I. 

Venga  propofia  l’equazione 

zm*-i  dxmddx-b  dz\dymj^x -=dym  ddy\  dico  effereque- 

Z 

fia  una  di  quelle  tali  forinole ,  alle  quali  fi  può  giugne- 
re  fenza  pigliare  quantità  alcuna  in  figura  di  collante  . 
La  variabile  z  fia  data  in  qualunque  modo  per  x  ,  ed  y  . 

La  dimollrazione  fi  renderà  generale,  per  quanto  fi 
può  ,  pigliando  come  collante  la  flulfione  dx  ,  in  cui  q  è 

? 

una  funzione  di  x  ,  ed  y  in  qualunque  modo  combina¬ 
te  .  Pongo  per  tanto  dx  ~  dp  ,  e  giacché  il  primo  mem- 

<1 

bro  di  quella  equazione  è  collante,  farà  tale  anche  il  fe¬ 
condo  dp  ;  per  lo  che  elTendo  dx  zz  qdp  ,  fe  fi  palli  alle 
feconde  differenze,  farà  ddx  —  dqdp. 

Apprelfo  facciali  dy~udp9  e  prefe  le  feconde  diffe¬ 
renze  nell’  ipotefi  di  dp  collante  ,  averaffi  ddy  —  dudp  . 
Quindi  ['arrogati  nella  equazione  principale  i  valori  così 


de- 
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determinati  ,  nafcerà  l’equazione  z  m  +* 1 4 mdqdp m  +• 1 
um+- 1  dzdpm+- 1  =zumdudpm^  *,  e  dividendo  per  dpm-b% 
z 

nafcerà  l’equazione  libera  dall’incognita  />,  e  dalle  fue  fun¬ 
zioni  ,  cioè  z  m  +- 1  q  m  dq  +-  u  m  +■  1  dz  —  «  w  dit  ,  Sommando 

z 

adunque,  per  le  fpiegate  regole,  non  ommelfa  l’addizione 
della  collante  £ ,  qm +-  1  +-g~  um  +-  1  ,  la  qua- 

Wf  1  m-b  i  X  +*  1 

I 

le  equazione  ci  dà  u  —  Z  X  1  b-gm  +-  g  m+m  1  •  E  poiché 
dy  -  udp  -  udx ,  fatte  le  opportune  follituzioni ,  ci  fi  prelen- 

i 

ta  l’equazione  al  più  femplice  (lato  ridotta  ,  cioè 

I 

dy  =  zia-  X  ■*“  1  +■  gm  -*-g  m+~ 1 ,  il  che  ec. 

Dalla  premefla  maniera  d’operare  fi  deducono  i  Te¬ 
gnenti  Corollarj  . 

I.  Se  determinata  la  grandezza  z,  l'ultima  equa¬ 
zione  fi  coftruirà  ,  almeno  per  le  quadrature,  mentre  ciò 
poffa  efeguirfi  è  manifello ,  che  infinite  curve  rifpondono 
alla  noltra  formola,  le  quali  cangiano  natura  alla  mutazio¬ 
ne  della  fluflìone  collante  alluma  dx  ,  ed  ogni  valore  della 

? 


quan- 
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quantità  q  ci  fomminiftra  una  nuova  equazione  locale  0  al¬ 
gebrica,  o  trafcendente . 

II.  Benché  alterato  il  valore  della  fpezie  q ,  nafcano 
curve  diverfe,  certo  è  però,  che  fe  pongali  la  collante 
aggiunta  g  =  o,  averaffi  Tempre  l’equazione  dyzzzdx.  In-, 
quello  calo  nulla  rileva ,  quale  differenza  dx  fiali  prefa  per 

? 

collante  ;  conciofiacchè  collo  fparire  della  data  g ,  anche 
la  variabile  q  fi  dilegua , 

III.  Ed  ecco  il  fegno,onde  fi  conofce  ,  che  alla  no¬ 
li  ra  equazione  primaria  fi  perviene  fenza  affo  mere  coftan- 
te  fluffìone  alcuna ,  e  che  in  tale  fuppofiziqne  la  fua  fom- 
inatoria  fi  è  z dx  —  dy .  Di  fatto  richiamata  fotto  gli  occhj 
la  noftra  efprelfione  %  m  1  (Lx  m  ddx  +-  dz  X  dy  m  1  *— 

z 

dy™  ddy  zzo,  e  di  bel  nuovo  differenziando  l’integrale 
zdx  —  dy  ,  lenza  affu  mere  alcuna  coftante  ,  onde  fi  abbia,. 
zddx  +-  dzdx  —  ddy ,  fe  con  il  mezzo  di  quelle  due  ultime 
equazioni  farafil  fvanire  nella  formola  principale  ,  prima-, 
la  dy  j  pofcia  la  dx  con  le  loro  funzioni  ,  fi  lcoprirà 

Zmjn  1  dx m ddx  h—  z m dzdx m  +* 1  —  zm'i~l  dx m ddx  —  z™ dzdx m 

dy  m  ddy  —  dz  dy  m  +*  1  +-  dz  dy  ™  -h  1  —  dy  m  ddy  —  o , 

z  z 

IV.  Maneggiata  la  formola  primaria,  come  fopra_., 
ed  effendofi  ritrovata  l'equazione  ridotta  al  primo  grado  , 

cioè 
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I 

cioè  dy  —  zdx  \qm+~ 1  -t-  gm  +~g  w+m  1  ,  fi  dovrebbe  fare 

tranfiro  alle  integrazioni  ,  le  quali  alle  volte  fono  fuperiori 
alla  noftra  induftria  ,  fecondo  i  varj  valori  dell’efponente_j 
m  della  frazione  z  data  per  x  ,  e  per  y  ,  e  della  quantità 
dx,  che  fi  piglia  per  coftante  .  Comunque  vada  la  facen- 
? 

da,  determinati  in  infiniti  cafi  particolari  i  predetti  valo¬ 
ri,  e  fcoperta  l’equazione  locale  della  curva  in  termini  fi¬ 
niti,  quando  fi  palli  alle  prime,  indi  alle  feconde  differen¬ 
ze,  tenuta  ferma  la  coftante  dx ,  ci  fi  prefenterà  la  noftra_ 

? 

formola  principale.  Ma  mutata  coftante,  altre,  ed  altre 
formole  fi  troveranno.  Non  mi  fermo  di  più,  perchè  ciò 
è  manifefto  tornando  indietro  per  le  veftigia  dell’Analifi. 

V.  Interviene  lo  fteffo,  tolta  per  coftante  la  prima 
fluffione  dy  ;  conciofiacchè  fatta  l'operazione  a  norma-. 

del  metodo  ,  la  quale  io  tralafcio  per  brevità  ,  arrive- 

I 

raffi  all’equazione  ridotta  dx—dy_ — dy  X  mg  +■  g  m+~  1  , 

3  q 

in  cui  parimente  fi  noti ,  che  fatta  g  —  o  ,  torna  a  re- 
ftituirfi  l’equazione  dx  —  dy  efpreffa  per  le  prime  diffe- 

z 

renze  . 


vr. 
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VF.  Adoperate  alcune  limitazioni  piu  (empiici  3 
cioè  m  —  1  ,  z  —  xx  ,  e  q  —  x  ,  fe  fi  farà  ufo  della-, 
coftante  dx  ,  come  nel  Corollario  IV.  ,  la  formola-* 

T 

r 

dy  =  zdx  X  ?  ,M+“ 1  +-gm  +-g  m  +” 1  fi  muta  nella  fe- 
? 

guente  dj/  =  **d:v  1/  ##  +-  2g  ,  la  quale  ammette  integra¬ 
zione  analitica  .  Fatto  poi  ufo  della  efpreffione  contenu- 

X 

ta  nel  Corollario  V.  dx  ~  dy  —  dy  X  mg+-g  «Tfi  na- 

*  ? 

fcente  dalla  coftante  affilata  dy ,  tenute  ferme  le  mede- 

T. 

fime  limitazioni  di  =  1  ,  z  -  ^  ,  e  q  ~  x  ,  rifulta_, 
l’ efpreffione  xxdx  —  dy  ,  che  fenza  l’ajuto  de’  lo- 

1  — x  y  2 g 

garitmi  non  è  fommabile  ,  ed  in  confeguenza  ci  dà  cur¬ 
ve  trafcendenti  . 

Egli  è  adunque  manifefto  ,  che  alla  formola  diffe¬ 
renziale  del  fecondo  ordine  zm+~1dxm  ddx  4-  dz  dy  m  +-  1  =: 

Z 

dym  ddy  fi  poteva  arrivare  fenza  prendere  alcuna  coftan¬ 
te  ,  nel  qual  cafo  à  luogo  l’integrale  zdx  —  dy ;  ovvero 
Affando  per  coftanti ,  a  cagion  d’efempio  ,  le  fluffioni 
dx  t  dy  ,  ed  allora  ci  fi  fanno  avanti  le  fommatorie-,  , 

T  2 

ccc  che 


993  ISTITUZIONI 

che  in  tali  fuppolìzioni  fi  fono  ritrovate . 


ESEMPIO  II. 

Abbiali  l’equazione  x w ddx  —  ddy^-dy1  »  Dico,  che 
ad  ella  non  fi  può  arrivare  ,  lenza  prendere  una  qual¬ 
che  collante  ,  l’alvo  l’unico  calò,  io  cui  ha  m  —  —  i  . 
Per  vederlo  chiaramente:  maneggio  la  formula  nel  feguen- 
te  modo  , 

Primieramente  prendo  per  collante  dx  ,  e  però 
ddx  —  o  ,  dunque  —  ddy  —  dy  ?  ed  integrando  J  dx  ~y  > 

dy  dy 

ovvero  dx  —  cy  ,  Pongali  cv  —  z  ,  farà  ylg  s:  Iz  ,  e». 

dy 

però  dy  —  dz  ,  .e  follituendo  in  luogo  di  dy  quello  ya- 

z 

lore ,  avraffi  zdx  —  cy  ,  ma  cy  —  z  ,  dunque  dx  —  dz  ,  ed 

dz 

x  m  z  ~  cy  ;  e  però  dx  —  dy ,  equazione  alla  logarit- 

X 

mica  » 

Secondariamente  mi  faccio  ad  invefligare  ,  cofa_. 
fucceda  nell’  ipotefi  di  un’  altra  collante  ,  per  efempio 
dy  ,  e  però  ddy  zz  o  ,  Pongo  dx  —  sdy  +•  cdy  ;  la  s  è  una 
nuova  variabile  ,  e  la  c  una  quantità  data  .  M’inoltro 


alle 
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alle  feconde  differenze,  farà  ddx  —  dsdy ,  e  fatta  la  foftitu- 
zione ,  x m dsdy  ~dyz9  o  fia  xm ds  —  dy  ;  ma  dy  —  dx  , 


r  +-  £ 


dunque  «rij  -h  rir  —  x~mdx  ,  e  fommando  ,  omraefTa_, 
raggiunta  della  collante,  xj  +-  a  -  x  —  m+m  1  ,  ovvero 


10+1 


s  +•  c  —  j  /  rx  m  +  1  +  cc  .  Ma  dx  —  s  -f-  c  X  dy 
'  —  m  -h  1 

dy  ^  ix~  m  1  +■>  cc  ,  dunque  dx 

*  — -m  +-  i 


dy 


/ 


2X 


-  »73  I 


CC 


■m  - 1-  I 


Profeguifco  ,  e  cerco  ,  fe  flia  per  avventura  nafco- 
fia  fotto  l’ultima  forinola  la  logaritmica,  che  effendofi 
di  fopra  ritrovata  nell’ipotefi  della  collante  dx ,  può  effe- 
re  ,  che  abbia  luogo  anche  nell’altra  fuppofizione  della 
collante  dy  .  Faita  c  —  o,  è  d’uopo  ,  che  fi  verifichi  l’u¬ 


guaglianza  /a#—  m+- 1  —  x  ,  0  pure  2x~-m+~ 1  22 
’  — m  +- 1 

■ —  m  +- 1  xx  .  E  perchè  flia  falda  l’egualità  ,  la  fleffa 
quantità  — m  ■■ t-  1  deve  effere,  tanto  nel  coefficiente  , 
quanto  nell’efponente  ,  =  2;  onde  ne  fegue  ,  che  ciò 
s’ottiene  ,  determinato  l’indice  m  —  —  1  . 


ccc  2 


Nella 
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Nella  forinola  adunque  x^ddx  —  ddy  +-  dy% ,  limi¬ 
tando  il  valore  dell’efponente  m  zz  -r-  i  ,  fi  perviene 
all’equazione  differenziale  del  fecondo  grado  fenza  adu- 
mere  collante  ,  la  di  cui  fommatoria  c  l’efpreffione  lo¬ 
garitmica  dx  zz  dy  .  In  ogni  altro  calo  non  fi  può  otte- 

■  i 

X 

nere  la  premeffa  efprelllone  ,  fe  non  Affando  qualche 
grandezza  infinitefima  del  primo  ordine  ?  ficcome  co* 
dante  * 

ESEMPIO  III. 

Rimane  ,  che  fi  proponga  per  ultimo  una  equazio¬ 
ne  differenziale  dell’altra  ciaffe  ,  a  cui  non  li  poffa  mai 
giungere  fenza  affumere  una  collante . 

Ripiglio  il  Problema:  Goffruire  una  curva,  in  cui 
quali! voglia  dignità  dell’ affida  dia  in  ragione  diretta  della 
feconda  fluffione  dell’ordinata,  ed  in  ver  fa  della  feconda 
fluffione  dell' affida. 

L’ equazione  è  bxmddx  —  addy  .  Facciali  dx  t :  qdp  , 
dy  zz  ifdp  ;  e  praticate  le  operazioni ,  come  neìI’Eferapio 
primo ,  av eremo  ,  prefe  le  feconde  differenze  ,  ddx  zz 
dpdq  ,  ddy  zz  dudp  ,  e  furrogati  i  valori  ,  bxmdq  zz  adu  , 


e 
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e  fommando  ,  /  bxmdq  va  au± ig  .  Ma  dy  —  udp  vz  nix  , 

j  ‘  — 

dunque  dy  —  dx  J ' xmdq  +-  gdx  .  In  quello  cafo  ,  fatta 


g  —  o  ,  qual  fi  fia  valore  della  fpezie  q  ci  dà  una  curvai 
differente,  fe  pure  non  il  poneffe  l’efponente  m  —  o  , 
con  che  fi  difirugge  l’ipotefi  ,  e  fi  cangia  problema..  . 
Lo  fteflo  dicafi  ,  fatta  cofiante  la  frazione  dy  ,  e  da  ciò  - 


? 

fi  conchiuda,  non  efler  poffibile  un’equazione  differen¬ 
ziale  del  primo  grado  ,  che  fenza  il  benefizio  della  co¬ 
fiante  refiituifca  la  nofira  formola  ,  quando  di  bel  nuo¬ 
vo  venga  differenziata  ;  conciofìacchè  ,  fe  vi  folle  ,  ave- 
rebbe  a  manifeftarfi  in  qualunque  affunzione  di  cofiante, 
e  pure  l’analifi  ci  dimoffra  il  contrario . 


•PROBLEMA  L 

62*  Dato  il  raggio  osculatore  in  qual  fi  fia  modo  per 
V  ordinata  dalla  curva  ,  ritrovare  la  curva . 

Siccome  ,  data  la  curva  ,  il  ritrovare  il  di  lei  rag¬ 
gio  ofculatore  fi  chiama  il  problema  ,  o  metodo  diretto 
de’  raggi  ofculatori  ,  di  cui  fi  è  trattato  al  Capo  V. 


del 
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del  Libro  fecondo  ;  così  ,  dato  il  raggio  ofculatore_» , 
ritrovare ,  quale  fia  la  curva  ,  a  cui  egli  appartiene  -,  Il 
chiama  il  problema  inverfo  de’  raggi  ofculatori  .  Sia_. 
pertanto  il  raggio  ofculatore  —  r  dato  in  qualiìvoglia_. 
modo  per  la  ordinata  y  della  curva  ;  prefa  quella  ,  che 
fi  vuole,  delle  formole  de’  raggi  ofculatori  per  le  curve 
in  primo  luogo  riferite  al  fuoco  ,  per  efempio 

yds3  ,  in  cui  dx  è  collante  ,  e  la  ds  è 

dxds 1  —  ydxddy 

l’elemento  della  curva,  averemo  l'equazione 
r  —  yds*  ,  o  pure  efiendo  ds 1  —  dxz*-dyz , 

dxds  2  —  ydxddy 

e  dsdds  —  dyddy  ,  perchè  dx  è  collante  ,  r  zz 

ydyds z 

dxdyds  — ydxdds 

Per  ridurre  quella  equazione  mi  fervo  del  metodo 
del  num.  49.  ,  e  però  pongo  ds—pdx  ,  onde  dds  —  dpdx , 
quindi  fatte  le  foflituzioni  nell’equazione ,  farà  r  — 
ppydy  ,  o  ila  pdy  — ydp  —  ydy  ,  e  però  integrando, 
pdy  — ydp  pp  r 

giacché  r  è  data  per  y  ,  y  ~  J' ydy  ±  b  ,  ma 

p  r 

p  ~  ds  ™  1/  dxz  -f-  dy1  ,  dunque  la  curva  fa- 

dse  die 


ra 


rà 
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ydx  ~  j~ ydy  +:  b  ;  equazione  ridotta  alle  pri- 


I /  dxz  +•  dyz 

me  differenze  ,  perchè  effendo  r  data  per  y ,  l’integra¬ 
le  f  ydy  fi  potrà  Tempre  a^'ere  ,  almeno  trafcendente- 

r 

mente , 

In  altro  modo  ; 


1  Scrivo  l’equazione  r  =  yds%  così  s 

dxds 1  — ydxddy 

yds 5  —  dxds *  —  ydxddy  ,  indi  dal  punto  B  ,  (  Fig.  8. 5 

r 

da  cui  partono  le  ordinate  BE  della  ricercata  curva_. 
AEC ,  conduco  normale  ad  EB  la  BF  terminata  al 
raggio  ofculatore  E  Q  ,  e  chiamate  BF  zz  p  ,  EF  zz  q  , 
per  le  note  forinole  della  normale  ,  e  fottonormale_> , 
farà  q  zzyds  ,  p—ydy  ,  o  fa  dy  ~  pdx  ,  e  differenzian- 
dx  dx  y 

do  nell' ipotefi  di  dx  cortame  ,  ddy—ydpdx — pdxdy  ,  e 

yy 

fatta  la  fortituzione  nell’equazione  principale  ,  farà 
yds*  —  dxds 1  - —  dpdx1  +-pdx7/ dy  ,  ma  ds  =  qdx  ,  dunque 
y  y  y 


q% dx  ~  qqdx  —  yydp  +•  pydy  ,  ed  effendo  dx  —  ydy  , 


farà 
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farà  q 3  dy  —  qqdy  +■  ppdy  — ypdp  .  Ma ,  per  1"  angolo  retto 
r 

EBF  ,  è  pp  —  qq  — yy  ,  e  pdp  —  qdq  — ydy  ,  quindi  fatta 
la  foftituzione  ,  fi  averà  qqdy  —  zqdy  —  ydq ,  e  moltipli- 

r 

cando  per  y ,  indi  dividendo  per  qq  ,  farà  ydy  — 

r 

2 qydy  —  yydq  ,  ed  integrando  ,  f  ydy  iz  h  -  yy  ,  ma.- 
qq  r  q 

q  —  yds  ,  dunque  j~ ydy  ±L  h  —  '  ydx  . 

■dx  r  y  dx7-  +-  dyz 

Più  fempliceraente  ancora  ,  sfuggendo  le  feconde 
differenze ,  fi  potrà  fare  cosi  : 

Prefo  l’archetto  infinitelìmo  EC,  fia  CED  la  cor¬ 
da  prodotta,  a  cui  fia  normale  BD,  fe  ora  fi  chiami 
BD  —  p  ,  per  le  cofe  dette  al  numero  115.  del  Capo  V. 
del  fecondo  Libro  ,  QE  ,  cioè  r  —  ydy  ,  e  per òydyzzdp, 

dy  r 

ed  integrando  ,  per  efTere  r  data  per  y  ,J  ydy±.b—p ; 


ma  nello  fteffo  citato  luogo  p  = 


ydx 


dun- 


y  dxzd-  dy1 


que 
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que  J*ydy  £  b  =  _  ydx 


looy 


V  dxz  -h  dy- 


f 


Sia  r  zz  yj/  aa  +-  bb  ,  adunque  farà 

b 

bdy  ±  b  zz  ydx  ,  ed  integrando  attual- 
V  aa  +-  bb  V  dx z  +-  dyz 

mente  ,  ommelTa  per  maggiore  femplicità  la  collante 
b  9 _ b  zz _ dx  ,  e  però  bbdx 2  +-  bbdyz  zi 

V  aa+-  bb  V/dxz-^-dyz 

aadx1  +-  bbdxz  ,  cioè  bdy  zz  adx  ,  logaritmica  fpirale  deli9 
Elempio  V.  num.  128.  dello  fteflfo  Capo  V.  Libro  IL 

In  luogo  del  raggio  QE ,  ci  venga  dato  in  qualun¬ 
que  modo  per  l'ordinata  y  il  co -raggio  HE,  che  chia¬ 
mo  =1  z  .  Per  la  fimilitudine  de’  triango’i  EBD  , 
QEH  ,  farà  E  B  ,  B  D  :  :  QE ,  EH ,  cioè  y  ,  p  ydy , 

dp 

z,  e  però  z  =  pdy  ,  o  fia  dy  -  dp^,  ed  integrando, 

dp  z  p 

/dy  ir  b  zz  Ip  .  Sia  z  zz  y  ,  farà  C  dy  i:  b  zz  dp ,  ed  in- 

Z  d  y  p 

tegrando  ,ìy  —  lp  +-  1  yn_  ,  cioè  y  zz  pm  ;  ma  p  zz 

*  b  ~ 


ydx  ,  dunque  b  V  dxz  - 1-  dy 


)/  dx 1 +-  dy : 


ddd 


mdx ,  e  pe¬ 
rò 
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rò  hdy  —  dx  Vmm  —hb  ,  logaritmica  fpirale  ,  e  !a  flefla 


della  citata  di  fopra  ,  quando  fia  h  ~b  ,  m  =  \Saa+-bb' 

Ó3.  Per  le  curve  riferite  all*  alfe  la  forinola  del 
raggio  ofculatore  è  ds 3  ,  polla  dx  collante  , 

—  dxddy 

però  l'equazione  r  —  ds% 

—  dxddy 

Pongo  dy  ~  qdx ,  e  però  ddy  —  dqdx  9  onde  fatteJ 


le  follituzioni ,  r  zz  dx1  +-  dy1  a  ,  e  pollo  il  valore  dy  in 

—dxzdq  q 

_ ji 

luogo  di  dx  ,  r  —  dy  \  \+-gg  *  ,  cioè  dy  zz  —  qdq  5 

• — qdq  r  _  j> 

lirqq* 

ed  integrando  ,  r _dy_  ±  h  zz  1  ,  ma  q  —  dy  t 

J  r  , ,  r~ZZ  dx 


Vl^qq 


dunque  f  dy  ±.  h  —  dx 


V  dxZjr  dy 

i 


Sia  r  —  4 vy  +.  aa  z  ,  adunque  farà 

3 ’-aa 

f  2aa^y  ~  &  — _ d* _ »  e<3  integrando  attua!» 

-  -  I ■/dxì+-dy1 

4 yy  4-  aa  z 

mente , 


1007 
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mente  ,  ommeffa  la  collante  h  ,  2 y 


V  4 yy  +-  aa 

dyy _ j  cioè  2 ydy  —  adx  ,  ed  integrando  ,  yyzzax, 


V  dx1  +-  dy 1 

parabola  dell’  Efempio  primo  num.  122.  dello  fteffo 
Capo  V.  Libro  II. 

In  luogo  del  raggio  ,  ci  venga  dato  il  co- raggio  „ 
che  chiamo  —  z  ,  la  di  cui  formola  ,  fuppolla  dx  co¬ 
llante  ,  è  dx1  +-  dyz  .  Dunque  dx1-*-dyz~  z,  e  pollai 


ddy 


■■ —  ddy 


dy  —  qdx  ,  ddy  —  dqdx  ,  e  fatte  le  follituzioni  de’  valori 
di  ddy  ,  e  di  dx  ,  farà  dy  X  1  +-  qq  —  z  }  cioè  dy  zz 


—  qdq 


—  qdq  ,  ed  integrando  ,  C  dy  ±  b  —  —  l\y  1  +.  qq , 
l+-qq  '  z 

quindi  fe  la  z  ,  cioè  il  co -raggio  farà  in  tal  modo  da¬ 
to  per  y  ,  che  ^  fi  a  logaritmico  ,  avremo  l’equazio¬ 


ne  differenziale  del  primo  grado  efpreffa  nella  lolita-, 
ordinaria  maniera  ,  in  altro  calo  farà  efpreffa  con  quan¬ 
tità  logaritmiche. 

Sia  z  =  4 y3+-  aay  ,  averemo  l’equazione 


aa 


'  aafy  —  — /  Vi  +-qq  ,  ed  integrando  attual- 

4 y 3  +-  aay 


ddd  2 


mente  3 
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dente  ,  otnmefla  la  collante  h  ,  1  _ 


/ 


,  e  però 


yy 


j/ yy  4-  ad 
4 

i  ,  e  pollo  il 


V  I  +-qq 


l+-qq 


yy  +-  aa 

4 

valore  di  q ,  2 ydy  zz  adx ,  ed  integrando,  yy  zzax,  la  pa¬ 
rabola  fopra  citata  . 

64.  Il  raggio  ofculatore  ,  o  co -raggio  Ha  in  fe¬ 
condo  luogo  dato  in  quallìvoglia  modo  per  l’ affitta  x  , 
egli  è  chiaro  ,  che  in  quello  cafo  non  pottono  fervire 
le  riduzioni  avute  nel  primo  ,  poiché  le  fommatorie^ 
j'dy  ,  Jdy  non  fi  averanno  mai ,  fe  r ,  e  z  fieno  da¬ 
te  per  x  o 

Prefa  adunque  la  formola  del  raggio  ofculatore  in 

_ _ _  x 

cui  è  collante  dx ,  cioè  dx'-^dy1  *  per  le  curve  rife- 

—  dxddy 

rite  all’ atte  (  giacché  in  quelle  riferite  al  fuoco  il  rag¬ 
gio  ,  o  co -raggio  non  può  effer  dato  per  l’affitta)  farà 


r~  dxz+-  dy 1  z  ;  e  però  inettamente,  come  fopra  ,  pon- 
—  dxddy 

go  dy  ~  qdx }  onde  ddy  zz  dqàx  ,  dy1  =  qqdx1 ,  e  fatte  le 
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fcfiituzioni ,  r  —  dxz +■  qqdxz  1  ,  cioè  dx  — 

—  dxzdq 

ed  integrando  ,  j~  dx  ±  h  — 


■? 


__  * 

r  __ _ _  i. 

!+■««* 

,  equazione  ri» 


J  -f-  qq 


dotta  alle  prime  differenze  ,  perchè  effendo  r  data  per 
x9  la  fommatoria  dx  fi  potrà  Tempre  avere,  almeno 

trafcendentemente  .  E  pofio  il  valore  di  q ,  J*  dx  ±,  h  = 

—  iy 

V dxz  +-  dyz 


Sia  r~  2  1/4 aa —  2 ax;  adunque  farà 


/- 


dx 


2  1/4  aa —  2  ax 

±  h  22  — dy  ,  ed  integrando  attualmente,  ommef- 


V  dx z  +-  dy  '■ 


fa  la  collante  h  ,  —  1/  4 aa  —  2 ax  22 


dy 


e 


za 


\/ dx2  +-  dyz 

quadrando  ,  e  riducendo  al  comune  denominatore  , 
4 aadx 1  — ■  taxdx1  ■ —  zaxdy z 22  o  ,  cioè  dy  ~dx  2a  — xs 

equazione  alla  cicloide  del  num.  131.  Capo  V.  Li¬ 
bro  II. 


In 
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In  luogo  del  raggio  ,  ci  venga  dato  il  co -raggio  . 
Dunque  z  —  dx 2  +-  dy 1 ,  e  poda  ideffamente  dy  =  ^  , 
—  ddy 

onde  ddy  —  dqdx  ,  dy7,  —  qqdxz ,  e  fatte  le  fodituzioni 
in  luogo  dì  ddy  ,  e  di  iy1 ,  farà  z  —  dxZjr-qgdxz  ,  cioè 

—  dqdx 

dx  —  ' —  dq  ,  ed  integrando  ,  f  àx  ±  h  —  f  —  dg  ; 

z  i  4.  qq  J  z  «/  1  +-  lì 

ma  l’integrale  dell’omogeneo  di  comparazione  è  arco 
di  circolo;  dunque  fe  il  co -raggio  farà  in  tal  modo 
dato  3  che  anche  J~  dx  da  arco  circolare  ,  e  quedi  archi 

fi  corrifpondano  come  numero  a  numero  ,  avremo  l’e¬ 
quazione  ridotta  alle  prime  differenze  ,  ed  efpreffa  in-, 
quantità  ordinarie  . 

Sia  2  =  2^  2 ax  —  xx  ,  adunque  farà 

dx  —  f  — dq  ;  ma  l’integrale  del  pri- 

2  I /  2ax  —  xx  1 +■  qq 

mo  membro  è  l’arco  di  circolo  ,  la  di  cui  tangente,# 

fia  Vrax  —  xx  ,  e  del  fecondo  è  l’arco  di  circolo  ,  la 


f 


di  cui  tangente  ila  q  ,  dunque  farà  1^2 ax  —  xx-q~  dy  , 

dx 


x 


e  però  dy  —  dx  >/ m  —  x,  equazione  alla  fiefla  cicloide. 

*  M 


PRO- 


ANALITICHE  LIB.  IV. 


«oit 


PROBLEMA  IL 

Dato  il  raggio  osculatore  in  qualunque  tnodo  per 
la  curva  riferita  all ’  affé  ,  ritrovare  la  curva  fleffa  „ 

La  forinola  del  raggio  ofculatore  ,  podio  codante 
ds  (  elemento  della  curva  )  fi  è  dxds  ,  e  però  farà  l’e- 

ddy 

quazione  r  —  dxds  ,  Chiamo  t  la  tangente  della  curva , 
ddy 

c  p  la  fottotan  gente  ;  farà  yds  zz  p ,  e  differenziando 

dy 

nell’  ipotefi  di  ds  collante  ,  dt  zz  dyz às  ydsddy  s  cioè 

dyz 

ddy  zz  àyz ds  ày% àt  %  onde  fatta  la  fofiituzione  ,  farà 


r  zz  ydxds 1  ,  Ma  poiché  fi  à  p  zz  ydx,  e  t  zz  yds , 

dyz  ds—~dyl  dt  dy  dy 

farà  d%  =s.  ,  ds  zz  tdy  ;  onde  fodituiti  quelli  valori 

nella  equazione  fuperiore ,  fi  averà  r  =  ; 

riy  —  j/ir 
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ma  p  —  i s  tt  —  yy  ,  dunque  r  —  tds  V  tt  —  yy  >  ,,  cioè 

tdy  — ydt 

ds  —  tdy — ydt  . 
ti/ tt  — yy 

Il  primo  membro  di  quell’ ultima  equazione  è  in— • 
nofira  mano  ,  almeno  trafcendentemente  ,  poiché  r  è 
una  funzione  di  j-  ;  nel  fecondo  poi  facilmente  fi  fepa- 

rano  le  indeterminate  ,  fe  fi  faccia  q  —  y  ,  con  che 

; 

averaffi  la  fempliciffima  equazione  ds  —  dg  . 

Vi— gq 

Se  nella  formola  r  :=  ptds  in  luogo  di  ?  fi 

tdy  —  ydt 


avefle  prefo  il  valore  v pp  +.  yy  ,  averebbefi  ritrovato 
r  =  pp  +- yy  X  ds  ,  e  fatta  y  —  z  ,  l’equazione  pure  fem- 
pdy  —  ydp  P 

pliciffima  £{_—  dz  . 

r  i  +-  zz 

Le  due  quantità  differenziali  dq  ,  dz  fi> 

Vi  — qq  1  ■**  zz 

no  l’efpreffione  dell’elemento  d’arco  di  circolo  ;  quindi 
fe  l’integrale  J  às^  farà  algebraico  ,  o  pure  dipenderà 
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di’  logaritmi,  o  da  quadrature  più  alte,  la  rettificazio¬ 
ne  delle  ricercate  curve  ,  ed  il  valore  del  raggio  ofcu- 
latore  fupporrà  la  quadratura  del  circolo  ;  ma  all’oppo- 
fto  potrà  l’uno,  e  l’altro  effer  algebraico  ,  fe  l’integrale 
ds  convenga  con  una  formala  d’arco  circolare  . 

Ritenuta  una  delle  due  equazioni ,  per  efempio  , 

la  feconda  ds  —  dz  poiché  ds  —  tdy dy  1/  pp  +-yy, 

r  i  -h  zz  y  y 

e  p  ~  y  ,  farà  ds  —  dy  l/i-f-zz,  onde  pollo  quello 

Z  Z 

Valore  nell’  equazione  ,  averaflì  dy  —  rzdz 

i  zz  i  +  zz 

EfTendo  ds  —  dy  \s  i  zz  ,  farà  anche  dsz ,  cioè 

z 

dx*  +•  dy1  —  dy 1  +-  zz dyz ,  e  però  dx  zz  dy  . 

ZZ  Z 

Il  dato  raggio  ofculatore  r  fia  n  i  +-  ss  ;  l’equa¬ 
zione  dz  —  ds  li  muterà  in  quella  dz  —  ds  , 
i  +■  zz  r  i  +-  zz  i  +-  ss 

da  cui  fi  ricava  z  —  s  ,  e  però  r  —  i  -t-zz  .  Pongo  que¬ 
llo  valore  nella  equazione  dy  zz  rzdz  ,  e 

i  +■  zz  ^  ì  +•  zz 

farà  dy  =  zdz  ;  ed  integrando  ,  ommefia  la  co- 


V  I  +-  zz 


e  e  e 


dante , 
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dante  ,  y  —  \/  i  +-  zz  ,  quindi  z  zz  V  yy  —  *  •  Adunque 
perchè  ò  ritenuto  dx  —  dy  ,  farà  finalmente  d%  zz 

Z 

dy  ,  equazione  della  ricercata  curva  nella  fuppo- 

v  yy  —  i 

fizione  afiunta  del  raggio  ofculatore  ,  La  coflruzione 
dipende  dalla  quadratura  dell’iperbola . 

Prendo  la  forinola  del  raggio  ofculatore  ds  zz 

r 

dsddy  —  dydds  ,  in  cui  neflfuna  fluffione  prima  è  coftan» 
dxds 

te  .  Difpongo  l’equazione  così  ;  dy  X  àdy  — dds  zz  ds  . 

dx  dy  ds  r 

L’integrale  di  àdy  —  dds  fi  è  Idy  —  Ids  ,  che  pongo  — 

dy  ds 

Ip  ;  dunque  farà  àdy  —  dds  —  dp  ,  e  dy  zz  p  ,  e  però  fa- 

dy  ds  p  ds 

rà  l’equazione  ds  zz  dy  X  dp  ;  ma  p  zz  dy  ,  e  dyz  zz 

r  dx  p  ds  pp 

ds1  zz  dx 2  *h  dy 1  ,  dunque  dx  zz  dy  V  i  —  pp  ;  e  fofti- 

~~  ì 

tuendo  quello  valore  3  farà  ds  zz  dp  ,  equazione 

Vi—pp 

in  cui  fono  feparate  le  variabili,  e  che  per  confeguen- 
za  può  trattar  fi  con  la  maniera  di  fopra  ufata  . 

Sia 


ANALITICHE  L1B.  IV.  1015 

Sia  la  forinola  del  raggio  ofculatore  ds  -  —  dydds, 

Y  dsdx 

in  cui  è  collante  dy  .  Pongo  ds  =z  qdy  ,  e  però  dds  — 
dqdy  ,  dunque  ds  —  —  dyldq  ;  ma  dsz  —  dx2  +  dy 2  = 
r  dsdx 

qqdy 1  ,  onde  ricavafi  dx  —  dy  1/  qq —  1  ,  e  dxds  — 
qdy2  K qq — 1  .  Fatta  pertanto  quella  foftituzione  ,  farà 
ds  —  —  dq  . 

r  - - 

qV  qq  —  I 
\ 

Sia  finalmente  la  formola  del  raggio  ofculatore.» 
ds  =  — dxddy  ,  in  cui  è  collante  dx  .  Pongo  z  —  dx  , 
r  ds2  dy 

c  però  dz  —  — dxddy  ;  dunque  ds  —  dy'~dz  ,  ma  dx  — 
dy2  r  ds2 

z dy  }  e  ds2  —  dx2  -t-  dy2  zz  zzdy2  +-  dy 2  ,  quindi  ds  zz 

r 

dz  . 

I  +•  ZZ 

In  qualunque  modo  adunque  fi  operi ,  l’ integrale^ 
J'  ds  farà  fempre  riferito  alla  rettificazione  ,  o  quadra¬ 
tura  del  circolo  . 

Sia  dato  in  qualunque  maniera  per  la  curva  il 
co- raggio,  che  chiamo  zz  u  .  Prendo  una  delle  tre  for- 

e  e  e  2  mo- 
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mole  fuperiori  ,  per  efempio  quella  ,  ki  cui  è  fiatai 

prefa  collante  dy ,  cioè  ds  —  —  dq  9  dove  è  (lato 

ql/qq—l 

pollo  ds  —  qdy  .  Sarà  il'  raggio  r  —  uds~ ,  e  pollo  quello 

dx 

valore  nella  forinola  ,  averemo  ds  =  —  dsdq  ; 

qdx  l Sqq  —  I 

ma  ds  -qdy  }  e  dx-  dy  ì/qq—i,  quindi  fatte  le  folli- 
tuzioni ,  farà  ds  —  —  dq  ;  ma  u  è  data  per  s  9  adun- 
u  qq  —  i 

que  ec. 

Qui  fi  olfervi ,  che  ficcome  la  fommatoria  /  ds  è 

eguale  all’ efpreifione  d’arco  circolare  ,  cosi  l’altra  fom¬ 
matoria  j~  ds  viene  riferita  alla  quadratura  dell’  iperbo- 

la  ,  o  fia  a’  logaritmi . 

66.  Con  limili,  o  poco  diverfi  artifizj  e  maniere 
lì  potranno  ridurre  a’  fecondi  differenziali  molte  equa¬ 
zioni  ,  o  forinole  efpreffe  con  differenziali  terzi  ,  quarti 
ec.  Ed  in  primo  luogo  il  metodo  del  num.  49.  fi  può 
eflendere  (  dentro  certe  limitazioni  però  )  alle  equazio¬ 
ni  differenziali  dei  terzo  ordine  ,  del  quarto  ,  del  quin¬ 
to  ec.  s  vale  a  dire  fi  ridurranno  fempre  al  primo  or¬ 
dine  le  equazioni  del  terzo  ,  purché  1’  una  ,  e_» 

P  altra 
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l’altra  delle  variabili  finite  x  9  y  in  effe  manchi  ;  fi  ri¬ 
durranno  quelle  dei  quarto  5  purché  oltre  l’ una  ,  e  l’al¬ 
tra  delle  due  variabili  finite  x ,  y  ,  in  effe  manchi  l’u- 
na  ,  o  1’  altra  delle  prime  fluffioni  dx,  dy  con  le  rifpetti- 
ve  funzioni  ;  fi  ridurranno  quelle  del  quinto  ,  purché  ili 
effe  manchino  ambe  le  variabili  finite ,  ed  ambe  le  pri¬ 
me  loro  fluffioni  ;  quelle  del  fello  3  purché  oltre  tutto 
ciò  ,  manchi  l’una ,  o  l’altra  delle  fluffioni  feconde  s  e  cos? 
vadafi  difcorrendo . 

Sia  l’equazione  dxdddy  +.  dxzddy  zz  dx*+-dy* ,  ili», 
cui  è  fiata  prefa  cofiante  dx  .  Faccio  al  folito  pdx  —  dy3 
e  però  dpdx  zz  ddy  ,  ddpdx  =  dddy  ;  fatte  pertanto  le  fo- 
fiituzioni ,  fi  averà  dxz ddp -b  dxì dp  zz  dx*  +-  dy*  ;  ma_. 
dy*  zz  p* dx* ,  dunque  farà  ddp  +=  dxdp  zz  dxz  i-p*dxz  , 
equazione  ridotta  al  fecondo  ordine  .  Pongo  in  oltre., 
qdx  zz  dp  ,  ritenendo  per  cofiante  dx  ,  e  però  dqdx  zz 
ddp  ,  onde  follituendo  ,  farà  dqdx  +-  dpdx  zz  dxz  +-  p*dxz, 
cioè  dq  +-  dp  zz  dx  +-  p* dx  ;  ma  dx  —  dp  ,  dunque-. 

? 

dq  dp  ~  dp  4-  p*dp3  equazione  ridotta  alle  prime  dif- 
T  i 

ferenze  . 

Sia  l’equazione  differenziale  del  quarto  ordine.* 
d*y+~  dxdddy — ~dxzddyzzo  ,  in  cui  fia  collante  dx. 
Faccio  adunque  pdx  zz  dy  ,  e  però  dpdx  zz  ddy  ,  e 
ddpdx  zz  dddy  ,  e  dddpdx  zz  d*y  ;  fatte  però  le  fofiituzio- 

ni5 
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ni ,  fi  averà  dddp  +-  dxddp —  dx2dp  =  o  ,  equazione  ,  che 
è  il  calo  dei  fopra  pollo  efempio  ,  onde  fi  fa  maneg¬ 
giare  ,  e  facilmente  fi  ridurrà  alle  prime  fluffioni . 

Il  metodo  del  num.  49.  ritrovato  già  tempo  fa_. 
dal  Sig.  Conte  Jacopo  Riccati  prima  d’ora  mi  era  noto; 
ma  la  qui  fopra  polla  efienfione  ,  fìccome  il  problema 
fecondo  inverfo  de’  raggi  ofculatori  ora  folamente  gli 
ó  apprefì  ,  che  mi  è  venuto  alle  mani  il  fecondo  To¬ 
mo  de’  commentari  dello  Infiituto  di  Bologna  ;  e  cer¬ 
tamente  troppo  tardi  per  me  ,  perchè  ritrovandomi  già 
al  termine  deil’impreflìone  di  quella  mia  fatica  ,  non_. 
fono  più  in  tempo  di  prevalermi  d’altre  dottiffime  Dif- 
fertazioni  ,  e  del  P.  Vincenzo  Riccati  figlio  del  fuddet- 
to  Sig.  Conte  Jacopo  ,  e  del  Sig.  Gabriello  Manfredi 
ivi  inferite  .  Ballerà  adunque  averle  indicate  al  Lettore, 
acciò  voglia  trarne  profitto  . 

<57.  Veduta  la  fuddetta  efienfione  del  metodo  del 
num.  49.  ,  palio  ad  altre  equazioni ,  e  ad  altri  ripieghi  ; 
e  però  iìa  l’equazione  pdyddy 2  —pdx 2  dddy  —  ipdxddxddy  — 
dpdx'-ddy  ,  in  cui  la  p  è  in  qualunque  modo  data  per 
x  ,  ed  y  ,  ed  è  flato  prefo  per  collante  l’elemento  ds 
della  curva  .  Poiché  ds  e  collante,  fara  dxddx  ~  —  dyddy , 
onde  follituito  quello  valore  in  luogo  di  dxddx  ,  farà 
pdyddy 2  —  pdx 2  dddy  +•  ipdyddy 2  —  dpdx 2  ddy  ,  cioè  cancel¬ 
lato  ciò,  che  fi  elide,  dpdx 2  ddy  -  pdyddy 2  +-  pdx 2  dddy  , 


o 
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0  fia  dp  ~  dyddy  4-  dddy  ,  e  pollo  in  luogo  di  dyddy 
p  dx 4  ddy 

il  valore  — dxddx  ,  farà  dp  —  —  ddx  +■  dddy ,  e  final- 

p  dx  ddy 

mente  integrando  con  i  logaritmi,  lp zz  Iddy — • ldx—~ 
Ids ,  effendo  ds  collante,  e  però  p  ~  ddy  ,  equazio- 

dxds 

ne  ridotta  alle  feconde  differenze . 

Sia  l’ equazione  hdzdddx  —  3 loddzddx  —  dhdzddx  ~oì 
in  cui  la  h  è  in  qualunque  modo  data  per  x ,  e  z  .  Si 
finga  la  feguente  equazione  hmdznddxr  =  ad  una  co¬ 
llante  (le  m  ,  n  }  r  fono  potefià  incognite  da  de- 
terminarfi  nel  progrefiò  ) ,  dunque  differenziando  , 
farà  rhm dznddx  r~”  1  dddx  +■  nhm ddxr dznm"  1  ddz  4- 
1  dhdznddxrzz  o  ,  la  quale  divifa  per 
hm"~l  dzn—  1  ddxr—  1  fi  riduce  ad  edere  rbdzdddx  +■ 
nhddxddz  4-  mdbdzddx  ~  o  .  Paragonata  quefia  equazione 
termine  per  termine  con  la  principale  propolla  ,  fi  à 
r  —  i  ,  n  —  —  3,  mzz  —  i  ,  adunque  in  vece  dell’ 
equazione  fìnta  bmdz” ddxr  =  ad  una  collante,  avere- 
mo  la  vera  ddx  —  ad  una  collante ,  che  è  l’integrale 
bdz J 

della  propofla  . 

Per  via  di  logaritmi  ancora  fi  può  ottenere  la_. 
fleffa  integrazione  .  Ripiglio  l’equazione  bdzdddx  — 

3 hddzddx  —  dhdzddx  —  o  :  divido  per  hdzddx  ,  fa- 
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rà  diix  —  —  db  rz  o  ,  ed  integrando  ,  Idia  — 

ddx  dz  b 

ìdz3  —  lhzz  ad  un  logaritmo  collante  ,  dunque  ddx~  = 

bdz 5 

ad  una  collante  . 

Finirò  quelle  Inflituzioni  con  una  avvertenza  ,  ed 
è  ,  che  deve  l’accorto  Analifta  procurare  con  tutta  l’in- 
dullria  di  fcanfare  nella  foluzione  de’  Problemi  le  fe¬ 
conde  ,  e  molto  piu  le  ulteriori  fluflìoni  per  mezzo  di 
certi  ripieghi ,  che  nafcono  opportunamente  fui  fatto* 
Tali  artificj  lì  vedono  adoperati  da  illullri  Matematici 
ne*  Problemi  delle  Curve  Elamiche  ,  Catenarie  ,  Vela- 
rie  ,  in  quello  degl’  Ifoperimetri  ,  ed  in  altri  ,  le  folu- 
zioni  de5  quali  pubblicate  si  negli  Atti  di  Lipfia  ,  come 
in  altre  opere ,  lì  potranno  leggere  ,  a  fine  di  acquilla- 
re  quella  avvedutezza  e  deflrezza ,  che  è  necefiaria  . 
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